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Pu. Furtwineter. Reziprozitiitsgesetze zw. Potenzresten in algebr. Zahlkérpern. 1 


Uber die Reziprozitatsgesetze zwischen /*" Potenzresten in 
algebraischen Zahlkérpern, wenn / eine ungerade Primzahl 
bedeutet. 


Von 


Pu. FurrwAneuer in Potsdam. 


Einleitung. 


In den Abhandlungen der Gittinger Gesellschaft der Wissenschaften*) 
habe ich eine Arbeit iiber Reziprozitiitsgesetze zwischen /'*" Potenzresten 
in algebraischen Zahlkérpern veréffentlicht, deren Inhalt hier in gekiirzter 
und zum Teil vereinfachter form wiedergegeben werden soll. Gleichzeitig 
habe ich einige weitere Untersuchungen, die ich inzwischen ausgefiihrt 
habe, in die Darstellung eingefiigt. Im allgemeinen habe ich mich bemiiht, 
um den Gedankengang des Ganzen sowohl wie der einzelnen Beweise mehr 
hervortreten zu lassen, die Details der Beweise etwas zuriickzudringen 
und nur die wesentlichen Punkte hervorzuheben. Beziiglich weiterer Aus- 
fiihrungen verweise ich auf die citierte Arbeit. 

Ich habe bereits an der anfangs genannten Stelle betont, daB meine 
Untersuchungen auf den fundamentalen Entwickelungen von D. Hilbert**) 
fuBen, der mit genialem Scharfsinn die allgemeinen Ideen, die in den 
Kummerschen speziellen Ansitzen liegen, erkannte und durch ihre 
Weiterbildung die Hiilfsmittel schuf, mit denen wohl die allgemeinsten 
Reziprozitiitsgesetze zwischen beliebigen Potenzresten in beliebigen alge- 
braischen Zahlkérpern zugiinglich sein werden. Die vorliegende Arbeit 


*) Ph. Furtwingler. Uber das Reziprozitiitsgesetz der 7" Potenzreste in 
algebraischen Zahlkérpern, wenn / eine ungerade Primzahl bedeutet. Eine von der 
Kgl. Gesellschaft der Wissenschaften zu Gittingen preisgekriénte Arbeit. Abhand- 
lungen der-Kgl. Ges. d. Wiss. zu Gittingen. Math.-Phys. Klasse. Neue Folge. Bd. II. 
Nr. 8. Berlin 1902. 

™) D. Hilbert. Die Theorie der algebraischen Zahlkérper. Jahresbericht der 
Deutschen Mathematiker-Vereinigung. Bd. IV, 1894/95. Berlin 1897. [Zitiert mit 
»Algebr. Zahlk.“] D. Hilbert. Uber die Theorie des relativquadratischen Zahlkérpers. 
Math. Annalen, Bd. 51, pg. 1—127. 1898. [Zitiert mit ,,Rel. quadr. Zahlk.‘‘]. 
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ist ein Schritt zu diesem Ziel. Um dem Leser ihre Lektiire méglichst 
zu erleichtern, habe ich mich in den Bezeichnungen und auch in der 
aiuBeren Form der Darstellung an D. Hilbert angeschlossen. 

Eine kurze Ubersicht iiber die gewonnenen Resultate findet man am 


SchluB der Arbeit. 


I. 
$ 1. 


Definitionen und vorbereitende Siitze. 


Ich beginne damit, kurz einige Begriffe und Definitionen anzugeben, 
die im Folgenden gebraucht werden. 

Es sei J eine ungerade Primzahl und € eine /* Einheitswurzel. Wir 
bezeichnen mit /(€) den aus € entspringenden Kreiskérper und mit k einen 
beliebigen Oberkérper dieses Kreiskérpers, dessen Relativgrad m sei. Das 
in der Diskriminante von /(§) aufgehende Ideal (1—£) bezeichnen wir 
mit {. Wir geben ferner folgende Definitionen: 

Def. 1. Wir nennen die Zahl « aus k einen 1" Potenzrest nach dem 
zu 1 und « relativ primen Primideal », wenn die Kongruenz: 


a = a(p) 
durch eine ganze Zahi aus k befriedigt werden kann. 

Def. 2. Das Symbol (F) bedeutet, wenn a eine ganze 2u ) prime 
Zahl und » ein zu | primes Primideal aus k ist, diejenige 1 Einheits- 
wurzel €*, fiir welche die Kongruenz: 

st 
at =e(p) 
gilt. n(p) ist das Zeichen fiir die Norm von ). 

Das Symbol () bezeichnen wir als den /*" Potenzcharakter der Zahl 
« nach p. 

Man beachte, um die Méglichkeit der vorstehenden Definitionen zu 
erkennen, daS n(p) stets kongruent 1 modulo / ist, weil k ein Ober- 
kérper von k(€) ist. Fiir die eingefiihrten Begriffe gilt der folgende Satz: 

Satz 1. Die ganze Zahl a aus k ist stets dann und nur dann |” 
Potenzrest nach dem zu { primen Primideal », wenn 


(5) = 


Fiir das Potenzrestsymbol gilt die Formel 


)-(8)- C8) 


mn 
ir 
en 
as 
rir 


ne 
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Ferner definieren wir noch: 


Def. 3. 
a a a 
@)-()- 
wenn a=)-q--- die Zerlegung von a in Primideale ist. 


Zum Studium der Reziprozitiitsgesetze im Kérper k hat D. Hilbert 
die relativ-cyklischen Oberkérper des Kérpers k vom Primzahlrelativgrade | 


herangezogen. Ein solcher Kérper, den wir mit K (Vu, k) bezeichnen, 


entsteht, wenn man dem Kérper k die Zahl Vu adjungiert, wo w eine 
ganze Zahl aus k bezeichnet, die nicht 7° Potenz einer ganzen Zahl in k 


ist. Ersetzt man Vu durch Vu — wir bezeichnen diese Substitution 
mit S —, so geht aus K ein relativ konjugierter Kérper hervor. Die 
Relativgruppe von XK ist: 

1, 3, B,---F"*. 


Von besonderer Wichtigkeit fiir die folgenden Untersuchungen ist 
der von D. Hilbert*) eingefiihrte Begriff des Normenrestes. 

Def. 4. Sind v und uw zwei ganze Zahlen aus k, von denen die letzte 
nicht die l® Potenz einer ganzen Zahl aus k ist, so heiBt v Normenrest 


des Korpers K (Vu , k) nach dem zu { primen Primideal p aus k, wenn fiir 
jeden positiven Exponenten e eine ganze Zahl A aus K existiert, so dap 
v = N,(A) (¥’). 


N,(A) bezeichnet die Relativnorm von A in Bezug auf k. 
Mit dem Begriff des Normenrestes in engstem Zusammenhange steht, 


wie sich spiter zeigen wird, das Normenrestsymbol G*), das wir jetzt 
definieren **); 

Def. 5. Sind v und w zwei ganze Zahlen aus k und ist » ein zu { 
primes Primideal aus k, das in w genau zur a”, in v genau zur b” Potenz 


aufgeht, so kann man den Quotienten = in der Form + darstellen, wo @ 
w 


und 6 zwei ganze zu » prime Zahlen aus k bedeuten. Wir setzen dann: 
oP (2). (ey. 
(3°) =) G) 


*) Algebr. Zahlk. § 129, pg. 402. 
**) D. Hilbert. Algebr. Zahlk. § 131, pg. 411. 


1* 
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§ 2. 


Die Zerlegung der Primideale aus & in den relativ-cyklischen 
Oberkérpern K vom Relativgrade J. 


Wir definieren zuniichst noch: 

Def. 6. Ein Ideal aus K heiBt ambig, wenn es mit seinen relativ 
konjugierten Idealen identisch ist und kein von 1 verschiedenes Ideal aus k 
als Faktor enthilt, 

und erinnern an folgenden allgemein fiir relativ-cyklische Oberkérper 
giiltigen Satz: 

Satz 2. Die Relativdiskriminante des Kérpers KV u, k) in Beeug auf 
k ist durch alle ambigen Primideale und durch keine anderen Primideale 
teilbar*). 

Wir erértern jetzt zuerst das Verhalten der [ primen Primideale aus 
k in K, das durch folgenden Satz klargestellt wird. 

Satz 3. 1) Ist p ein zu 1 primes Primideal in k, das in w zur a” 
Potenz aufgeht, so geht », wenn a ==0 (I) ist, in der Relativdiskriminante 
von K(Vu, k) in Beeug auf k auf, und es wird in K: 

p=. 

2) Ist a=0 (1), so geht p in der Relativdiskriminante nicht auf und 
man kann dann iiberhaupt w zu p relativ prim annehmen, da man, ohne 
K zu dindern, w durch eine Zahl u*, die zu » prim ist, ersetzen kann. 
Ist aber wu zu » prim, so zerfillt p entweder in K in 1 verschiedene Prim- 


ideale oder bleibt awh in K Primideal, je nachdem (¢) =1 oder 
u 3 
(*) + 1 ast. 


Der Beweis fiir den vorstehenden Satz ergibt sich aus folgenden 
Uberlegungen. Ist 2 eine genau durch die erste Potenz von p teilbare 


Zahl aus k und ist @ eine durch 5 teilbare, zu prime ganze Zahl aus hk, 


so ist, wenn p in w zur a‘ Potenz aufgeht, wo a == 0 (I), 





+] a mt 
r-Yre 
x”! 


eine ganze Zahl aus K, wenn man a, und » so wahlt, dab 





aa, =nl+1. 
Bedenkt man dann, daB der gréBte gemeinsame Teiler von A und p not- 
wendig ein ambiges Primideal in K werden muB, so ergibt sich leicht 
der erste Teil des Satzes. 





*) D. Hilbert, Algebr. Zahlk. Satz 93, pg. 277. 
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Zum Beweise des zweiten Teiles bemerke man, daB aus (¢) =1 die 
Existenz einer ganzen Zahl « in k folgt, die der Kongruenz 
u = a'(p) 
geniigt. Da die Zahl (V u—a«) aus K nun nicht durch p teilbar sein 


- kann, aber mit » einen gemeinsamen Teiler haben muB, so folgt leicht 
& die Zerlegbarkeit von p in / verschiedene Primideale. 

Ist umgekehrt p in / verschiedene Primideale zerlegbar, von denen 
er 


eines J sei, so folgt aus der Gleichheit der Normen von p und $, daB 
‘ jede ganze Zahl in K einer ganzen Zahl aus k nach $ kongruent ist, also 
“f auch . 

ule Vu = 6 (§), 

wo 6 eine ganze Zahl aus k bedeutet. Dann ist aber auch uw = f'(p), 


us 
u 

i also (+) = 1, 

Uber das Verhalten der in [ aufgehenden Primideale gibt uns der 
- folgende Satz AufschluB. 

Satz 4. 1) Ist [, ein in { genau zur 1,*" Potenz aufgehendes Primideal 

und geht {, in w zur a®” Potenz auf, so ist, wenn a== 0 (1), t, ein Teiler 

al der Relativdiskriminante und es wird in K (Vu , k) 
- = x 
Nn. 


wo &, ein ambiges Primideal aus K bedeutet. 

2) Ist a=0 (1), so kinnen wir wieder w zu {, prim annehmen. Es 
or sind dann drei Fiille zu unterscheiden, je nachdem der hoichste Exponent e, 
fiir den die Kongruenz 

w= a3((,') 
in k lésbar ist, kleiner, gleich oder gréer als Ul, ist. Nur im ersten Falle 
geht {, wieder in der Relativdiskriminante von K auf und wird in K die 
z le Potenz eines ambigen Primideals; im zweiten Falle bleibt {, auch in 
K Primideal und im dritten Falle zerfillt es in K in 1 verschiedene Prim- 
faktoren. 

Beziiglich des ersten Teiles des vorstehenden Satzes verweise ich auf 
den Beweis des vorigen Satzes; die Richtigkeit des zweiten Teiles erkennt 
man durch folgende Uberlegungen. Besteht in & die Kongruenz 

p= o(f,) 
und ist ,° die héchste Potenz von [,, fiir welche die genannte Kongruenz 
' gilt, so setzen wir e=rl+s (r>0, s>0) und bilden, indem wir zur 
Abkiirzung Yu =M setzen, die Zahl 


A = («—M)- ({): 
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Dabei bedeutet 4, eine genau durch die erste Potenz von [, teilbare Zahl 


aus k, @ eine durch z teilbare zu [, prime ganze Zahl aus k, so daf A, 


wie leicht zu erkennen, eine ganze Zahl aus K ist. Ist nun e gréBer 
als 1/,, so ist A nicht durch [, teilbar, hat aber mit [, eimen gemein- 
schaftlichen Faktor &2,, der von seinen relativ konjugierten verschieden 
ist, d. h. {, zerfallt in K in 1 verschiedene Primfaktoren. Ist e< ll, und 
s==0(0), so ist A wiederum nicht durch |, teilbar, hat jedoch mit |, 
einen gemeinsamen Faktor, der aber jetzt mit seinen relativkonjugierten 
identisch, also ambig ist; in diesem Falle wird also {, in K die I Potenz 
eines ambigen Primideals. Ist endlich e = /l,, so ist A eine Zahl, deren 
Relativdiskriminante zu |, prim ist; es geht folglich {, in der Relativ- 
diskriminante von K nicht auf. 

Setzen wir nun umgekehrt voraus, daB [, in K in 1 verschiedene 
Primfaktoren zerfillt, unter denen einer mit &, bezeichnet werde, so folgt 
aus der Gleichheit der Normen von &, und [, eine Kongruenz: 


Vu = B, (&,) 
wo , eine ganze Zahl aus k bezeichnet. Dann gilt aber auch: 
== B,' (t,) 
und folglich auch, da {, in der Relativdiskriminante von K nicht aufgeht, 
' u = B,'(t,'). 
Es ist demnach 
(M — B,) ’ i 


eine ganze Zahl in K und als solche wieder einer ganzen Zahl in k 
nach 2, kongruent. Daraus folgt die Existenz einer ganzen Zahl £, in k, 
die der Kongruenz 

=> B,! (t,'+*) 


geniigt. Das angegebene Verfahren kann man fortsetzen, bis man zu 
einer Zahl 6 aus k gelangt, die der Kongruenz 


w= BG) 
geniigt. 


Bleibt {, auch in K Primideal, so kommt man in folgender Weise 
zu der gewiinschten Kongruenz. Wir bemerken zunichst, daB jede zu [, 
prime ganze Zahl aus k der /" Potenz einer ganzen Zahl aus & nach |, 
kongruent ist; es gilt also: 

w= n' (4) 
wo 7, eine geeignete Zahl aus k bezeichnet, und infolgedessen auch, da [, 
wieder in der Relativdiskriminante nicht aufgeht, 
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o=y7' (0) 

und 
M = », (4). 
Es ist daher (4) 
(M—7,)- t 


1 
eine ganze Zahl aus K, folglich (u—y,’) - rt eine ganze Zahl aus k. Es 


1 
existiert demnach eine ganze Zahl 0, so daB 
q 
(u—n')- (2) = 8G) 
und folglich auch eine ganze Zahl y, aus k, so daB 
w= 7 (f. 


Dies Verfahren kann -man fortsetzen, bis sich eine ganze Zahl y aus k 
ergibt, die der Kongruenz 

w= (W) 
geniigt. 


Aus den angefiihrten Tatsachen ergibt sich leicht die Richtigkeit 
unseres Satzes. 


§ 3. 


Normenreste und das Normenrestsymbol. 


Wir bemerken zuniichst, da fiir das Normenrestsymbol die im folgen- 
den Satze zusammengestellten, leicht zu beweisenden Formeln gelten. 

Satz 5. Bedeuten u, v, u,, %,, u*, v*, a, B, y, 0 ganze Zahlen aus k 
und ist p ein zu { primes Primideal in k, so gilt 








BP Ph)... (F M HY (¥ ty) _ (% wih 
» C=C) Ge) CP) = Ce") 
: 
Ehe ich zum Beweise des Hauptsatzes iiber die Normenreste tibergehe, 
schicke ich noch zwei Sitze vorweg, die spiiter gebraucht werden. 


Satz 6. 1) Ist p ein zu 1 primes Primideal und «@ eine zu p prime 
ganze Zahl aus k, so ist, wenn die Kongruenz 


a= 0(p) 
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in k lésbar ist, auch die Kongruenz 


a = 2 (p') 
in k lésbar, wo e einen belicbigen positiven Exponenten bedeutet. 
2) Ist 1, ein in I genau zu 1,%" Potenz aufgehendes Primideal und B 
eine zu 1, prime ganze Zahl aus k, so ist, wenn die Kongruenz 
p= a(Q4*) 
in k lisbar ist, auch die Kongruenz 
B= a (I+) 
in k lisbar, wo e einen beliebigen positiven Exponenten bedeutet. 
Die Beweise fiir diese Behauptungen sind ganz analog den fiir ent- 
sprechende Siitze in der Theorie der rationalen Zahlen giiltigen Beweisen. 
Satz 7. Ist v eine genau durch y? teilbare ganze Zahl aus k und A 
ganze Zahl aus K (V ut, k) von der Beschaffenheit, dap 
v = N,(A) (p°*") 
gilt, so léBt sich auch eine ganze Zahl B aus K finden, die der Kongruenz: 
v = N,(B)(p’**) 
geniigt, wo e einen beliebigen positiven Exponenten bedeutet. 


Beweis: Ist » prim zu p, so gilt dasselbe von A und man kann 
daher eine ganze Zahl aus K bestimmen mit der Higenschaft: 


AA, = 1(p) 


v N,(A;) = 1(9) 
ergibt. Aus der letzten Kongruenz erkennt man dann leicht mit Hiilfe 
von Satz 6 die Richtigkeit unserer Behauptung. 

Ist » genau durch p? teilbar und b>0, so kénnen wir b == 0 (I) 
annehmen, weil wir bei der Annahme b = 0(1) sofort auf den ersten Fall 
zuriickkommen kénnen. Ist aber b==0(l), so kann p in XK nicht Prim- 
ideal bleiben. Es sei §§ ein Primfaktor von p in K und TI eine genau 
durch $§ teilbare Zahl in K, die zu den mit $ relativ konjugierten und 
von $8 verschiedenen Primidealen prim ist; ihre Relativnorm sei 2; ferner 


sei P eine durch = teilbare zu p teilerfremde ganze Zahl aus K mit der 


aus der sich dann 


Relativnorm e. Die Richtigkeit unserer Behauptung ergibt sich dann durch 
Betrachtung der Zahl v - (2), die zu p teilerfremd ist. 


. 
Wir kénnen nunmehr zum Beweise des folgenden Hauptsatzes iiber- 
gehen. 


Satz 8. Sind v und w zwei beliebige ganze Zahlen in k und p ein 





. ee 





ee 
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zu 1 primes Primideal in k, so ist v stets dann wnd nur dann Normenrest 
des Korpers K (Vu, k) nach p, wenn 


¥, 
(*) -1. 
Beweis: Wir unterscheiden zwei Fille: 
I) w ist zu p prim. 
Ist » genau durch py’ teilbar, so ist (*:") = (f) Es sind daher 
die beiden Nachweise zu erbringen: 


1) Ist v Normenrest des Kérpers K (Vu, k) nach yp, so ist (f) = 2. 

2) Ist (f) = 1, so ist » Normenrest von K nach p. 

1) Ist v= N,(A) (p) und b=0(D, 80 ist selbstverstindlich (£)'—1. 
Ist aber b==0(0), so kann p in K nicht Primideal bleiben und auch 
nicht in der Relativdiskriminante von K aufgehen; es zerfallt also p in / 


verschiedene Primfaktoren, daher (F) = 1. 


2) Ist (*) = 1, aber (t) + 1, so kénnen wir } = 0 annehmen, d. h. 
v ist relativ prim zu p und p bleibt in K Primideal. Es lat sich dann 
ein System zu p primer und nach p inkongruenter Zahlen in der Form 
ua’ 
darstellen, wo i die Werte 0,1,2,---/—1 annimmt und Q’ ein volles 
System inkongruenter zu p primer /** Potenzreste nach p in k durchlauft. 
Hieraus folgt die Richtigkeit unserer Behauptung. 
Ist auch (F) = 1, so zerfallt p in / verschiedene Primfaktoren in K, 
von denen einer $ sei. Wir lésen dann die Kongruenzen: 
A, + AM-+ A,M?+.---+ A.M'-! =v 
A, + fA,M + €?A,M? + ose a 6’- 1A, Mi-2 =] (R*) 
A, + SI-1AQM + --eeee eee + §AM-!=1 
in K, in denen A,, A,,---A, ganze Zahlen aus K und e einen beliebigen 


positiven Exponenten bedeutet. Dieselben werden durch folgende Werte 
der Unbekannten A befriedigt: 


iA, me+l-1 
IAM =v—1 
1A,M? =v—1 (PB). 


lA.M'-*=v—1 











10 Pu. Furtwineuer. 


Da JM‘ zu § relativ prim ist, enthalten diese Bedingungen keinen Wider- 
spruch. Aus der Gleichheit der Normen von $ und p folgt, daB jede 
ganze Zahl aus K einer ganzen Zahl aus k nach ¥ kongruent ist, also: 


A, =m, A,=a%,---A =a, (§%). 
Daraus ergibt sich dann: 
v = N,(a,+a,.M+---+o,M'-") ($8) und nach (p’), 
was zu beweisen war. 


II) w ist genau durch p* teilbar und a ==0 (1); in diesem Falle wird 
p in K die /* Potenz eines ambigen Primideals: p=. Ist nun v 


teilerfremd zu ), so ist 
() = Gy)" 


Es ist daher in diesem Falle nachzuweisen: 
1) Ist (*) = 1, so ist vy Normenrest von K nach p. 


2) Ist v Normenrest von K nach §, so ist (=) =1. 


1) Ist (+) =1, also v=c' (p), wo «@ eine ganze Zahl aus k be- 
deutet, so ist 
v= N,(@) (?), 
daher v Normenrest von K nach p. 
2) Ist » Normenrest von K von ), so ist 
v= N,(A) (p); 
wo A’ eine ganze Zahl aus K bedeutet. Aus der Gleichheit der Normen 
von p und § folgt: 
A=’ ($) 


wo « eine ganze Zahl aus k bedeutet, also 


v=d'(p), dh. (F) =1. 


Den Fall, da8 v durch p teilbar ist, fiihrt man leicht auf den vorigen 
zuriick durch Betrachtung von vu’, wo ¢ einen so gewahlten Exponenten 
bedeutet, daB der Exponent der Potenz von p, die in vu* genau aufgeht, 
durch / teilbar ist. 

Wir haben hiermit den Beweis unseres Satzes vollstindig erbracht 
und schliefen jetzt noch folgenden Satz an, der sich aus dem vorigen 
leicht ergibt: 

Satz 9. Ist p ein zu Ll primes Primideal in k, das nicht in der 
Relativdiskriminante von K (Vu, k) aufgeht, so ist jede zu » prime Zahl 
in k Normenrest des Korpers K nach ». 
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Geht dagegen » in der Relativdiskriminante von K auf und ist e ein 
beliebiger positiver Exponent, so sind von allen nach p* einander inkongruenten, 
zu p primen Zahlen genau der I Teil Normenreste des Korpers K nach ). 


§ 4. 
Die ambigen Komplexe und die Geschlechter im Korper K. 


Die bisherigen Entwickelungen gelten auch, wenn die Klassenzahl h 
von k durch 1 teilbar ist; von jetzt ab miissen wir indessen voraussetzen, 
da dies nicht der Fall ist. Wir geben zunichst wieder einige Definitionen 
und Sitze: 

Satz 10. In dem Kérper K(Vu, k) ewistiert stets ein System relativer 


7. mit folgen- 


Grundeinheiten in bezug .auf k:H,, Hy,--+H,,, wom’ = ; 


den Eigenschaften: 

1) der Ausdruck HP®... H¥w® [2], wo F,(S)+++F,,.(S) ganze ganz- 
zahlige Funktionen von S vom Grade | — 2 bedeuten und [| eine Einheit 
aus k oder die in K liegende | Wurzel aus einer solchen bezeichnet, kann 
niemals die symbolische (1—S)* Potenz einer Einheit aus K werden, 
auBer wenn stimtliche Werte F,(€)---F.,.(&) durch 1 — & teilbar sind. 

2) Fiir jede Einheit E aus K gilt eine Gleichung von der Gestalt: 


Sf F, (S) F, (8 
Ef = HP®... Him [e) 





wo f einen ganzen, nicht durch | teilbaren Exponenten bedeutet. 
3) Ist 
1, = N,(H,), +++ Mw = M(H), 
so lift sich jede Einheit « in k, welche Relativnorm einer Einheit aus K 
ist, in der Gestalt darstellen: 


e= ates ni” [a], 
WO Uy,*** Uy ganezzahlige Exponenten sind*). 

Def. 6. Eine Gesamtheit von Einheiten <& aus k, wo « eine feste 
Einheit und & eine beliebige Einheit aus k bedeutet, heiBt ein Einheiten- 
verband. 

Def. 7. Bedeutet C eine feste Idealklasse aus K und c, eine beliebige 
Idealklasse aus k, so bildet die Gesamtheit der Klassen Ce, einen Klassen- 
komplex. Der aus den Klassen c, bestehende Komplex heiBt Hauptkomplez. 
Eine Anzahl Komplexe heiBt unabhiingig, wenn keiner der Hauptkomplex ist 
und keiner durch Multiplikation aus den iibrigen erzeugt werden kann. 


_ D. Hilbert. Algebr. Zahlk. § 55, pg. 272 und § 146, pg. 446. 
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Def. 8. Eine Idealklasse aus K heiBt ambig, wenn sie mit ihren 
relativkonjugierten Idealklassen identisch ist. Ein Komplex heiBt ambig, 
wenn er mit seinen relativ konjugierten Komplexen identisch ist. Enthilt 
ein ambiger Komplex eine ambige Klasse, so sagen wir, er entspringt aus 
dieser Klasse, enthilt die ambige Klasse ein ambiges Ideal, so soll es aus 
dem ambigen Ideal entsprungen heiBen*). 

Satz 11. Ist die Klassenanzahl von k nicht durch 1 teilbar, so enthéilt 
jeder ambige Komplex ambige Klassen**). 

Wir kénnen nunmehr folgenden wichtigen Doppelsatz aussprechen 
und beweisen: 

Satz 12. Die Anzahl aller ambigen Ideale des Korpers K sei l. 
Machen dann die siimtlichen Einheiten in k, die Relativnormen von Ein- 
heiten in K sind, I Einheitenverbinde aus, so gilt, wenn wir die Anzahl 
aller aus ambigen Idealen entspringenden Komplexe in K mit I* bezeichnen, 
die Ungleichung: 

a®* <t+v*—m'—-1 (m = mi). 


Machen ferner die stimtlichen Einheiten in k, die Relativnormen von ganzen 

oder gebrochenen Zahlen aus K sind, l? Kinheitenverbinde aus, so gilt, 

wenn wir die Anzahl aller ambigen Komplexe in K mit I* bezeichnen: 
ax<t+v—~m'—-1. 

Zum Beweise des ersten Teiles des vorstehenden Satzes beachte man, 
daB sich von den in Satz 10 eingefiihrten Hinheiten 4 m’ — v* durch die 
iibrigen ausdriicken lassen: 

(i @ 
MM Ne (EO GUE + 1, m’) 
wo die Exponenten bestimmte Werte 0, 1,---/—1 haben und & eine 
Kinheit aus & ist, wenn wir zuniichst voraussetzen, daB w nicht das Produkt 
aus einer /*" Potenz einer ganzen Zahl aus k mit einer Einheit aus X ist. 


Es folgt dann, daB die m’— v* Ausdriicke 
, uj? — uy i)\-- 
H’ =H,H, | ---H,™ (€0)-3 
Kinheiten aus K mit der Relativnorm 1 sind und daB man deshalb: 
setzen kann, wo die M; ganze Zahlen aus K bedeuten***). Diese, zu 


denen noch M hinzutritt, liefern dann offenbar m’ —v*+1 Relationen 
zwischen den ambigen Primidealen D,, D,,---D, in K von folgender Art: 


*) D. Hilbert. Rel. quadr. Zahlk. § 11 und § 12, pg. 21—23. 
**) D. Hilbert. Rel. quadr. Zahlk. Satz 21, pg. 31. 
***) D. Hilbert Algebr. Zahlk. Satz 90, pg. 272. 


ef! 


Zv 


pl 


ese =~ © O® & @ 
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M= D' ate Ditj, 
al? al? 
M, = D, eee D; J ? 


wo j, j” Ideale aus & bedeuten. Die letzten Relationen sind, wie leicht 
za zeigen, in der Weise von einander unabhingig, daB sich vermittelst 
derselben die ¢ aus den Idealen D,,--- D, entspringenden ambigen Kom- 
plexe durch ¢ + v* — m’ — 1 unter ihnen ausdriicken lassen. Daraus folgt: 


a* <t+v%—m —1. 


Der ausgeschlossene Fall, da® der Kérper K durch Ve definiert wird, 
wo « eine Kinheit aus k bedeutet, ist ebenfalls leicht zu erledigen, wenn 
man beachtet, daB ¢ Relativnorm einer Einheit aus K ist und unter den 
Einheiten %,, %,°** %, nicht vorkommt. 

Im zweiten Teile des Satzes treten zu den Einheiten 7,,--+,« noch 
v — o* Kinheiten @,,---,_,* hinzu, die Relativnormen von gebrochenen 
Zahlen aus K sind: 

&= N,(®,) iy = N,(9,_.*)- 


Da man dann, wie unschwer nachzuweisen ist: 


6, = U0-4 
setzen kann, so ist 2, ein Ideal aus K, das offenbar eine ambige Klasse 
und folglich auch einen ambigen Komplex A; definiert. Nimmt man 
diese » — v* ambigen Komplexe A; zu den im ersten Teile des Satzes 
eingefiihrten hinzu, so kann man beweisen, da® sich jeder ambige Kom- 
plex in K durch sie muB ausdriicken lassen, wenn man bedenkt, daB ein 
ambiger Komplex nur ambige Klassen enthialt; es ist daher: 
a<t+v—~m —-1. 

Wir wollen nun, um zu dem Begriff des Geschlechts zu kommen, 
erliutern, was man unter dem Charakterensystem eines Ideals J aus K 
versteht. Wir setzen zu diesem Zweck voraus, daB die in der Relativ- 
diskriminante von K aufgehenden Primideale },,,,---, aus & simtlich 
za { prim sind, und wiahlen unter ihnen +* =¢—~y so aus, dab, wenn 
&,,°**&, gewisse Einheiten aus k bedeuten: 


& > 
Ct) 
} “ww = 1, (u*)+ 1, 
t t-1 
fe, W Ee W\ Ee) 
(5), (8) to (get 
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und da® jede Einheit aus k, die Normenrest von K nach },,---d 
ist, auch Normenrest nach 0,, d,,---d, ist*). 

Wir bilden dann die Relativnorm j von 3 und setzen j*” = (v), indem 
wir mit 4 die Klassenzahl von k& bezeichnen und h’ als positive ganze 
Zahl so bestimmen, daB hh’=1/(l) ist. Dabei wiihlen wir die ganze 
Zahl v aus k so, dab: 


vu v, 
aa me 6 o Rees Be 2 
(5°) y *-) 


Das System von /' Einheitswurzeln: 
YU 
(*") 


vu v,U 
(a) Ceo 
nennen wir dann das Charakterensystem des Ideals 3. 

Da alle Ideale einer Klasse dasselbe Charakterensystem besitzen, 
kénnen wir alle Idealklassen, deren Ideale das gleiche Charakterensystem 
besitzen, zu einem Geschlecht zusammenfassen. Das Geschlecht, dessen 
simtliche Charaktere 1 sind und zu dem offenbar die Hauptklasse gehért, 
heiBt das Hauptgeschlecht. Es ist leicht ersichtlich, was unter dem 
Produkt zweier Geschlechter und unter dem Geschlecht eines Komplexes 
zu verstehen ist. 

Es ist jetzt unsere niichste Aufgabe, eine obere Grenze fiir die Anzahl 
der Geschlechter abzuleiten. Wir beweisen zu diesem Zweck zuniichst 
folgenden Hiilfssatz: 

Satz 13. Wenn t, v, 7, m’ die friihere Bedeutung haben, so gilt die 
Ungleichung: 


t—r* 41 


t+v—m <r. 
Der Beweis ergibt sich leicht, wenn man bedenkt, daB die Einheiten: 


Ey) Egy °° Eety Nyy Nay * Not» D1, Bg, + ° + Fy_ ys 


von einander unabhiingig sind. 

Die gesuchte obere Grenze fiir die Anzahl der Geschlechter ergibt 
sich aus folgendem Satze: 

Satz 14. Ist x die Anzahl der Charaktere, die ein Geschlecht in K 
bestimmen, so ist die Anzahl der Geschlechter hichstens l’-'. 

Der Beweis ergibt sich aus der Tatsache, daB die Anzahl der Ge- 
schlechter héchstens gleich der Anzahl der ambigen Komplexe in X ist. 
Bezeichnet man nimlich die Anzahl der letzteren mit A, die Anzahl der 
Komplexe des Hauptgeschlechts mit f, die Anzahl derjenigen unter ihnen, 
die symbolische (1—S)* Potenzen von Komplexen sind, mit f’ und die 


*) Vergl. D. Hilbert, Rel. quadr. Zahlk. pg. 42—44. 





e 
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Anzahl der Geschlechter mit g, so erkennt man leicht die Richtigkeit 
der Gleichungen: 
M=g-f, M=A-f, 
wo M die Anzahl aller Komplexe in K bedeutet. Da f/</f, mub 
9 <A sein. 
Mit Hiilfe von Satz 13 ergibt sich dann, daB héchstens /’-' Ge- 
schlechter in K existieren. 


§ 5. 
Einige Siitze iiber spezielle unendliche Reihen. 
Ehe wir unsere Entwickelungen fortsetzen, miissen wir einige Siitze 
iiber gewisse unendliche Reihen einschalten, die nach Normen von Idealen 


fortschreiten*). 
Satz 15. Es gilt die Gleichung: 


1 1 
>’ —_ =1o + f(s a> 'l 
& n(p)* ¢ @-— 9 f(s) ? 





wo z= tiber alle Primideale aus k zu erstrecken ist und f(s) eine Funktion 


(p) 
der reellen Veriinderlichen s bedeutet, die stets zwischen endlichen Grenzen 
bleibt, wenn s sich dem Grenzwert 1 néahert. 

Satz 16. Bedeutet « irgend eine ganze Zahl aus k und setet man 


Fa) — > DG) age 8? 


(p) — (m) 





wo a > tiber alle zu a primen Primideale aus k und iiber alle Werte 


(py) “(m) 
m=1,2,---l—1 zu erstrecken ist, so niihert sich die Funktion F(s) der 


reellen Veriinderlichen s einer endlichen Grenze, wenn s nach 1 abnimmt. 
Satz 17. Es seien a,, a,,---«, irgend t ganze Zahlen des Korpers k, 
welche die Bedingung erfiillen, dap das Produkt 


™M,  ™M m 
a, Oy 73 @, 4, 


wenn man jedem Exponenten m,,--- m, die Werte 0,1,---1—1 durch- 
laufen lipt, jedoch das Wertsystem m, =m, =---=m,=0 ausschlieft, 
niemals die l* Potenz einer Zahl in k wird; es seien ferner §,, &,---> & 
nach Belieben vorgeschriebene | Einheitswurzeln: dann gibt es im Korper k 
stets unendlich viele Primideale p, fiir die jedesmal bei einem gewissen zu 1 
primen Eaponenten m 


*) Vergl. D. Hilbert. Algebr. Zahlk. Capitel XXX, pg. 424. 
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win (§)=& (=m Ge 


Lépt man dann in Pa = p alle Primideale durchlaufen, die den 
o ” 


angegebenen Bedingungen geniigen, so wird: 
y 1 1 1 
Ps alg t+h®) = s>1, 


a 
o " | 


wenn alle Einheitswurzeln §, gleich 1 sind und 





1 t—1 


_ t 
o ") ' 





1 
lo sai th® rie F 


wenn wenigstens eine der LHinheitswurzeln €; von 1 verschieden ist. Die 
Funktionen f,(s) und f,(s) sind solche Funktionen der reellen Verinderlichen s, 
die bei Anniiherung von s an 1 zwischen endlichen Grenzen bleiben. 

Um den folgenden Satz aussprechen zu kénnen, miissen wir zunichst 
den Begriff des primiren Ideals kennen lernen. 


Def. 9. Ein Ideal a aus k heiBt primdr, wenn fiir eine beliebige 
é 


Einheit ¢ in k (<) =1 ist. 


a 
Ist a ein primiires Ideal und 6 ein beliebiges Ideal aus k, so setzen wir 


©) ff. 
wenn (B) = b** ist. (=) (<)> 
Fiir ein primires Ideal a gilt der folgende Satz: 
Satz 18: Ist a ein bestimmtes primdres Ideal in k, so stellt die iiber 


stimtliche zu a primen Primideale w des Korpers k und tiber m =1,2,---1—1 
zu erstreckende unendliche Summe: 


PA ne 


eine solche Funktion der reellen Verinderlichen s dar, die stets unterhalb 
einer positiven endlichen Grenze bleibt, wenn die reelle Verénderliche s sich 
der Grenze 1 niihert. 

Zum Beweise des vorstehenden Satzes, der eine der fundamentalen 
Grundlagen fiir unsere Untersuchungen bildet, bedient man sich einer von 
D. Hilbert angegebenen Verallgemeinerung eines von H. Minkowski und 
H. Weber bewiesenen Satzes der Integralrechnung, der die Anzahl aller 
durch ein bestimmtes Ideal teilbaren Hauptideale § in k, die nach a einen 
vorgeschriebenen /*" Potenzcharakter haben und deren Normen unterhalb 
einer gegebenen Grenze liegen, in geeigneter Weise zu schiitzen gestattet*). 


*) D. Hilbert, Rel. quadr. Zahlk. § 22, pg. 583—60. 
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§ 6. 
Das primiire Primideal. 


Wir fiihren zunichst noch zwei Sitze an, deren Richtigkeit man 
leicht aus den im § 4 gegebenen Entwickelungen erkennt: 

Satz 19. Die Relativdiskriminante des Korpers K (Vu, k) ist von 1 
verschieden. 

Satz 20. Ist die Einheit « in k der 1 Potenz einer ganzen Zahl 
in k nach t kongruent, so ist s die l* Poteng einer Einheit in k. 

Die vorstehenden Siitze verlieren ihre Giiltigkeit, wenn die Klassen- 
zahl des Kérpers & durch J teilbar ist. 

Es sei nun &,, &,--+&,_, ein volles System von Grundeinheiten fiir 


- ~  ,», m(l—1 , , . ‘ 
den Kérper k, wobei_m’ = ae ». Ferner sei é, eme in k liegende 


Einheitswurzel, deren 7 Wurzel nicht in & liegt. Dann 1a8t sich offenbar 
jede Einheit « in & eindeutig in der Form: 


e Cay! 1 
e=el---em-§ 


darstellen, wo die Exponenten ¢,,---¢,, bestimmte Werte 0,1,---1—1 
haben. Wir betrachten nun, um die Eigenschaften der primiiren Ideale 
zu erkennen, ein gewisses System von m’ nichtprimiren Primidealen, 
deren charakteristische Eigenschaften durch den folgenden Satz wieder- 
gegeben werden: 

Satz 21. Ist &,, &,---&,, das definierte System von Einheiten in k 
und sind Q,, +++ GQ,» 2u t prime Primideale in k, welche die Bedingungen 
befriedigen: 


(Jen Gan Gem Gaetaem 


setzt man ferner: 
hi 


qi = (x), “ss qh” = (%m’), 
WO %,*** HX, ganze Zahlen in k bedeuten, so gilt fiir jede zu { prime Zahl 
a@ in k eine Kongruenz: 
oo = eft +s itm’. tt. mg (f), 

worin die Exponenten U,, +++ Uy, Vy,>*** Um gewisse Werte 0,1,---1—1 
haben und « eine ganze Zahl aus k ist. 

Beweis. Die Existenz der Ideale q, folgt aus Satz 17. Um die 
Richtigkeit unserer Behauptung zu erkennen, weisen wir zuniichst nach, 
daB eine Zahl 


Mm’ og?) ag *m' 
m' 1 m 


am 5” 
u=é, eee & 


Mathematische Annalen. LVIII. 
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nie der /'** Potenz einer ganzen Zahl aus k& nach [' kongruent sein kann, 
auBer wenn sie selbst eine l'* Potenz ist. Es folgt diese Tatsache leicht 


durch Betrachtung des Kérpers K(/u, k) mit Benutzung von Satz 12. 
Mit Hiilfe des angegebenen Resultats erkennt man, daB das System von 
Zahlen: 


eg" eee gim x," eee yom’ a 


I 
1 m' m i 


(thy Uy %y Uyyy Upp *** Oy =O, 1,---t—1) 


in dem «@; ein volles System von g(l) zu [ primen und nach [ inkongruenten 
Zahlen durchliiuft, im ganzen 1?” ({) nach { inkongruente Zahlen dar- 
stellt. Da andrerseits die Anzahl aller zu { primen nach [ inkongruenten 
Zahlen 1?” p({) betragt, so ist damit unser Satz bewiesen. 

Stellt man jetzt noch folgende Definition auf: 

Def. 10. Kine Zahl « aus k heiBt primdr, wenn sie der I Potenz 
einer ganzen Zahi aus k nach ¥ kongruent ist. — 
so kann man die fundamentale Eigenschaft der primiren Primideale in 
folgendem Doppelsatz ausdriicken: 

Satz 22. 1) Ist p ein primdres Primideal in k, so kann man stets 
eine primdre Zahl x in k finden, so daB (x) = p’*. 

2) Ist x eine primaire Zahl in k und (x) =y"*, wo p ein Primideal 
aus k bedeutet, so ist p ein primdres Primideal. 

Beweis: Es mégen 4, .,--* Gy) %1) %2)°** %_ die angegebene Be- 
deutung haben und p*” = (2*) sein. Es gilt dann eine Kongruenz: 


a* = exi--- xm y! (f), 


wo « eine Kinheit aus & bedeutet. Ist hier nun 1, =v, =---=v,, = 90, 
so ist x*<~' eine primaire Zahl und der erste Teil unseres Satzes bewiesen. 
Sind aber nicht alle Exponenten gleich Null, so betrachte man den Kérper 


K (Vu, k), wo 


‘m! 


u=2* (ex; tee oT. 
Da dieser nur ein Geschlecht, das Hauptgeschlecht, besitzen kann, so 
folgt, daB fiir jedes Primideal r aus k, fiir das (“) = 1 ist, auch (5) =1 
sein muB. 

Wir wihlen nun ein zweites System von m’ nichtprimiren Prim- 
idealen in k q,’, q.',--+-,,.. das vom ersten verschieden ist, aber dieselben 
Potenzcharaktere in bezug auf die Einheiten ¢, besitzt, und gelangen dann 
entweder zu der gesuchten primiren Zahl oder schlieBen genau wie vorher, 
daB fiir ein Primideal tr, fiir das (“) = 1 ist, auch ( =) =1 sein muB, 
wobei 


' , *\l-1 
0 v. , 
pi mat (el ag tt) 


= m 











n, 


nt 


bd 


n 
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Bezeichnet man jetzt alle Primideale, fiir die 


(=) =1, mit r,, 


Me 


(f+ (E)-b me 
fe fe Mme 


w 
(=) = ‘ mit r+), 


o) 
(5 - “) +1, mit r-), 
so ergeben sich aus Satz 17 die Gleichungen: 


1 1 1 
Dey ~ TB AthO >, 


(Tu) 

“ss 
, a ee log + Fuy(s) (s>1), 
(Tun’) 


wo f,,(S), f.w(8) Funktionen von s bedeuten, die stets zwischen endlichen 
Grenzen bleiben, wenn die reelle Verinderliche s sich der Grenze 1 nihert. 

Da simtliche Primideale r, von den Primidealen t,,,, verschieden 
sind und beide zur Sorte r+) gehdren, so folgt: 


1 
> sop 2 oe ATH HOt haw) >), 
(c'*) 


Andrerseits ist nach Satz 15: 


1 1 
Or Wet OL eH MB sath) >), 
(r‘*) (re) 

wo f(s) eine Funktion von der gleichen Higenschaft wie f(s) und /,,,,.(s) 
ist. Dann ergibt sich aber im Widerspruch mit Satz 18: 


v/t jis i voli 
ea (5) a (-1) S— ae - ae Sees 
(rt) (m) ('*) G™) 

+ UF, +fuw) — f(s) (s>1), (m=1,2,---1—1), 


womit die Richtigkeit des ersten Teiles unseres Satzes bewiesen ist. Der 
zweite Teil ergibt sich leicht durch Betrachtung des Kérpers 


K(x, k). 
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§ 7. 


Das Reziprozititsgesetz zwischen einem primiren und einem 
beliebigen Primideal in beschriinkter Fassung. 


Satz 23. Ist p ein primdres Primideal in k mit der Primérzahl 
(x) = p*” und v ein beliebiges Primideal in k und (9) = vt", so ist 


(2) = (5) 
n == O(2). 


Beweis. Es ist nachzuweisen, dab 


1) wenn (=) = 1, auch (¢) = 1 ist, 


wo 


2) wenn (=) +1, auch (¢) + 1 ist. 


Der erste Teil ergibt sich sofort aus der Betrachtung des Kérpers K (jz, k),.- 


der nur ein Geschlecht besitzt. Zum Beweise des zweiten Teiles bestimme 


man ein primares Primideal p,, so dab (F.) +1, 5 ) +1. Dann folgt 
1 1 
aus dem ersten Teile dieses Satzes, da® auch (=) +1 ist und dab man 


einen Exponenten e so bestimmen kann, dai 


(1) (*2¢) =1, 


wo 2, primar und (z,) = p}”’ ist. 

Fiir den Koérper K (Vxx,°, k) ist dann r=2, die Anzahl der Ge- 
schlechter ist also héchstens / und auch wirklich 7, wie man aus den 
Charakteren von $8, eines Primfaktors von p in K, erkennt: 


E)-—F. 
, > ae * ym» J \p/? 
die beide von 1 verschieden sind. Setzt man nun 

™\ (2) " 
@) G)-G) 71 


wo , eine zu/ prime ganze rationale Zahl ist, so gilt offenbar fiir jedes 
Geschlecht in K 





¢,c*" = 1, 
wenn man mit ¢, und ¢, die Charaktere in Bezug auf p und p, bezeichnet. 
Die Anwendung dieser Tatsache auf einen Primfaktor von r liefert: 


@) )-G) = 


1 









f 


& 
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Setzt man daher 
a,\~™ 
(4) G)-G@) =1, 
so folgt aus (1), (2), (3), (4) 
NN, N, =1 (I). 


Daraus ergibt sich n==0 (1), was zu beweisen war. 

Um uns spiiter darauf zu beziehen, formulieren wir zum SchluB noch 
folgenden Satz; dessen Beweis im vorhergehenden enthalten ist: 

Satz 24. Es seien ),, p., ps drei Primideale in k, von denen wenigstens 
zwei primir sind, ferner sei 


pi" = (a), Pl = Gy), Ps” = (5), 


wobet die Zahlen x fiix die primiéren Ideale auch primdr gewdhlt sein 
sollen. Setzt man dann: 


@)-G" @-@* @-@y" 
so kinnen die Exponenten n stets so gewdhlt werden, dap: 


Mig * Mgg * My =1 (I). 


I. 
g 8, 


Das Reziprozititsgesetz zwischen einem beliebigen und einem 
primiiren Primideal im Kreiskérper der /*" Einheitswurzeln. 


Wir haben im letzten Paragraphen den Beweis fiir das Reziprozitiits- 
gesetz zwischen einem beliebigen und einem primiaren Primideal in der 


beschrankten Fassung: 
()- (2), »£00, 


in der noch ein unbestimmter Exponent » auftritt, erbracht. Wir wollen 
jetzt fiir gewisse Kérperkategorien den Nachweis erbringen, daB n= 1 
sein mu. Dieser Nachweis wird uns durch die Herstellung von Be- 
ziehungen zwischen den Potenzrestsymbolen in / und k(€) gelingen. Wir 
werden nimlich zunichst den Beweis fiir die Richtigkeit unserer Be- 
hauptung in /(€) erbringen, indem wir uns auf das sogenannte Lisen- 
steinsche Reziprozitiitsgesetz stiitzen, und dann auf gewisse andere Kérper- 
kategorien tibergehen. 
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Satz 25. Ist p ein primédres und t ein beliebiges Primideal aus k(§) 
und setet man, wenn h die nicht durch 1 teilbare Klassenzahl von k(§) be- 
deutet und hh’=1 (I) ist: 


py=(x), UY =(), 


(cB 


wo x eine primdre Zahl aus k(§) sein soll, so gilt 


; poe ha 
Gi, ei (3) 
Beweis. Wir nehmen zunichst an, daB p und a keine relativkon- 


jugierten Primideale aus /(€) sind und beweisen die Existenz eines 
primiiren Primideals p, aus k(£) mit den Higenschaften: 


() G)-G)+ G)-G)+s 
wobei x, eine Primiarzahl von p, bedeutet. 


Es seien p und r die durch p resp. r teilbaren rationalen Prim- 
zahlen und 


(ph) = (@) @) +=), PY =) (0)-- (0%), 
wo w,--- 2%), g’,---@@ zu einander prime ganze Zahlen aus k(f) und 
zwar Potenzen von Primidealen bedeuten. 


Wir wihlen dann, was nach Satz 17 stets méglich ist, das primiire 
Primideal p, in k(€) so, dab 


Get Qu Gn 
(s)4n (Jena 
@)-G)+s @-G)+ 


so ist offenbar auch: 
()-G)+s ()-E)+ 


Kénnen wir daher nachweisen, daB z, einer rationalen ganzen Zahl nach [? 
kongruent ist, so folgt aus dem EHisensteinschen Reziprozitiitsgesetz 


Gilt nun: 


m =n, = 1, 
und das gesuchte Primideal ist gefunden. Nun gilt, da 2, eine primiire 


Zahl sein soll 
a, = a (f) 


wo « eine ganze Zahl aus k(€) bedeutet. Setzt man daher 


a=a(Q, 





(6) 


on- 
nes 


nd 


are 


i? 


ire 





g 
| 
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wo @ eine rationale ganze Zahl bezeichnet, so wird 
a= a'(0), 
also auch 
z,=a(f). 
a, hat also die verlangte Eigenschaft und somit erfiillt p, die Be- 
dingungen (1). 
Die Richtigkeit der zu beweisenden Gleichung ergibt sich jetzt ohne 
weiteres aus Satz 24. 
Sind p und z relativ konjugiert, so ergibt sich mit Hiilfe des eben 
Bewiesenen leicht die Existenz eines geeigneten Hiilfsprimideals. 


§ 9. 
Beziehungen zwischen den Potenzrestsymbolen verschiedener 
“algebraischer Zahlkorper. 


Um noch fiir weitere Kérperkategorien das Reziprozitiitsgesetz zwischen 
einem beliebigen und einem primiiren Primideal zu beweisen, benutzen 
wir die Beziehungen, die zwischen den Potenzrestsymbolen verschiedener 
algebraischer Zahlkérper bestehen. Der vorliegende Paragraph ist der 
Aufsuchung dieser Bezichungen gewidmet. Wir fiihren zu diesem Zweck 
noch folgende Bezeichnungen ein. Um die Potenzrestsymbole fiir die ver- 
schiedenen Kérper zu unterscheiden, versehen wir sie unten mit einem 
Index, also z. B. 

(—), Potenzrestsymbol im K6rper k, 
(—)x ” ” ” K. 


Ist kein Irrtum méglich, so lasse ich den Index weg. 
Ferner bezeichne ich die Relativnorm eines Ideals % aus dem Kérper 
K in Bezug auf den Kérper k mit 
NK (§). 
Handelt es sich um die Norm von §, so wird der untere Index weg- 
gelassen; ist es ferner nicht zweifelhaft, zu welchem Kérper das Ideal $ 
gerechnet werden soll, so kann der obere Index fortgelassen werden. 
Nach diesen Vorbemerkungen fiihren wir folgende Hiilfssiitze an: 
Satz 26 (Hiilfssatz), Ist K ein Oberkirper von k, so ist die Relativ- 
norm eines Primideals aus K in Bezug auf k die Potenz eines Primideals in k. 
Satz 27 (Hiilfssatz). Ist k ein beliebiger Oberkirper von k(€) und « 
eine beliebige zu dem Primideal » relativ prime Zahl aus k, so gilt fiir 
irgend einen positiven ganzzahligen Exponenten e: 


(ae ow, 


p° 
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Auf den Beweis des ersten Hiilfssatzes brauche ich nicht einzugehen; 
der Beweis des zweiten folgt einfach aus der Kongruenz: 


N(p?) —1 N(p)—1 
a e Sk fom (1). 


Mit Hiilfe der vorstehenden beiden Sitze kénnen wir jetzt das folgende 
Theorem gewinnen: 

Satz 28. Ist k ein Oberkdrper von k(§) und K ein Oberkorper von k; 
ist ferner a eine ganze Zahl aus k und F ein zu « primes Primideal aus 
K mit der Relativnorm x in Bezug auf k, so gilt: 


a a 
(), a. (¢), 
Beweis: Man kann 8 als Primideal in K ansehen; r ist dann in & 
die Potenz eines Primideals und es gilt daher: 


i w¥(R)—1 ‘i NE (e)—1 
=e ' ® G)=« * w. 
Da nun N*(R) = N*(r) ist, so folgt: 


(a).= Ct). 


Um das zweite Theorem zu erhalten, miissen wir zunichst einen Satz 
anfiihren, der sich auf die Zusammensetzung der Relativzerlegungsgruppe 
eines Primideals bezieht: 

Satz 29. Ist $ ein Primideal des Korpers K, der ein relativ 
Galoisscher Oberkirper von k ist, so ist die Relativtrdgheitsgruppe von $ 
g, eine invariante Untergruppe der Relativzerlegungsgruppe g,. Man erhiilt 
alle Substitutionen von g,, wenn man die Substitutionen von g, mit 1, z,---2/-} 
multipliziert, wo 2 eine geeignet gewdhlte Substitution aus g, bedeutet. Die 
Zahl f ist bestimmt durch die Relation: 





NEB) =», 
in der »p ein Primideal in k bedeutet. Setet man auBerdem 
N*(p) = p*, 
also 
N*(B) = vp”, 
wo p eine rationale Primzahl ist, so kann z so gewdhlt werden, dap die 
Ki ee 
— oP =P" () 


besteht; in dieser bedeutet P eine beliebige Primitivzahl von &. 

Die Begriffe Relativzerlegungs- und Relativtrigheitsgruppe sind eine 
selbstverstindliche Verallgemeinerung der Begriffe Zerlegungs- und Triig- 
heitsgruppe. Man erhilt den Beweis von Satz 29 durch Ausdehnung der 





e 


wv 


lt 


2 


ne 


g- 
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Betrachtungen, die D. Hilbert in Algebr. Zahlk. pg. 250—253 angestellt 
hat, auf relativ Galoissche Kérper; man vergleiche auch H. Weber, Lehr- 
buch der Algebra, Bd. Il, pg. 591—597. 
Wir kénnen nun dazu iibergehen, den folgenden Satz zu beweisen: 
Satz 30. Ist K ein relativ Galoisscher Oberkérper von k, so gilt: 


()e~ Ge» 


wenn TT eine Zahl aus K, q ein Ideal aus k bedeutet und x = N¥(1M) ist. 
Beweis ‘Wir kénnen gq als Primideal in k ansehen, das in K folgende 


Spaltung erfahrt: 
q = (O,-O,---O,), 


wo 0,,---%, verschiedene Primideale in K bedeuten. Ist 
N, *(Q,) =, 

so gilt, wenn der Relativgrad von K in Bezug auf k gleich m ist: 

m = gef. 
Der Grad der zu 0, gehérigen Relativzerlegungsgruppe ist gf, der Grad 
der zugehérigen Relativtragheitsgruppe g. Die gesamte Relativgruppe 
von K in Bezug auf k kann man so schreiben: 

4=1,2,---e, 

aT, 8, j=1,2,---9, 

n=0,1,---f—1, 

Dabei sind S,, S,,--- Substitutionen, welche ©, in 0,, O,,--- tiber- 


fiihren, 7; die Substitutionen der Relativtrigheitsgruppe und z eine ge- 
eignete Substitution der Relativzerlegungsgruppe. 


Es ist nun: 
(1) (),- (oa —y).7 (G) 
wenn man 

TT’ = S,-'T1- 8-11 --- 8-111 

setzt. 

Ferner ist: - o- 
@ G-©. 
wo 
“= TT’. 7,1’ --- 7,1’ 
ist. 


Bedeutet dann K eine Primitivzahl von 0, und ist die Substitution 
2 so gewahlt, daB 
2K = K%* (0) 


wird, wenn N*(q) = q* ist, so gelten die Kongruenzen: 
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1” =k (Q,), 
all” = (ke) (O,), 


af 111" = (ke) (Q,), 


in denen 6 einen positiven ganzzahligen Exponenten bedeutet. 
Aus den letzten Kongruenzen folgt: 








gt —1 
TH”. 2TT” +++ ef -1 TT” = (K’)#-1 (0) 
oder, da 
a= TT". 2”... 2-117” 
ist, 
ces 
x=TI""-* (Q,), 
folglich 
q@-1 gs—1 
a? =(1") * (Q), 
d. h. 


@) (2).- Ge 
Co). 


§ 10. 


Das Reziprozitiitsgesetz zwischen einem beliebigen und einem pri- 
miiren Primideal in gewissen relativ Galoisschen Kérpern. 


I 


Aus (1), (2), (3) folgt (=), 


Mit dem im vorigen Paragraphen entwickelten Hiilfsmitteln gelingt 
es, das Reziprozitiitsgesetz zwischen einem beliebigen und einem primiren 
Primideal noch fiir weitere Kérperkategorieen zu beweisen. Wir stellen 
in dieser Richtung zuniichst folgenden Satz auf: 

Satz 31. Ist k ein relativ Galoisscher Oberkirper des Kreiskirpers 
k(€), dessen Relativgrad inbezug auf k(§) zu l prim ist, so gilt in k das 
Reziprozitiitsgesetz zwischen einem beliebigen und einem primdren Prim- 
ideal, wenn die Klassenzahlen von k und k(§) nicht durch 1 teilbar sind. 

Beweis: Behalten wir die Bezeichnungen von Satz 23 bei, so ist 


nachzuweisen, dab: 
| (=) = (5) 
ist. 


Wir nehmen zuniichst wieder an, daB r und p nicht relativ konjugiert 
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sind, und beweisen die Existenz eines primiren Hiilfsprimideals p’ mit 
der Primirzahl z’, fiir das 


th w\ . ¢ 

G)- +1 G)-G)+1 

ist. Es seien py =p, Pp,---, Py, und t,=1,t,---, 1, die zu p und r 
relativ-konjugierten, unter einander verschiedenen Primideale und es sei: 


(p,)” = (z;) i= 1,2,-+++,a,, 

(r,)*” ‘er (0;) j=1,2,---, ay. 
Wir bestimmen dann, was stets méglich ist, ein primires Primideal p’ 
in k mit den Eigenschaften: 


G+ Gat 28m 


(B)+1, (Flat 52,8), 


(=) (=) 

p Jk Pp, /x’ 

indem wir mit 2’ eine Primirzahl von p’ bezeichnen, so gilt auch, wenn 
> , 


wir die Relativnormen von Zahlen oder Idealen aus k in Bezug auf 
k(€) durch einen iibergesetzten Strich bezeichnen: 


Gm (G+ 


Mit Benutzung der Sitze 28 und 30 folgt dann, wenn man das Potenz- 
restsymbol in &(§) durch den Index kr bezeichnet: 


zt w\n 

= Geet 
Folglich ist nach Satz 25, da p’ in k(€) die Potenz eines primiiren Prim- 
ideals ist, der Kxponent » = 1, mithin: 


H.-G. 
Auf dieselbe Weise zeigt man, daB (=) = (2) ist. 


Die Richtigkeit des zu beweisenden Satzes folgt nun aus Satz 24. 

In dem ausgeschlossenen Falle, daB p und r relativ konjugiert sind, 
kann man nach dem eben Bewiesenen ein beliebiges primires Primideal p’ 
in k, das nicht zu p oder r relativ konjugiert ist und fiir das 


G+ (+ 
ist, als Hiilfsideal benutzen. 


Setzen wir jetzt 
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Nachdem so der Beweis fiir Satz 31 vollstiindig erbracht ist, wollen 
wir die Richtigkeit des in der Uberschrift dieses Paragraphen genannten 
Reziprozitatsgesetzes noch fiir eme zweite K6érperkategorie durch Beweis 
des folgenden Satzes zeigen: 

Satz 32. Ist k ein relativ Galoisscher Oberkirper von k(§), dessen 
Relativgrad in Bezug auf k(€) genau durch die erste Potenz von 1 teilbar 
ist, so gilt in k das Reziprozititsgesetz zwischen einem beliebigen und einem 
primdren Primideal, wenn die Klassenzahlen von k und k(§) nicht durch | 
teilbar sind. 

Beweis: Wir zeigen zuniichst, daB man zu jedem Primideal r ein 
primires Primideal p aus k bestimmen kann, so dab: 


a 
()-G)+1 
ist, wobei p*” = (x), r*” =(9) ist und m eine primire Zahl bedeutet. 
Beziiglich des gegebenen Primideals r unterscheiden wir dabei folgende 
Fille: 
1) Der Grad der Relativzerlegungsgruppe von r ist zu 7 prim. 
2) Der Grad der Relativzerlegungsgruppe ist durch / teilbar, der 
Grad der Relativtriigheitsgruppe dagegen nicht. 
3) Die Grade der Relativzerlegungs- und Relativtriigheitsgruppe sind 
beide durch / teilbar. 
Im ersten Falle findet man das Hiilfsprimideal genau wie im vorigen 
Satze. Im zweiten Falle kénnen wir setzen: 


T=?-Y,---f,,; 


wo ft die Potenz eines Primideals in k(€) bedeutet, deren Exponent nicht 
durch / teilbar ist; r,,---1,, sind relativ konjugierte Primideale zu r; 
Im ist der Relativgrad von k in Bezug auf k(§). 

Ist die Klassenzahl von & gleich h,, diejenige von k(£) gleich h, 


und setzt man: 
h=hhh,=1 (0, 
so gilt: - 
O=0°0°'' On EL, 


(e) ae r, (¢) ni v", site (@n) = Tn 


ist und E eine Einheit aus k bedeutet. 
Man bestimme nun ein primires Primideal p in & derart, daB 


(¢) +1, (#) =1 (i = 2,3, ---, m). 


Durch Ubergang auf den Kérper k(€) zeigt man dann in analoger Weise 
wie im vorigen Satze, dab 


wenn 


SS — —~— mi bel 


<a f~ _wzh 


cS IO 
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(s)=(@)+1 
ist. Im dritten Falle kann man setzen: 
Fa (tty tg), 
wobei t,,---Tt,, relativ konjugierte Primideale zu rt sind und ft die 
Relativnorm von t in Bezug auf k(€) bedeutet. Schreibt man wieder: 


M=(@), =(@), t= (0) ++: tr = (On) 
und wihlt e,0,,---@,, als relativ konjugierte ganze Zahlen aus k und 0 
als Relativnorm von @ in Bezug auf k(§), so gilt: 
@= E+: :°** On)'s 

wobei E eine Einheit aus k bedeutet. Man kann ohne wesentliche Be- 
schrinkung der Allgemeinheit annehmen, daB die Primideale r, r, - - - r,, 
simtlich von einander verschieden sind. Der Relativzerlegungskérper /, 
von r ist dann vom Relativgrade m in Bezug auf k(§) und & ist in Bezug 
auf k, relativ cyklisch vom Grade 1. Da k und k, die /* Einheitswurzel 
¢ enthalten, kann man k aus k, durch Adjunktion von /u entstehen lassen, 
wo w eine ganze, durch das in k, gelegefte Primideal 1’ teilbare Zahl 
aus k, bedeutet. Wir suchen jetzt ein Primideal » in k, mit folgenden 
Kigenschaften: 

a) Alle Einheiten in /, sollen U Potenzreste von ) sein. 

b) Bezeichnet man die Relativnormen von g, 9,:--@,, in Bezug auf 
k, mit 9’, Q.,+++@m, 80 soll sein: 


(S),+1, (),=1, G=2,3,--,m), (S41. 


Da w nicht ein Produkt aus einer Einheit und der /*" Potenz einer ganzen 
Zahl aus k, sein kann, so widersprechen sich die angegebenen Bedingungen 
nicht und es existieren daher nach Satz 18 unendlich viele Primideale p 
mit den geforderten Kigenschaften. Ein solches Primideal p bleibt dann 
auch in k Primideal und erfiillt in & folgende Bedingungen: 


m 


a) Es ist primar. 


@ i) Sa ee 
b) (2),+ 1, (¢),.= 1 (i=2, 3,--+,m). 
Wir schreiben jetzt: 
e\_ (z\" 
ow (2),- C+ 
wo x eine Primarzahl von » in k bedeutet und bestimmen n durch Uber- 


gang auf k(€). Die Relativnorm von p in Bezug auf k(€) ist in h(§) die 
 Potenz eines Ideals; man kann daher setzen: 


Nio(p) = F, 
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wo )p eine Potenz eines Primideals aus k(§) bedeutet, deren Exponent 
nicht durch / teilbar ist. Es gilt dann zuniichst: 


a ee oe 

@) (3).= Oo). Go), Ga. 

Bezeichnet man jetzt eine Substitution, die r, in r iiberfiihrt, mit S, und 
setzt 


p= (x), 
indem man 2 als primaire Zahl in k(€) wihlt, so gilt: 
a= E,2-S8,x---S.2, 
wo EF, eine Einheit aus k bedeutet, die J Potenz einer Einheit aus k 
ist, da 2,2, S,2,---S,,a primare Zahlen in & sind. Es gilt daher: 


@) (F).~ Gate). @).- ),- 


Es folgt somit aus Gleichung (1), (2), 3): 


\n 
G)..- F)L ts 
also m=1. Damit ist auch der dritte Fall erledigt. 

Um mit Hiilfe der vorstehenden Ausfiihrungen den Satz 32 zu _be- 
weisen, nennen wir die beiden Primideale aus k, fiir die das Reziprozitits- 
gesetz bewiesen werden soll, p, und r. Wir haben dann drei Fille zu 
unterscheiden, indem wir zuniichst ausschlieBen, daB p, und r relativ 
konjugiert sind: 

a) p, und r gehdren nach der im Vorhergehenden angegebenen Ein- 
teilung zu 1) oder 2). Man kann in diesem Falle, wie man leicht er- 
kennt, ein primiares Primideal p finden, das fiir beide Primideale yp, 
und r als Hiilfsideal fungieren kann, weil man es so wihlen kann, dab 


ed W. bi 4 

G)-G)+. ()=-G)+! 
ist, wobei z, 9, a, zu p, t, p, im der bekannten Beziehung stehen. Das 
zu beweisende Reziprozititsgesetz folgt dann aus Satz 24. | 

b) Das eine der beiden Primideale p, und r gehért zu 1) oder 2), 

das andere, etwa t, gehért zu 3). Man wahlt in diesem Falle ein Hiilfs- 
primideal nach den zum Falle 3) gegebenen Ausfiihrungen aus dem K6rper ( 
k,, fiigt aber noch die Bedingung hinzu, dab 


),+2 


sein soll, wo 2,’ die Relativnorm von z, in Bezug auf k, ist. Da das 
gefundene Primideal p unter 2) gehért, gilt nach a) 


(S).= Gr 


ae 6 .,lhlUhltO 








as 


2), 
fs- 
er 


las 
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und nach den Ausfiihrungen zum dritten Falle oben: 


AR. 
¢)- t ),+ . 
c) Beide Primideale p, und r gehéren zu 3). Man wihle aus hk, 


ein Primideal p, das dieselben Bedingungen wie unter b) erfiillt, dann 
ist p ein primares Primideal in k, fiir das nach b) gilt: 


OQ Gat Ge O,+t 


Da man auch in dem ausgeschlossenen Falle, daB p, und r relativ 
konjugiert sind, mit Hiilfe des Vorstehenden leicht die Existenz eines 
Hiilfsprimideals nachweisen kann, so folgt die Richtigkeit von Satz 32 
jetzt einfach aus Satz 24. 

Man kann unter Benutzung der im vorigen Paragraphen entwickelten 
Hiilfsmittel noch fiir andere Kérperkategorieen, speziell fiir gewisse Unter- 
kérper des hier betrachteten Kérpers & das Reziprozitiitsgesetz zwischen 
einem primiren und einem beliebigen Primideal beweisen; man vergleiche 
dazu pg. 43 meiner in den Géttinger Abhandlungen erschienenen Arbeit. 
Ich gehe indessen hier auf diese Untersuchungen nicht ein, weil ich in 
einer spiteren Abhandlung allgemeinere Entwickelungen dariiber zu geben 
gedenke. 


I. 
8 11. 


Die Existenz von /”-! Geschlechtern mit dem Charakterenprodukt 1 
in solchcn relativeyklischen Kérpern K, deren Relativdiskriminante 
zu U prim ist. 


Wir haben in den letzten Paragraphen gezeigt, dab es gewisse 
Kérperkategorieen gibt, in denen das Reziprozitiitsgesetz zwischen einem 
beliebigen und einem primiren Primideal p gilt. Wir werden bei allen folgen- 
den Entwickelungen iiber den Kérper k folgende beiden Annahmen machen: 

1) die Klassenzahl h von k ist nicht durch / teilbar, 

2) in & gilt das Reziprozititsgesetz zwischen einem primiéren und 
einem beliebigen Primideal. 

Wir wollen unter dieser Voraussetzung zuniichst den folgenden funda- 
mentalen Satz beweisen: 

Satz 33. Es sei die Relativdiskriminante des Korpers K(Vu,k) eu 
L prim und r die Anzahl der Charaktere, die ein Geschlecht in K_ be- 
stimmen. Sind dann §, &,---& agendwelche l” Einheitswurzeln, deren 
Produkt 1 ist, so gibt es stets in K ein Geschlecht mit den Charakteren 
b> %&,---&. Die Anzahl aller verschiedenen Geschlechter ist also '—*. 
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Beweis: Es seien 0,, d,,---0, die in der Relativdiskriminante von 
K aufgehenden Primideale und 
dy* = ), +++, FY = (B)), 
ut — 28, d,%--- 3a, 
wo « eine Einheit und « eine ganze Zahl aus k bedeutet und wo die 
Exponenten ¢,,¢@,---¢, gewisse Werte 1,2,---J—1 haben. Sind dann 
Dd,, 0,,--- d, die nach den Vorschriften fiir die Geschlechtsbestimmung 
ausgewahlten » Primideale, so bestimme man ein primiares Primideal p 
in k derart, daB fiir eimen zu / primen Exponenten n: 


(mt (EY min- Gat Cran Gat 


Es folgt dann aus (t) =1 die Zerlegbarkeit von » in / verschiedene 


Primfaktoren in K. Ist $% einer von diesen, so hat $$" die Charaktere 
£,6&)---§, womit unser Satz bewiesen ist. 





§ 12. 
Das primiire Ideal. 

Wir wollen in diesem Paragraphen die friiher fiir die primiren 
Primideale gefundenen Eigenschaften auf beliebige primiire Ideale iiber- 
tragen durch Beweis des folgenden Satzes: 

Satz 34. 1) Ist w eine primiire Zahl wnd (a)=<a"", so ist (a) ein 
primdres Ideal. 

2) Ist « eine primdre und B eine beliebige zu 1 prime ganze Zahl aus 


k, so ist ™ 
(3) = (2): 

3) Ist a ein primires Ideal, so laiBt sich eine primire Zahl « so 
wahlen, dap a*” = (a). 

Zum Beweise der Behauptungen 1) und 2) betrachten wir den Kérper 
K (Vv a,k), der eine zu J prime Relativdiskriminante besitzt und fiir den 
daher Satz 33 gilt. Wir setzen: 

oh = 99,90,% --- 0/7, 

wo die GréBen auf der rechten Seite die analoge Bedeutung haben, wie 
im vorigen Paragraphen. Um nun nachzuweisen, daB (7) =1 fiir eine 
beliebige Einheit 7, bestimme man das primaire Primideal p derart, dab: 


(e) ~ (") (G=r+1,r+2,- ‘ i), n=E0()). 
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= : Da jetzt: 
I—n 
(= *)-1 (Gi=r4+1,r4+2,---d, 


wenn z eine Primirzahl von p bedeutet, so mu8 nach Satz 33 auch 


die I—n 
nx  ,a@ 
nn IT ( b )- i 
ng G=1,2,---r) 
Pp sein. Daraus folgt dann: (2) = 1. 


Die zweite Behauptung ist evident, wenn f eine EHinheit oder wenn 
fp =a =p" ist und p ein primires Primideal bedeutet. Ist B = x = q'”, 
wo q ein nichtprimires Primideal bedeutet, so sind 2 Fille zu unter- 
ne scheiden: 


ere 1) (<) =1. gq ist dam in K(Va, k) zerlegbar und mithin nach 
Satz 33: 
Ex 
(=) =1, 


wenn £ eine geeignete Einheit bedeutet; folglich nach der schon be- 
ate wiesenen ersten Behauptung: 


er- (=) =1. 


2) (<) =f, wo € eine /* Kinheitswurzel bedeutet. Man bestimme 





em 
das primaire Primideal p mit einer Primirzahl a so, dab: 
wus m 
(ce) = 
aw 
aa ist, wo m==O(I) ist. Dann ist nach Fall 1) auch 
Qa x” x a 
_ ()-1, also (Z) = (2): 
den Da £*" sich stets als ein Produkt von solchen Zahlen darstellen laBt, 
wie wir sie betrachtet haben, ist unsere zweite Behauptung ebenfalls 
bewiesen. 
ie Die Richtigkeit der dritten Behauptung erkennt man leicht auf 


; folgende Weise. Setzt man a’ = (a*), so ist 
ine 


laB: a = en, wt am? (U), 
wo ¢ eine Kinheit und y eine ganze Zahl aus k bedeutet, wihrend 
%,%,°*>%,, die in § 6 angegebene Bedeutung haben. Es ist daher: 


i-1 Il—v, Jl—» l—o,,' 
a st a A SU 
m 


Mathematische Annalen. LVIII. 
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eine primire Zahl und folglich fiir eine beliebige Kinheit 7: 


Daraus folgt dann, daB v, = 0,-- - v,,=O(0) sein muB, d. h. daB auch 
« = a*<'-' eine primaire Zahl sein mu. Man kann die ersten beiden 
Behauptungen unseres Satzes auch in folgender Weise zusammenfassen: 

Satz. 35. Sind v und w zwei ganze zu l prime Zahlen aus k und 
eine von ihnen primir, so ist: 


I] (w=? 
(wv) 


wo das Produkt IT tiber alle zu { primen Primideale in k zu er- 
strecken ist. (vw) 


§ 13. 
Die hyperyrimiren Ideale und Zahlen. 
Def. 11. Es seien {,,[,,- - - l, die séimtlichen von einander verschie- 
denen in { aufgehenden Primideale, so daB 
{= Uhla--- 1% 


wird. 
Es sei ferner: 


WY = (a), LY = (4), =). 
Wenn dann das zu { prime Ideal a in k primar ist und iiberdies die Be- 
dingungen erfiillt: 


()=1 @=1,2,---9, 


so soll a ein hyperprimdres Ideal heifen. 

Def. 12. Hine ganze Zahl in k soll eine hyperprimdére Zahl heiBen, 
wenn sie zu l prim ist und der I" Potenz einer ganzen Zahl in k nach 
dem Modul (,ih*1[,'2+1..-1":+1 kongruent ist. 

Um den Zusammenhang zwischen den hyperprimiren Idealen und 
Zahlen zu erkennen, schicken wir einen Satz vorweg, der dem friiheren 
Satz 21 ganz analog ist. 

Satz 36. Es mégen &, &,--* Ew, Gye 429° °* Gm 1s Xap "°° My Mie- 
selbe Bedeutung wie in Satz 21 haben. Bestimmt man dann z primiire 
Primideale ),,),,---~, mit den Primdrzahlen x,,2,,---2, so, dap 


() +1, (3) =1 (+h) (i,k=1,2,---2) 
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wird, so gilt fiir jede zu 1 prime ganze Zahl w in k eine Kongruenz von 


3 der Gestalt: 
. cath aaa alata te gh (CHENENEL ttt), 
ch in der die Exponenten u,, Ug, +++ Umy yy °° * Vmy Wy ++ W, gewisse Werte 
en 0,1,---l—1 haben und « eine geeignete ganze Zahl aus k bedeutet. 
Der Beweis ist ebenfalls analog dem fiir den Satz 21. Man zeigt zu- 
nd nichst durch Betrachtung des Kérpers K(/u,k), daB eine Zahl: 
4 Um! %, em!’ Ww, Ww, 
w= sé, es x, ++ ae a, edd 


Th+l | yl, +1 
, t, 


niemals der 7*" Potenz einer ganzen Zahl in k nach kon- 


gruent sein kann, aufer wenn simtliche Exponenten Null sind. Setzt 


man dann 
U 
N= NG)"ING)-1] = 1,2,--- 2) 
und bestimmt ein System von Zahlen: 
(7) 
¥ a), oe a) i R 

“i die die Eigenschaft haben, daB sie selbst und ihre /*" Potenzen nach 

Pat? unter einander und mit 0 inkongruent sind und daB sie nach’ 

(}*" (j+-h) kongruent 1 sind, so stellt der Ausdruck: 

é' ee oy x eee nem i ees is («”)' oes (a)', 
Uy Uy ys Umer, Wy,>>>w,=0,1,---1—-1 ¢=—1,3,---+ 

3e- 

ein System von /?” N, N,---N, nach {\**..-{{*** inkongruenten zu [ 

primen ganzen Zahlen in k dar. Da es nach dem genannten Modul 

nicht mehr inkongruente zu { prime Zahlen gibt, ist damit unser Satz 

bewiesen. 
™ Mit Hiilfe desselben kénnen wir leicht den gesuchten Zusammenhang 
h zwischen den hyperprimiren Idealen und Zahlen in k durch Beweis der 

folgenden beiden Sitze konstatieren. 
a Satz 37. Ist « eine hyperprimdre Zahl in k, so ist (c) ein hyper- 
om primdres Ideal. 

Beweis. DaB («) ein primires Ideal ist, folgt aus Satz 34. Es ist 

i also nur noch nachzuweisen: 


ie i, , 
” ()—1 (= 1,2,---8). 


Der Kérper K(Va, k) hat eine zu { prime Relativdiskriminante; {, zerfillt 
in ihm in / verschiedene Primfaktoren, deren einer L, sei. Wir wiahlen 
3* 
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dann eine ganze Zahl A in $, die genau durch die hh’ Potenz von L, 
teilbar ist und zu L, (j+7) relativ prim ist. Die Zahl ist dann 
eine ganze, zu { prime Zahl in k und folglich nach Satz 35: 








N,(A) 
IT — 
= w) - ) 
( 
Daraus folgt: 
r (A, © 
al ( tw )- , 
(tv) 
oder 


()=1 


Satz 38. Ist a ein hyperprimdres Ideal in k, so lift sich stets eine 
hyperprimire Zahl « in k so wiihlen, daB a** = (a) ist. 
Beweis. Ist a*” = a*, so gilt nach Satz 36: 
oc = Bl. «uhm gt... ps y i wee “a 
und es ist demnach 


i-1 , 
el SE at SE Me, POE, il 


m - 


eine hyperprimire Zahl in k und folglich miissen nach dem vorigen Satze 
die Beziehungen: 


()-1-()-n Q-1-@)- 


gelten, aus denen 





%=2=:::=0,=90, w=---=uw,=0 


folgt, d. h. 
gti-1 a® 
ist eine hyperprimare Zahl der gewiinschten Art. 
Man kann dem Satz 37, wie leicht zu erkennen ist, folgenden all- 
gemeinen Ausdruck geben: 
Satz 39. Sind v, uw zwei ganze Zahlen aus k, von denen die eine 
hyperprimdr ist, so ist stets: 
: IT (s)-) 
‘ (ww) 
wo das Produkt IT tiber alle zu { primen Primideale w in k zu erstrecken ist. 
(1v) 
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§ 14. 
Das Symbol (*): 


Wir haben bisher das Normenrestsymbol nur fiir solche Primideale 
definiert, die zu { prim sind; um diese Beschrankung aufzuheben, fiigen 
wir folgende Definition hinzu: 

Def. 13. Es seien v, w zwei beliebige ganze Zahlen aus k und |, sei 
ein Primitleal, das in 1 genaw zur 1," Potenz und in w genau zur a™ 
Potenz aufgeht. Wir bestimmen dann die ganze Zahl w* aus k so, dap: 

u* = pw (tatt+e), 

er of (Gath. ett) 
wo « eine zu {,, [;,---1, prime ganze Zahl aus k bedeutet. Wir setzen dann: 

iH) TY (ze )-* 
(*) -[] ( i) , 
(tv) 
wo das Produkt Il tiber alle zu { primen Primideale in k zu erstrecken ist. 
(w) 

Sind v und w zu [ prim, so geniigt es, fiir die Kongruenzen, die u* 
definieren, die Moduln [/4 resp, [j»--- {/ anzusetzen. 

Die Eindeutigkeit der Definition folgt aus Satz 39, resp. Satz 35. 

Fiir das eben definierte Symbol gelten die folgenden Rechenregeln. 


Satz 40. Sind v, v,, uw, uw, beliebige ganze Zahlen aus k und ist |, 
ein in 1 aufgehendes Primideal, so gilt: 


1) Ce) = Ge"): 

2) ) GP) - Gr) 

» &) = Fe) 
w 


wenn - eine hyperprimire Zahl ist. 
1 











Zum Schlu8 fiihren wir noch einen im folgenden gebrauchten Satz 
an, der eine Verallgemeinerung des Satzes 7 aus § 3 bildet. 
Satz 41. Ist v eine genau durch {? teilbare ganze Zahl aus k und 
gilt die Kongruenz: 
v = N,(A) ((h*?*"), 
wo A eine ganze Zahl aus K(Vu, k) bedeutet, so gibt es auch eine ganze 
Zahl A, in K, die der Kongruene: 
v= W,(A,) (htt?) 
geniigt. 
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Der Beweis des vorstehenden Satzes ist ganz analog dem Beweis des 
Satzes 7 in § 3, auf den wir deshalb verweisen. 


§ 15. 
Zwei Hiilfssiitze iiber die Normenreste nach [,. 


Ehe wir dazu iibergehen, den engen Zusammenhang zwischen dem 


im vorigen Paragraphen definierten Symbol (*:") und den Normenresten 


von K(V/u, k) nach {, darzulegen, beweisen wir in diesem Paragraphen 
zunichst zwei Hiilfssitze iiber die Normenreste nach [,, die fiir die Dar- 
legung des erwihnten Zusammenhangs von wesentlicher Bedeutung sind. 

Satz 42. Sind v, und v, zwei ganze Zahlen aus k, die genau durch 
1h und {% teilbar sind, wo b, <b,, und gilt die Kongruenz: 

y, = aly, (G44), 

in der « eine ganze Zahl aus k bedeutet, so ist v, und v, gleichzeitig Normen- 
rest oder Normennichtrest von K (Vu, k) nach {,. 

Beweis. Die Differenz b, — b, muB durch / teilbar sein; man kann 
sie ohne wesentliche Beschrinkung gleich Null annehmen. Da in diesem 


Falle « zu {, prim ist, kann man eine ganze Zahl «, aus k so bestim- 
men, daB: 


ae, 


1 (gat), 
also auch 
v, a1 = y,(Tati+), 

Mit Hiilfe von Satz 41 ergibt sich dann leicht die Richtigkeit unserer 
Behauptung. 

Satz 43. Es seien uw, und wy zwei ganze Zahlen aus k, die nicht 
L* Potenzen von ganzen Zahlen aus k sind; die erste sei genau durch , 
die zweite genau durch \@ teilbar, wo a,<a,. Gilt dann die Kongruenz: 


Hy = Buy (Ui t7*%), 
wo B eine ganze Zahl aus k bedeutet, so ist die ganze Zahl v aus k stets 
dann und nur dann Normenrest von K (Vix; k) nach {,, wenn sie Normen- 
rest von K(V/u,, k) nach \, ist. 


Beweis. Soll » Normenrest von K(//u,, k) nach [, sein, so muB 
eine Kongruenz: 


&% omy Yt + ty Vor 

1 1 % os 1 (1) 
bestehen, wo a, «,,--+@,_,, By ganze Zahlen aus k sind und N einen be- 
liebig groBen Exponenten bedeutet. Es sei nun f, genau durch [? teilbar. 





v=N, 








ie mgr oe 
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Man bestimme dann, was stets méglich ist, eine ganze Zahl By aus k 
so, daB: 

= Bh, (OF) 
wird, und bilde die Zahl 


At — 





Ba * 


teilbar sein soll. A* ist dann, wie man 


Bo 


wo 6 zu [, prim und durch 


1 
leicht nachweist, eine ganze Zahl in K (Vu, k) und es gilt, wenn man 
6’ so bestimmt, daB 

66’= 1 ((%) 
wird, 


v = N,(A*0’) ((2). 


Es ist also v auch Normenrest des Kérpers K()/u,, k) nach {,. In 
analoger Weise fiihrt man den umgekehrten SchluB aus. 


§ 16. 


Die Normenreste nach {, und das Symbol Cr ): 





Wir kénnen nunmehr dazu iibergehen, den Zusammenhang zwischen 
den Normenresten von K(j/u, k) nach [, und dem Symbol (4°) , der in 


den folgenden beiden Sitzen enthalten ist, herzustellen. 
Satz 44. Sind v und w zwei beliebige ganze Zahlen aus k und ist 


v Normenrest des Kérpers K(Vu, k) nach {,, so ist 


(**) it. 


Beweis. Es sei w genau durch [¢ teilbar, ferner sei 
(v) =f [?r . [22 oe , 


wo n ein zu { primes Ideal aus K bedeutet. Bestimmt man dann eine 
Zahl u*, die nicht / Potenz einer Zahl aus & ist, so, dab 


uF = pw (Katie), 
u* = 1 ((yatt... [et), 


so ist nach Voraussetzung, resp. nach Satz 43 v Normenrest von K (Vu, k) 
nach {,,{,,---{,. Es gibt daher in dem genannten Kérper ganze Zahlen 
A,,::-A,, die den Kongruenzen: 
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v= NA) (G44), 
v = N,(A,) (({5*?*), 


v = N,(A) (Wee +1#%) 
geniigen. Daraus folgt die Existenz einer ganzen Zahl A in K(j/u*, k), 
die der Kongruenz: 


v = N,(A) ((ehtt+h [ihtites. .. [Us+1+0s) 


geniigt. Aus derselben ergibt sich, daB man in der Form eines 


am 
NV, (A) 
Bruches £ darstellen kann, dessen Zihler und Nenner zu [ prim sind. 


Da nun die Kongruenz: 





oot = = of ((at1[ht1... [44 +2) 


gilt, so ist nach Satz 39 


Ie") 


(tv) 


IT C#y'- Ce) -+ 


(ww) 


folglich auch: 





Ehe wir dazu iibergehen, die Umkehrung des vorstehenden Satzes zu 
beweisen, wollen wir noch zwei Formeln angeben, die eine Ergainzung 
von Satz 40 bilden. 

Satz 45. Sind v und w zwei beliebige ganze Zahlen aus k, so gilt: 


o ps 


<3 Fe 
2) Fr) G1 
Beweis. Die erste Behauptung folgt direkt aus Satz 44. Um die 
Giiltigkeit der zweiten zu erkennen, schlieBt man so: 


ce) = CE 
= CE) 
Ce) (ie) - Fe) PR Che) 


Wir beweisen nunmehr die Umkehrung von Satz 44, die so lautet: 
Satz 46. Sind v und w zwei beliebige ganze Zahlen aus k und ist 


(*:*)- 1, so ist v Normenrest des Korpers K(V/u, k) nach |,. 
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Beweis. Es sei w genau durch [%, v durch {? teilbar und [** = (A,), 
wo 4, eine ganze Zahl aus k bedeutet. Man bestimme dann zwei ganze 
Zahlen w* und v* aus k so, dab 


A,tu® = phh (Lat itanny vy = y ([at1+2), 

(1) 4,7 u* =] (at! gees se), pt=1 ((ya+1 ae {4s +1) 

wird. Ferner bestimme man das Primideal p so, daB fiir einen zu [ 
primen Exponenten » das Ideal u*p"’-" hyperprimiir wird und u*2'-! 
eine hyperprimare Zahl, wenn (x)= yp""*. Da jetzt aus den Siitzen 42 
und 43 folgt, daB y stets und nur dann Normenrest von K(V/u, k) nach L, 


. L/ja— ; : : 
ist, wenn »* Normenrest von K(j/4" x, k) nach {, ist, so ist das Letzte 
zu beweisen. Wir fiihren zu diesem Zweck zuniichst den Nachweis, daB 


man im Kérper K (Viex, k) stets eine ganze Zahl A finden kann, so daB 


@) mw 7 


wird, wo @ und 6 zwei zu [ prime ganze Zahlen aus & bedeuten. Da v* 
zu {,,[,,---{, prim ist, so ist unsere Behauptung evident, wenn |, in 
K(Viex, k) weiter zerlegbar ist. Ist dies nicht der Fall, so muB a= (J) 
sein. Wir kénnen @ dann als Null annehmen, wiihrend z eine primiire 
Zahl wird. Nun erkennt man mit Benutzung von Satz 40 und 45: 


1= ("") = (SHE) = (Hee) (Ae: “\'= (= ie’) - (eis) 
U t, t, L t, as 
also, da a = 0 ist, 


3) IT GS-3. 


(1) 





Setzt man v***' — 4?y’, wo v’ zu I prim ist, so folgt aus (3), da auch 


ist, (Satz 35), daB 


sein muB. 

Da aber (3) +1 ist, weil sonst p ein hyperprimares Ideal wire 
entgegen der Annakme, daB [, in K(jz, k) unzerlegbar sein soll, 
so muB 


b=0() 
sein. Daraus ergibt sich sofort die allgemeine Giiltigkeit von (1). 
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Wir bestimmen nun endlich ein Primideal q in k so, daB go'-*q” 
fiir einen zu / primen Exponenten »’ ein hyperprimares Ideal wird 


und daB: 
‘ es) 


ist. Wahlt man dann (x) = q""" so, daB oo'-'x eine hyperprimiare Zahl 


wird, so folgt wieder, daB v* dann Normenrest von K (Viex, k) nach {, 
ist, wenn dies von x gilt. Die Zahl x hat iiberdies die Eigenschaft, dab 


G1 


ist, wie leicht aus (4) und aus der Gleichung 


= (¢: iis) 7” (s is) 
~*. cB Fr !/. Se 
folgt. 


Ehe ich zum zweiten Teil des Beweises iibergehe, der den Nachweis 
enthalten soll, daB x stets gleich der Relativnorm einer Zahl aus 


K (Vii x, k) ist, gebe ich noch, um die Ubersicht iiber den ersten Teil 
zu erleichtern, eine Tabelle an, aus der die Umwandlungen, welche die 
Zahlen v, w im Vorstehenden erfahren haben, zu ersehen sind; nebenbei 


sind die Verbindungen angegeben, die die Umwandlungen mit einander 
verkniipfen: 





v, 
—__—} Verbindung durch die Kongruenzen (1). 
v®, Ai u* 
. u*x hyperprimiire Zahl; 2 Potenz eines Primideals. 
* a —— 
heise »* _e A ganze Zahl aus K (Visa, k)» 
oo! Ata N.(A) *’ @, 6 ganze zu [, prime Zahlen aus k, 
—_—_—_——— oo'-'x hyperprimire Zahl; x Potenz eines Primideals; (=)=1. 
un, Aix 


Wir wollen jetzt im zweiten Teil des Beweises zeigen, daB x stets 


gleich der Relativnorm einer Zahl aus K (Vie x, k) ist, deren Nenner zu 
{, prim gewahlt werden kann. 
Wir unterscheiden bei diesem Nachweis 2 Fille: 


Dies tritt ein: 
a) wenn a = 0 und z eine Primirzahl des primiren Primideals p ist; 
b) wenn p ein nichtprimires Primideal ist. 


DaB im Falle a) die Anzahl der ambigen Komplexe in K gleich 1 








~ HCl OT 
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hl 
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ist, ist evident; im Falle b) erkennt man es auf folgende Weise. Da p 
nicht-primiar ist, muB es eine Einheit ¢ in k geben mit der Eigenschaft 


() +1 


also auch 


($2) 4 


Aus der letzten Relation folgt sofort, daB ¢ nicht die Relativnorm 
einer Zahi aus: K sein kann, es ist daher v < m’— 1. 

Nun ist nach Satz 12 die Anzahl der ambigen Komplexe héchstens 
gleich [‘+*-™'-1; da in unserem Falle t= 2 ist, ergibt sich die Richtigkeit 
unserer Behauptung. Ist aber die Anzahl der ambigen Komplexe in K 
gleich 1, so laéBt sich zeigen, daB die Klassenzahl von K nicht durch 
| teilbar sein kann. Dies ergibt sich durch einen indirekten Beweis. 

Wire niimlich die Klassenzahl durch / teilbar, so miisste es (vergl. 
Hilbert, A. Z. Satz 57, 8. 232) ein Ideal J in K geben, so dab: 

Srl, ¥~rwl 
wire. Dies Ideal 3 kénnte nicht dem Hauptkomplex angehéren, denn aus 

S~j ? 
wo j ein Ideal aus k bedeutet, wiirde folgen 
Yuji 
und, da h==0/(l) ist, miisste J~1 sein gegen unsere Annahme. 
Es sei nun C die Idealklasse, der 3 angehért; dann gilt 

C+1, Cw~w1l, 
und es léBt sich zeigen, daB ebensowenig wie C auch die Klasse C“-°*) 
dem Hauptkomplex angehéren kann. Wenn dies nimlich der Fall wire, 
so miisste (Hilbert, A. Z. S, 468) C eine ambige Klasse sein und daher 
selbst dem Hauptkomplex angehéren. Geht man auf dem angegebenen 
Wege weiter, so laé®t sich der Reihe nach zeigen, daB die Klassen: 


ct-8), Oa-sr, cu-s»... Ga-s) 
nicht dem Hauptkomplex angehéren kénnen. Da andererseits 
Ca-s w 1, 
kommen wir zu einem Widerspruch, der nur fortfallt, wenn wir die An- 


nahme, daB die Klassenzahl von K durch / teilbar sei, fallen lassen. 
Auf Grund dieser Tatsache kénnen wir nun leicht zeigen, dab 


x Normenrest von K (Vaz x, k) nach {, ist. Da 


12 
() 1, 
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zerfallt q in k in J verschiedene Primfaktoren, von dem wir einen mit 
©) bezeichnen. Ist nun die Klassenzahl von K gleich H und wihlen wir 
H’ so, daB HH’ =1/(l) wird, so kénnen wir: 
Oya HH’ — (A) 
setzen, wo A eine ganze Zahl aus K bedeutet, deren Relativnorm 
N,,(A) = 6x22" 
ist, unter ¢ eine Einheit aus k& verstanden. 
Da im Falle a) jede Einheit aus & Relativnorm einer Einheit aus K 


ist, so ist fiir diesen Fall erwiesen, daB x Normenrest von K (Vat x, k) nach 
{, ist. Im Falle b) existieren sicher Einheiten, die nicht Relativnormen 
von ganzen oder gebrochenen Zahlen in K sind und zwar sind dies alle 
die und nur die Hinheiten & in k, fiir die 


() +s 


Ware namlich ¢—N,(}'), wo B, und B, ganze Zahlen aus K be- 
1 
deuten, so wiirde folgen: 


1 RN) = ORI) 0) (8) 


DaB alle Einheiten », fiir die (7) =1 ist, Relativnormen von Zahlen 


aus K sind, folgt dann aus der Gleiohung v = m’—1. Die Kinheit « 
gehért aber zu diesen Einheiten, weil: 


’ 


ee) =1 und folglich wegen ($)—=1 auch (5) —1 ist 





Hieraus folgt, daB x gleich der Relativnorm einer Zahl aus K ist, und 
da man infolge des Zerfallens von [, in / gleiche Primfaktoren in K den 
Nenner dieser Zahl zu {, prim wihlen kann, so folgt, daB auch im Falle b) 
x Normenrest von K (Vii a,x) nach {, ist. 

2) Die Anzahl der ambigen Komplexe in K (Vata, k)=K ist gleich J. 
Dieser Fall tritt ein, wenn » ein primires Ideal, aber x keine Primiir- 
zahl desselben ist. Da die Anzahl der ambigen Komplexe sicher nicht 
gréBer als | sein kann, weil nur zwei verschiedene Primfaktoren in der 
Relativdiskriminante von K aufgehen, so ist nur zu zeigen, daB in dem 
angegebenen Falle die Anzahl der ambigen Komplexe nicht gleich 1 
ist. Wir definieren zu diesem Zweck den Begriff des Hauptgeschlechts 
in K, indem wir alle diejenigen Ideale 3 aus K als zum Hauptgeschlecht 
gehérig betrachten, fiir die 


(;) =1, wenn i=j* und j= N,(9) ist. 
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Es lat sich leicht zeigen, daB nicht alle Komplexe in K zum Haupt- 
geschlecht gehéren. Denn setzt man 
a= éx*, 


wo x* primar sein soll, und bestimmt dann ein Primideal r in k so, 


7 @)=1, +1, 


so wird t in K zerlegbar und ein Primfaktor R von r bestimmt einen 
Komplex, der nicht zum Hauptgeschlecht gehért, weil 


() +1, wenn (9)=1'". 


Es sei nun f die Anzahl aller Komplexe des Hauptgeschlechts in K 
und f’ die Anzahl derjenigen unter ihnen, die symbolische (1—S)* Po- 
tenzen von Komplexen sind. Wir erkennen dann genau wie friiher 
(vergl. Satz 14) die Richtigkeit der Gleichung: 


Af’ =lf 


aus der A=1, f=/’, a=1, v=wm' folgt, dh. es gibt 7 ambige Kom- 
plexe in K, jeder Komplex des Hauptgeschlechtes ist (1—S)* Potenz 
eines Komplexes und jede Einheit in & ist Relativnorm einer Zahl 
aus K. 


Wegen G) = 1 gehért nun jeder Primfaktor © in K, der in q auf- 

geht, zum Hauptgeschlecht, woraus: 
OD = 30-9. Aj 
folgt, wenn 3 ein Ideal, A eine Zahl aus K und j ein Ideal aus k be- 
deutet. Fiir q gilt folglich: 
q=Jj'- N,(A) 

und hieraus ergibt sich sofort unter Beachtung der Gleichung v = m’, 
daB x gleich der Relativnorm einer Zahl in K ist, deren Nenner offenbar 


wieder zu [, prim gewahlt werden kann, weil [, in K in J gleiche Prim- 
faktoren zerfallt. x ist daher auch in diesem zweiten Falle Normenrest 


von K (Visa, k) nach {,, und unser Satz hiermit vollstiindig bewiesen. 
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§ 17. 
Das Produkt IT (= ) und das allgemeine Reziprozitiitsgesetz nebst 
w 


) 
seinen beiden Erginzungssiitzen. 


Wir kénnen nunmehr zum Abschlu8 unserer Entwickelungen ge- 
langen, indem wir einen Satz beweisen, der alle bisherigen Resultate in 
eine einzige Formel von hervorragender Einfachheit zusammendrangt: 

Satz 47. Sind w, v zwei beliebige ganze Zahlen aus k, so ist 


IT Gr) =1) 
(tv) 
wenn das Produkt IT iiber alle Primideale in k erstreckt wird. 
Beweis: Ich nehme erstens an, dab w zu [ prim und » eine be- 
liebige Zahl aus & ist. Bestimmt man dann z ganze Zahlen my, ug, --- u, 
in k, die den Kongruenzen geniigen: 
Hh=e, w=1,--- a =1(0%*, 
= 1, Hg=4,°°° == 1 ({,"»*"), 


#=1, w=1,--- a, =e(,"*, 





so wird w(u,u,---w,)-* eine hyperprimire Zahl in k und es gilt 
folglich: = 
© a ‘ PAY) 
ress 
=TT (4) TT (ey TY (sy ... J ey’ 
ce) cay res) I 2) 
IT (2) -2)-Ce) CT.) 


Bedeuten zweitens {; und {, zwei Primfaktoren von { und setzt man 
{)* =(A,), *" =(A,), so wollen wir zeigen, dab 


| TT Cs") -2- 


(tv) 
Ist i=k, so folgt die Richtigkeit der letzten Gleichung aus Satz 5 und 
Satz 45. Ist i+-k, so bestimme man eine ganze Zahl w’ aus k so, dab 


Aw =1(0/9**) f= 1,2,--- 2 +k. 


Es ist dann, da nach Def. 13 (oie) = 1 ist: 
J 
















Reziprozititsgesetze zwischen Potenzresten in algebr. Zahlkérpern. 47 


L102) = 089) OTL CRY =) GP = 


st 


Folglich ist auch: 
IT) -» 
(w) * 
Ze- 
in Aus dem Bewiesenen ergibt sich leicht die vollstindige Richtigkeit unseres 
Satzes. 
Als spezielle Fille von Satz 47 fiihren wir noch die folgenden an: 
Satz 48. Das allgemeine Reziprozititsgesetz fiir 1* Potenzreste im 
Es seien {,,{,,--- 1, die in 1=(1—&) aufgehenden Primideale des 
Korpers k; ferner seien p, q zwei zu { prime Primideale und x, x zwei 
hin, ganze Zahlen in k, sodap: 
“u, (x)= p'", (x) =" 
ist. Es gilt dann die Gleichung: 
x a\-1 mm, % 1, He a,x 
G)-G)- FE- FE) --- C2) 
Satz 49. Der erste Ergitinzungssatz zum allgemeinen Reziprozitiits- 
gesete. 
gilt Ist « eine beliebige Einheit aus k und werden im iibrigen die Be- 
zeichnungen des vorigen Satzes beibehalten, so gilt: 
¢\-1 &, 2 €, 7 &, 7 
(5) ni ( t) (7) hs (7): 
Satz 50. Der zweite Ergiinzwngssatz zum allgemeinen Reziprozitiits- 
gesetz. 
Setzt man 
i = (4), 
wo |, einen beliebigen Primfaktor von { bedeutet und behiilt sonst die Be- 
=m zeichnungen von Satz 48 bei, so gilt: 
4;\-1 1, 2 i, 7 dz, 2 
Gi -CEP- OR) CSF 
Zum Schlu8 fiihren wir noch an, daB sich folgende Verallgemeine- 
und rungen friiherer Sitze, die in speziellen Fallen bereits als richtig er- 
dab kannt sind, leicht ausfiihren lassen: 


1) Ausdehnung von Satz 9 auf die in { aufgehenden Primideale, 


2) Nachweis, daB in jedem Oberkérper K (Vu, k) -* Geschlechter 
mit dem Charakterenprodukt 1 existieren (vergl. Satz 33), 
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3) Nachweis, daB jeder Komplex, der dem Hauptgeschlecht in K 
angehért, symbolische (1— S)* Potenz eines Komplexes in K ist 
(vergl. Beweis zu Satz 46), 

4) Beweis, daB eine beliebige Zahl v aus k mit der Higenschaft: 


v5 
( tw ) ma, 
wo w irgend ein Primideal aus k bedeutet, stets die Relativnorm 


einer Zahl aus K({/u, k) ist (vergl. Beweis zu Satz 46). 
Beziiglich der Beweise fiir diese Verallgemeinerungen verweise ich 
auf D. Hilbert, Rel. quadr. Zahlk. § 40—43. 





SchluB. 
Kurze Angabe der gewonnenen Resultate. 


Ist k ein beliebiger Oberkérper des Kreiskérpers &(€) der /'** Einheits- 
wurzeln und ist die Klassenzahl von & nicht durch / teilbar, so gelten 
in k die folgenden beiden Siitze: 

1) Ist h die Klassenzahl von k und hh’'=1/(I); setzt man ferner 
p** = (x), wo p ein Primideal und x eine ganze Zahl aus k bedeutet, so 
ist p stets ein primdres Ideal, wenn x eine primidre Zahl ist und es lapt 
sich x stets als primdre Zahl wihlen, wenn » ein primdres Ideal ist. 

2) Ist p ein primdres Primideal und x ein beliebiges Primideal aus 
k und setzt man yp** = (x), r*” =(0), wo x eine primdre Zahl aus k 
bedeutet, so ist stets dann und nur dann x I" Potenzrest von t, wenn @ 
ler Potenzrest von yp ist. 

Mit Benutzung des Restsymbols laBt sich der letzte Satz in die 


Formel fassen: 
(G)-(G) 00. 


Die angefiihrten Siitze sind im ersten Teil dieser Arbeit vollstindig 
bewiesen. 

Der Nachweis, daB in der vorstehenden Formel » = 1 sein muB, ist 
nicht allgemein erbracht, sondern nur unter der weiteren Annahme, dab 
der Oberkérper & in Bezug auf &(€), dessen Klassenzahl jetzt ebenfalls 
als zu { prim vorausgesetzt wird, ein relativ Galoisscher ist und daB 
sein Relativgrad entweder zu / prim oder genau durch die erste Potenz 
von J teilbar ist. Damit ist die Giiltigkeit des Reziprozitiitsgesetzes 
zwischen einem beliebigen und einem primaren Primideal in etwas weiterem 
Umfange erwiesen als in meiner friiheren in den Abhandlungen der 

















~~ 
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Géttinger Gesellschaft der Wissenschaften (Neue Folge Bd. II, Nr. 3) 
schienenen Arbeit. Es sei noch erwahnt, daB ich in der genannten 
Arbeit noch fiir gewisse Unterkérper von & die Giiltigkeit des angefiihrten 
Reziprozitatsgesetzes bewiesen habe; ich bin hier auf diese Beweise nicht 
eingegangen, weil ich spiiter die Ausdehnung der gewonnenen Resultate 
in allgemeinerer Weise vorzunehmen hoffe. 

Im dritten Teile der vorliegenden Arbeit wird iiber die betrachteten 
Oberkérper von k(€) die Annahme gemacht, daB ihre Klassenzahl nicht 
durch J teilbar ist und daB das Reziprozititsgesetz: 


7 
@)-(9 
in ihnen gilt. Es wird gezeigt, daB unter diesen Annahmen die oben 
genannten Siitze 1) und 2) sich auf beliebige primire Ideale verallgemeinern 
lassen und daB entsprechende Satze auch fiir die hyperprimiren Ideale 
gelten. Endlich wird nachgewiesen, daB in den betrachteten Kérpern 
auch das allgemeine Reziprozititsgesetz mit seinen beiden Ergiinzungs- 
sitzen Giiltigkeit hat, daB also die allgemeine Formel: 


IT (s)-1 


(tv) 
in die sich alle die genannten Gesetze zusammendringen lassen, in diesen 
Kérpern zu Recht besteht. 
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Untersuchungen uber Fouriersche Reihen. 
Von 


Leopotp Fersér aus Budapest. 


Einleitung. 


Es sei f(x) eine reelle Funktion der reellen Variabelen 2 mit der 
Periode 22, welche iiberall stetig ist. Bekanntlich glaubte Dirichlet 
und wahrscheinlich auch noch Riemann, daB die zu f(x) gehérige 
Fouriersche Reihe 


(1’) 2 fre da +S fre cos n(a — x) de| 


iiberall konvergent sei. Du Bois-Reymond zeigte, daB dies nicht der 
Fall ist, indem er eine iiberall stetige Funktion konstruierte, deren 
Fouriersche Reihe an iiberall dicht liegenden Stellen divergiert. Es 
bleibe nun dahingestellt, ob es stetige Funktionen gibt, deren Fourier- 
sche Reihe fiir jedes x divergiert*) — jedenfalls kénnen wir sagen: aus 
der bloBen Stetigkeit der Funktion an einer Stelle x folgt die Konvergenz 
der Fourierschen Reihe an dieser Stelle noch nicht. Es miissen viel- 
mehr noch fiir den Modus der Stetigkeit — wenn uns dieser Ausdruck 
gestattet ist — gewisse Beschriinkungen hinzugezogen werden**), damit 
die Konvergenz der Reihe gesichert ist. 

Indem wir aber die in der Literatur etwas zu ausfiihrlich behandelte 
Frage nach den hinreichenden Bedingungen fiir die Konvergenz der 
Fourierschen Reihe fallen lassen — wenden wir uns zur Fourierschen 
Reihe mit einer Fragestellung, die der Borel-Mittag-Lefflerschen in 
Bezug auf die Potenzreihe komplexen Argumentes vollkommen entspricht 
und folgendermaBen lautet: 





*) Wie es z. B. stetige Funktionen gibt, die an keiner Stelle einen Differential- 
quotienten haben. 

**) Wir denken an die bekannten Beschriinkungen von Dirichlet, Lipschitz, 
Jordan u.s. w. & 


4* 
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Ist es méglich aus der zur stetigen Funktion f(x) gehérigen F ourier- 
schen Reihe, b. w. aus der mit ihr aiquivalenten Funktionsfolge 


(1) So(%), %(x), +++, 8,(a),-°° 


wo 


s,(@) = tf tode +2 2 fre cos v (@ — x) da , 
0 v=1 0 


eine andere Funktionsfolge abzuleiten, welche aber fiir ein beliebiges x 
konvergiert, und zwar zu f(x) als Grenzfunktion? Dies ist in der Tat 
méglich. Man gehe einfach von der Folge (1) zur Folge der arith- 
metischen Mittel iiber 

(2) 5(2), 8, (2) aS wi a F §n—1@) = 

so besitzt diese neue Funktionsfolge, welche ebenso aus endlichen trigono- 
metrischen Reihen besteht wie die Folge (1), die verlangte Eigenschaft. 
Es zeigt sich auch, daB die Folge (2) in jedem Intervalle gleichmiBig zu 
f{(«) konvergiert, wiahrend die Folge (1) — wenn sie auch fiir jedes 
konvergiert — nicht gleichmaBig zu konvergieren braucht. 

Wenn weiter die — noch immer stetige — Funktion f(a) an einer 
Stelle a des Intervalles (0, 2x) integrabel unendlich wird, so ist die Folge 
der Partialsummen (1) im allgemeinen wieder divergent*). Es miissen 
auch hier gewisse — den Modus der Integrirbarkeit an der Stelle a be 
schrinkende Bedingungen hinzugezogen werden**), damit die Konvergenz 
der Folge (1) an einer Stelle 2 (a 2a) gesichert ist. Es zeigt sich, daB 
die Konvergenz der Folge (2) durch das Auftreten einer Stelle a, wo 
f(«) beliebig integrabel unendlich wird, ungestért bleibt. 

Nehmen wir weiter eine Funktion f(x), die an einer Stelle a eine 
Unstetigkeit erster Art besitzt und sonst z. B. beliebig oft differenzierbar 
ist. Bekanntlich ist dann die aus der Fourierschen Reihe von /(2) 
durch gliedweise Differentiation gewonnene trigonometrische Reihe fiir 
jedes x divergent. Wenn wir aber fiir diese Reihe die betreffenden arith- 
metischen Mittel bilden, so erweisen sich diese als konvergent und geben 
als Grenzfunktion die Ableitung “/’(z). 

Indem wir die Aufzaihlung der Siitze unterbrechen, erwaihnen wir 
bloB daB sie viele Anwendungen gestatten, welche sich auf die Theorie 
der konvergenten Fourierschen Reihen und mit ihr zusammenhingenden 
Fragen beziehen. 


*) Auch wenn z. B. f(a) in den Intervallen (0, a—s) und (a+ ¢, 2x) — e>0 — 
den einfachen Dirichletschen Bedingungen geniigt. 

**) Wir denken an die Bedingungen von Dirichlet, Du Bois Reymond, 
Harnack usw. 
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Unsere Untersuchungen lassen iiberhaupt die Theorie der konver- 
genten Fourierschen Reihe in neuem Lichte erscheinen — wie denn 
iiberhaupt das Studium der Divergenz einer Funktionenreihe ein tieferes 
Kindringen in die Natur der Reihe gestattet, eine Tatsache die schon 
allein der Theorie der divergenten Reihen eine Existenzberechtigung gibt*). 


Inhaltsverzeichnis: 

§ 1. Ausfiihrung der in der Einleitung schon gréBtenteils angedeuteten Unter- 

suchungen. 
§ 2. Hiilfsatz. 
§ 3. Anwendungen. 

§ 1. 
Konvergenz der arithmetischen Mittel der Fourierschen 
Partialsummen. 


Es sei f(~) eine Funktion deren absoluter Betrag im Intervalle von 
0 bis 22 eine endliche obere Grenze besitzt. Eine weitere, von der Natur 
der Sache geforderte Beschrinkung sei die, daB sie integrabel ist. Wenn 
nun « eine Stelle bezeichnet, wo f (x) entweder stetig ist, oder eine 
Diskontinuitaét von der ersten Art besitzt, so soll bewiesen werden, daB 
die wnter (2) stehende Folge der arithmetischen Mittel konvergiert, und zwar 


on + {f(w+0)+f(e—0)} als Grenewert. 
Wir schicken voraus, daB die Reihe 
~+ cos # + cos20 + .---+cos(n—1)0+--- 
selbst zu den divergenten Reihen der betrachteten einfachen Natur gehért. 
Es ist namlich 


Meng = + cos 8 +--+. + cos (n— 1) 9 ie 1 cos (n— 1) # — cosn@ 








r) 1 — cos? 
folglich 
. noe \ 2 
sin — 
(3) +4 +:::+6-; 11—cosnt 1 2 |. 
n ~ 2n 1i—cos® ml. & 
sin ry 


Wenn also OZ 2ka (k=0, +1, +2,---), so ist 
‘ } 6 +4, +::- +6,- ame 
(3) a 2 SS oe @ 


*) Diese Arbeit ist — von einigen Modifikationen abgesehen — in der unga- 
rischen Zeitschrift: ,,Mathematikai és Physikai Lapok‘‘ (1902) erschienen; kurze 
Notizen tiber denselben Gegenstand sind in den Comptes Rendus (1900, 10 décembre 
und 1902, 7 avril) publiziert. 
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und es existiert also ein ganz bestimmter Grenzwert. — Wenn wir nun 
der Kiirze halber 
sla) + (0) +--+ f9-1@) _ g (9) 


n 


setzen, so erhalten wir mit Beriicksichtigung der Formel (3) 


22 


sin ad ‘ 
S,(*) = sax [fF | — zz | 24 
. sin 2 


oder mit Beniitzung einer Integrationsvariabeln 








a—Z 





x 


(4) S,(2) = 2 S fte+ 2) (888) ap. 


sin B 


vo] 


Wiahrend man also in der Theorie der konvergenten Fourierschen Reihen 
den Grenzwert des Dirichletschen Integrals 


x 


sy(2) = +f r(o+ 2p) DOr OE ap 
‘i + 
untersucht, so haben wir hier den Grenzwert des Integrals S,(7) unter 
(4) zu bestimmen. Von diesen beiden Integralen hat S,(x) den ein- 


facheren Charakter. Wihrend naimlich im Dirichletschen Integrale neben 
sin (2m — 1) 6 


f der Faktor a steht — bei dem die Anzahl der Zeichenwechsel 
mit » unbegrenzt wichst — tritt im Integrale S,(x) neben f der niemals 
negative Faktor (Gar) auf. Diesem Umstande ist es zu verdanken, 


daB man bei der Bestimmung des Grenzwertes lim S,(x) im wesentlichen 


mit dem ersten Integralmittelwertsatze auskommen kann, wihrend die 
Grenzwertbestimmung lims,(7) die Anwendung des tiefer liegenden zweiten 
bendtigt. ony 


Nehmen wir an dab O<a2< 2a. Es geniigt offenbar den Grenz 
wert des Integrals 


(5) Eijnni f (6) (RP) ap 
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zu untersuchen, wo (§) eine an der Stelle 0 von rechts stetige Funktion 


bedeutet und O<a<za. 


Nach Voraussetzung laBt sich zu einer beliebigen positiven GréBe 6 


eine GréBe ¢ bestimmen, so daf 
|p(h) — 9(+9)| <8 
0O<h<e<a—a. 


Dann zerlegen wir in iiblicher Weise 


End f 9(8) (ive) @B+; refed (6) (ane) 


wenn 


Besteht nun 

|p (B)| <M 
wenn 

0<p<a, 
80 ist 

lin < saints 


und mit Beniitzung des ersten Integralmittelwertsatzes: 


td 


i, = (p(+0) + 7) Lf (ashy aB, 
0 





wo 
\n| <9. 

Nun hat man weiter 

1 sin nB\? — sin nB\? 1 sin nB 

nn, (“r) dp -2f (a2) e-s (Saar) ap 

0 0 e 
al be i ‘ 
Hier ist 
lin |< — 


und infolge der Identitat (3) 
. 1 sin nB =: 2 
In = Lf sin B FY dp=-% 
0 
Folglich erhalt man 


J, — ( (+ 0) + 0) G — jx) + i, 
und also 
. 


n 





9 (+ 9) 
29) <a, 


wenn nur » gehérig groB ist. 
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Wir kénnen damit den Satz 
lim. 8, (2) = = (f(e+0) + f(x—0)} 
als allgemein bewiesen betrachten, da im Falle x = 0 die Gleichung 
lim. 8,(0) = 3 (F(+ 0) + f@"—0)} 


sich in analoger Weise leicht ergibt*). — 

Wir lassen nun die Beschriinkung der Endlichkeit der Funktion f(z) 
fallen und behandeln auch den Fall, wo sie unendlich wird, da wir glauben, 
daB dieser auch einiges Interesse darbietet. — Wir nehmen an, daB f(z) 
an einer endlichen Anzahl von Stellen des Intervalles (0,22) umendlich 
wird, unterwerfen sie aber auBer der Integrierbarkeit — die doch immer 
durch die Natur der Fragestellung yefordert ist — keiner weitern Be- 
schrinkung. Wahrend das Auitreten sulcher Unendlichkeitsstellen die 
Konvergenz der Fourierschen Reihe fiir ein beliebiges x zerstéren kann **), 
bleiben die arithmetischen Mittel S,(x) — und das soll eben jetzt be- 
wiesen werden — konvergent, so daB also wieder 


lim. 8, (2) = + [f( + 0) + f(x@—0)] 


ist, an jeder Stelle x, wo f(~+0), f(a—O) beide existieren. 
Das hangt mit folgendem Satze zusammen: 


Ist f(x) in einem Intervalle (a, b) integrabel und mit Ausnahme einer 
einzigen Stelle c des Intervalles endlich, so ist***) 


b 
. 1 i 
lim. + fre cos (2) da = 0. 


*) Auch im Falle daB die Funktion sich an der Stelle x beliebig verhalt, la8t 
sich iiber das Schwanken der S,,(”) etwas aussagen. Ist nimlich M(x) die GréBte, 
m(a) die Kleinste unter den vier Unbestimmtheitsgrenzen der Funktion f(x) an der 
Stelle x, so ist 

m (a) < lim. inf. S,, (a) < lim. sup. 8, (x) << M(z). 
= ome 4 n=@ — 


Etwas Analoges findet bei den Fourierschen s(x) nicht statt. 
*) Riemann: Habilitationsschrift. Ges. Werke S. 246. 


***) Dieser Satz ist die Verallgemeinerung eines bekannten Riemannschen 
b 


Satzes, nach welchem schon lim. {f(«) sinnada —0 ist, wenn f(a) im Intervalle 
ra=@ a 


(a, b) eine endliche obere Grenze besitzt. Ist dies nicht der Fall, so kann das Inte- 


gral mit wachsendem » beliebig groB werden. (Riemann: Habilitationsschrift. 
Ges. Werke S. 246). 


= a ae — 
a — = ——= 
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Es geniigt offenbar zu zeigen, dab 


lim. + fre sin nada = 0 


ist. Nach Voraussetzung kénnen wir zu einem beliebigen positiven 6 
eine positive GréBe « finden, so daB 


(6) : | {F(@)da| <, 


wenn 
e—elocrt<e. 


Wir zerlegen dann: 


1 * . 1 ; , 
: fro sin na da + -f f(@) sinnada 


ina t, + i, 
Ist nun 
\f(@)|<M 
wenn , 
a<ucc-—eé, 
so besteht: 
bey M(c— a) 
in linia sane 
Um i, abzuschatzen, bezeichnen wir nacheinander mit 
Oy, Ug, ** *y Hy iy, a, 
jene ungeraden Multipla von oa) welche in das Innere des Intervalles von 


(c—e) bis ¢ fallen, und zerlegen dieser Einteilung gema8 


ni, =f+f+ a fs, 


c—& Gy_y tty 


wo als gemeinsamer Integrand f(«) sinne« zu denken ist. Jedes dieser 
Teilintegrale hat einen absoluten Betrag der kleiner ist als 20. Denn 
es ist z. B. 


St@ sin nada = sin na, { f(a) da + sine, { (0) da, 


a <E <a, 
infolge des zweiten Integralmittelwertsatzes, woraus die Behauptung schon 
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folgt, wenn wir die Ungleichung (6) in Betracht nehmen*). Wir er- 
halten daher 


nliy'| <(v+1) 28, 
wo v zwar mit » ins Unendliche wachst aber dennoch immer die Un- 
gleichung 
(v+1)~<c—(c—a)=e 
besteht. Folglich ist 





lii< 2 
und 
+ fr@ danedal < Se—9) +9 
und g 
4eé 
+ i 


wenn ” gehdrig groB ist. 

Damit ist aber der Hilfsatz schon bewiesen. 

Ganz ahnlich kann man zeigen — und das ist eigentlich der Satz, 
den wir sogleich gebrauchen werden — daB wnter den nédmlichen Voraus- 
selzungen auch 


b 
lim. 1 fre) sin?’ nada = 0 
ist, — : 
Betrachten wir nun wieder das Integral (5) aber unter der An- 


nahme, daB (8) an einer Stelle c des Intervalles beliebig integrabel un- 
endlich wird. Wenn wir zeigen kénnen daB 


(7) lim. 2 a sin?npdp = 0, 
wo 


O<éeccca<ca, 


so kénnen alle iibrigen SchluBfolgerungen beibehalten werden. Die unter 
(7) ausgesprochene Behauptung ist aber eine direkte Folge des eben be- 
wiesenen Hilfsatzes, so daB wir also zusammenfassend sagen kénnen: 


c 
*) Der letzte Teil J bietet wegen 


a, 
c c—@ 
f= lim 
a, ene’. 


keine besondere Schwierigkeit. 
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Hauptsatz: Ist f(x) eine im Intervalle von 0 bis 2x integrable 
Funktion, die nur an einer endlichen Anzahl von Stellen dieses Intervalles 
unendlich wird, so konvergiert die Folge der arithmetischen Mittel S,(x) 
an jeder Stelle x, wo f (x) ti ist, oder eine Diskontinuitat von der ersten 


Art besitet, und zwar zu > =f (+0) + f(@—9)] als Grenewert. 
Um fiir f(x) eine an pol in Betracht kommenden Stellen konvergente 
Reihenentwickelung zu bekommen, bilden wir, in iiblicher Weise: 
8) 8, +3 (S8,—8,-1). 
Eine kleine Rechnung zeigt, daB 


22 
a cos (« — x) -+ 2cos2 (a— x)+----++(m— 1) cos(n— 1)(a—2) 
1 fre ) n(n — 1) da 





Wenn wir daher die Funktionen 
cos § + 2cos2é + - + obo 35 
¢,(6) = n ~"s —1) 
(n = 2, 3, - ; *, 00) 
einfiihren, so erhalt die Reihe (8) die Form 


(2') * f fle)de+ > it. fr f(a) ¢,(a— 2) de| 


eine zur Fourierschen vollkommen dhnliche Reihenentwickelung. Dabei 
entspricht die Funktion c,(é) in der Entwickelung (2’) der Funktion 
cos & in der Fourierschen Entwickelung (1’). Die Funktionen c,(&) 
und cos & haben in der Tat wichtige Eigenschaften gemeinsam. c,(&) 
ist nach 22 periodisch, bleibt dem absoluten Betrage nach < 1 fiir jedes 
reelle £, hat eine ahnliche Wurzelverteilung wie cosm§, und auch ihre 
Potenzreihenentwickelungen kénnen in einfache Beziehung gesetzt werden. 
Wahrend namlich 

n? né 

coong=1—- 7 8 +7 8-—-:: 
ist, so erhalt man 
cy(6) = 1 — 8 gop MO) go 

Hier ist j 

Pon41 

Y= 5 = ea 1)’ 

WO Q,4,(") das (2k +1) Bernoullische Polynom bedeutet. ,,(m) 
ist also eine ganze rationale Funktion 2k" Grades in », welche der 
Potenz n®* in der Entwickelung von cos m§ entspricht. 
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Ist f(x) tiberall stetig, so konvergiert die Folge (2) der S,(x) (oder 
die Reihe (2’)) iiberall, und zwar gleichmaBig. Genauer formuliert: 

Zusatz zum Hauptsatze: Ist die den Bedingungen des Hauptsatzes 
geniigende Funktion f(x) in einem Intervalle (b,c) (OS b<e< 2x) aus- 
nahmslos stetig, so konvergieren die S,(x) in jedem Intervalle (b,, ¢) 
(b<b, <¢, <e) gleichmaépig zur Grenzfunktion f (x). 

Unsere Beweisfiihrungen lassen dies sofort erkennen, wenn man noch 
die Tatsache hinzunimmt, daB die Stetigkeit einer Funktion in einem 
Intervalle ihre gleichmaBige Stetigkeit nach sich zieht. 

Es ist tiberhaupt bemerkenswert, wie die Approximationskurven 
S,(x) (n=1, 2,---) sich so zu sagen von Beginn an der beliebigen 
integrablen aber endlichen Funktion anpassen. Es ist namlich 


z= 


S, (x) = 2 fries ( (Py dp (w—1,2,-->). 


Sind nun M und m die WeierstraBsche obere resp. untere Grenze der 
Funktion f(x) fiir das Intervall (0,22), so ergibt sich, da doch 


die Ungleichheit 

m<S,(2) <M 
fiir 

O<xs2na und n—1,2,3,--- 

d. h. keine der Approximationsfunktionen S,(x) nimmt einen gréBeren Wert 
an als f(x), und keine einen kleinern Wert als f(x) — eine Higenschaft 
die den Fourierschen s,(~%) auch schon bei sehr einfachen f(x) nicht 
zukommt. Hingegen bleibt jene Eigenschaft der Fourierschen An- 
naherungskurven, daB je zwei, s,(x) und s,(x) sich unbedingt schneiden 
und daB jede von ihnen die (stetige) Grenzkurve f(x) schneidet — auch 
fiir die Kurven S,(x) erhalten, denn es ist*) 


22 2n 
SS.@ —S,(~))dx=O0 und f 8,(x) — f(x) dx = 0 
ty) 0 


fiir 

i toh k,t=1,2,3,---. 

*) Figuren zur Illustration der Anniherungsart der s,, (x) findet man z. B. in 
dem Buche von Byerly: An elementary treatise on Fourier’s series, p. 63, 64. 
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Im folgenden wollen wir zeigen, daB die Betrachtung der arithmetischen 
Mittel auch bei einer andern wichtigen Frage der Theorie der Fourier- 


schen Reihen von Nutzen ist. 
x 


Nehmen wir die Funktion =. Ihre — fiir das Intervall (0, 2) 
beziigliche Fouriersche Entwickelung lautet: 


(9) m—x sing , sin2s sin 32 


rs. +. 


Die Funktion hat den Differentialquotienten — + , wahrend die glied- 
weise Differentiation die total divergente trigonometrische Reihe 

(10) cos xz + cos2xz + cos3a+--- 

liefert*). Wir sahen aber schon daB die arithmetischen Mittel der Reihe (10) 


o 3 a: . 1 
wirklich konvergieren, und zwar zu — > als Grenzwert**). 


Diese spezielle Bemerkung laBt sich zu folgendem allgemeinen Satze 
erheben: 

Ist f (x) eine Funktion, welche, mit Ausnahme einer endlichen Anzahl 
von Stellen a, des Intervalles (0, 2x), an welchen sie einen einfachen Sprung 
erleidet***) , diberall stetig ist, und eine stetige Ableitung f'(a) besitet, so 
ist die aus der Fourierschen Reihe von f(x) 


ay + D .. (a, cosnx + b, sinna) 


n=1 


durch gliedweise Differentiation erhaltene Reihe 


» (nb, cosnz — na, sin nx) 
n=1 
bekanntlich fiir jedes x divergent — wiihrend die arithmetischen Mittel dieser 
Reihe eine — von den Stellen a, abgesehen — itiberall konvergente Folge 
bilden, die als Grenzfunktion die Ableitung f’ (x) besitet. 

Es geniigt den Satz fiir eine Funktion f(x) zu beweisen, die nur eire 
einzige Sprungstelle a (0 << a < 22) besitzt. 

Da die Ableitung /’(x) stetig ist, so konvergieren die arithmetischen 
Mittel ihrer Fourierschen Reihe 

*) Die Reihe (9) ist im wesentlichen das klassische Beispiel von Abel, welches 


zum ersten Male bei der gliedweisen Differentiation einer unendlichen Reihe zur 
Vorsicht mahnte. 

**) §. Gleichung (3’). Die Stellen 0, +22,-.-.- sind natiirlich wieder aus- 
genommen. 


““) Ist f(+0)+-f(24%—0), so rechnen wir die Stelle 0 (oder 22) auch zu 
den a,—s. 
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(11) ay + a a,’ cosnx + b,’ sinnx) 

n=1 
gewiB zu f’(x) (von der Stelle a abgesehen). Wenn wir nun den Sprung 
f(a—0) —f(a+0)=D, setzen, so erhalt man durch Zerlegung und 
partielle Integration 


D 
+ a to » 
D a, = —* cosna+ nb, 
a, = Pe a= 1,9,--. 
2% | : 
b,’ = —* sin na — na, 
rid 





und die Reihe (11) erscheint in folgender Form: 


Ds +> (2s cos n(a — x) + (nb, cos nx —na, sin nz) | : 
n=1 


Der Teil 
De * + Bs cos n (a — x) 
a=l1 


kann aber weggelassen werden, da doch die arithmetischen Mittel dieser 
Reihe fiir jedes x zu 0 konvergieren, die Stellen a + 2ka ausgenommen, 
die uns aber ohnedies nicht interessieren*). Folglich konvergieren schon 
allein die arithmetischen Mittel von 


£ 
> (nb, cosnz — na, sinn2) 
a=1 


zu f’(x2) w. 2. b. w. 
Die Konvergenz ist wieder eine gleichmaBige in jedem Intervalle, 
das von Sprungstellen frei ist. 


§ 2. 
Hiilfsatz. 


Bevor wir zu den Anwendungen iibergehen, schicken wir einen all- 
gemeinen Grenzwertsatz voraus, der auch bei andern Untersuchungen von 
Nutzen sein diirfte. 

x 


Es sei i u,, eine divergente Reihe, welche aber nach der Ausdrucksweise 
n=0 
des Herrn Cesadro*), ,,einfach unbestimmt“ ist, d. h. eine Rethe fiir welche 
der Grenzwert 
*) 8. Gleichung (3’). 
**) Bulletin de Darboux: 1890, p. 114. 
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(12) lim. S, = S, 
8 +8 +--+: +8, : 
S,= n+1 a) 5, = > % 
n=0 


existiert. Es sei ferner p(t) eine Funktion*), welche folgenden Bedingungen 
gemigt 

M ad? M 
(13) |p| <r ae | <3H 


wenn t positiv ist und >1. M und @ bedeuten hier positive Konstanten. 
Dann ist die Reihe 


(14) FQ) = >, 9(nt) 


fiir jedes positive t konvergent, und — wenn o(0)=1 -— 
lim. F(é) = 8. 
t=+0 


Beweis. Die Reihe (14) ist in der Tat fiir jedes positive ¢ kon- 
vergent; denn aus (12) folgt leicht, daB lim. <n = 1 ist, und also mit 
Beriicksichtigung von (13) die Vergleichbarkeit mit der Reihe 


Duk. 
> 
n=1 
Da 
u, = (n+1)S8, —2nS,_,+(n—1)8,_, (n=0,1,2,---) 
; (S_,=S_, =9), 
folglich 


F(t) = >! ((n+1)8, — 2n8,_, + (n—-1)8,_4} 900 


n=0 


oder nach den S, ordnend**) 


F() =>) (n+ 1S, [pnt)—29 (n+ 1t) +9 (+20). 
n=0 
Setzen wir 
S,=S+e, (lim. ¢, = 0) 


dann ergibt sich die Zerlegung 


*) Bei den Anwendungen des Satzes wird sie eine ganze transcendente Funk- 
tion sein. 
**) Dies ist infolge der Bedingung (13) gestattet. 
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n=0 


FQ) =8+ Sota (9)-29@F1)+9@F3)) -s+ RQ | 


und wir behaupten also dab 
lim. R(t) = 0. 
t=+0 
Um dies zu zeigen, wahlen wir eine von ¢ unabhingige ganze Zahl », 
sodaB |e,|< d wenn n>», und eine andre ganze Zahl N, sodaf 
(15) (N—1)it<1< Nt 


unter 0 eine positive GréBe verstehend. Wir zerlegen nun 


v N @ 
Rm Bt mtg tht hy 


v+i1 N+1 
Ist ¢ gehérig klein, so ist gewif 
Ri) <4, 


und es handelt sich im wesentlichen um die Abschiatzung von R, und R,. 
Dies gestaltet sich folgenderweise: 


| By] <3 S'(n+1)|p(nt)—29(n+11) + pm+28)| 


v+1 
und da fiir jedes » und ¢ 


p(nt) —2y(n+1 t) + p(n+2t)| < 2 \9"(6)|, 
nt <—&<(n+2)t, 


so erhalten wir 
N 
|Ry|< 0-28 y >’ (n+), 
0 


wo w positiv ist und so gewahlt, daB 
ig'(6)| <u wenn O<SE<1. 
Mit Beriicksichtigung von (15) erhalten wir endlich fiir R, 


(eg... (+1) (+2) 
|By| <0-2- yt, Stuarts 





<6ud. : 
Fiir R, haben wir: 


IR,| <2#8 > (m+1)\9"®@), 


N+1 





a ed 
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und da nach (13) 
” M M 
lp") < gare < ate re 


und nach (15) ¢> y? so ist 


wo 


\R,| <2ma( xe Si0 


N+1 / 


und weil man bekanntlich eine positive Zahl G finden kann, sodaB fiir 
jedes N 
$1 (n+) 
Ne Se <4 
N+1 
so erhalten wir schlieBlich 


|R| <d + 6ud + 2MG0 


fiir gehérig kleines ¢ w. z. b. w. 

Zusatz: Sind die u,, Funktionen eines Parameters # und konvergieren 
die arithmetischen Mittel S,(&) gleichmiBig zu S(®), so konvergiert auch — 
wie leicht ersichtlich — F(t, #) fiir t= + 0 gleichmifig zu S(#). 

Wir heben einige spezielle Fille unseres Hiilfssatzes hervor. 

Die Funktion 

p(t) = e' 


geniigt den aufgestellten Bedingungen, folglich ist 


nw 


lim. > ue"! = § 
t=+0 0 


oO 


(16) lim. u,7” = 8 


r=1-0 ry 


oder e~‘ =r setzend 


ein bekannter Satz des Herrn Frobenius*). 


Wenn wir weiter 
p(t) =e* 


nehmen, so erhalten wir einen neuen Satz 
(17) lim. u,e"™*=§ 
0 


*) Crelle Journal Bd. 89, p. 262—264. Vgl. auch Hilder, Grenzwerte von 
Reihen an der Konvergenzgrenze, Math. Annalen Bd. 20, p. 535—549. 
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66 Leopotp Fergir. 


oder*) auch 


lim. ur =S 
r=1-0 
0 
usw. 
Zu allen diesen Sitzen 1éBt sich ein, dem obigen entsprechender 


Zusatz formulieren. 


§ 3. 
Anwendungen. 
Wir gehen jetzt zu einigen Anwendungen unsrer Untersuchungen iiber. 


a) Es sei f(g) eine nach 22 periodische, iiberall stetige Funktion 
von g mit der Fourierschen Reihe 


Ay +> (a, cos np +b, sin ng). 
n=1 
Bilden wir die Reihe 
(18) P(r, p) = a + P 2 (a, cos np +b, sin np) 1", 
a=1 
so ist diese fiir <1 konvergent und geniigt der Potentialgleichung 


O'u , d%u 
jai + ays 9 

Da nun nach unserm Hauptsatze die arithmetischen Mittel der Koef- 
fizientenreihe der Potenzreihe (18) gleichmaBig zu f(g) konvergieren, so 
folgt — mit Benutzung des Satzes (16) und seinem Zusatze — dab 
P(r, p) fiir r=1—0 gleichmépig zu f(p) konvergiert. Es laBt sich also 
der sogenannte ,Satz vom Poissonschen Integrale“ wirklich direkt durch 


*) Um eine kleine Anwendung dieses Satzes zu geben, betrachten wir die Potenz- 
reihe in q 


a 
a, (7, 9 =1+ > (—1)"q” cos2nzy, 


n=1 


Hier ist die — im wesentlichen schon oft betrachtete — Reihe 
ao 
1+ > (—1)” cos 2uxv 
n=1 


fiir jedes » (auBer r=ts,ts ) einfach unbestimmt und liefert den Grenz- 
wert S=0. Folglich ist lim. #,(y,q)—=0. (Vergl. in Borels Legons sur les séries 
q=1-0 


divergentes p-7 den Beweis des Herrn Tannery.) 


“ee 





“ee 





Untersuchungen tiber Fouriersche Reihen. 67 


die urspriingliche Reihenentwickelung (18) erweisen. Dies mag von 
historischem Interesse sein*). 
Bilden wir weiter 


(19) O(t, p) =a, + a (a, cos np +b, sin np)e~™*, 


n=1 


so ist diese Reihe fiir +t>0O konvergent, geniigt der Wiirmeleitungs- 
gleichung **) 

OF nae 

ot =60g? 
und geht fiir r = + 0 gleichmépig in f(g) tiber. Dies folgt mit Hiilfe des 
Theorems (17) und seinem Zusatze. 

b) Der bekannte WeierstraBsche Satz tiber die Anniiherung einer be- 
liebigen stetigen I'unktion durch endliche trigonometrische Reihen ist ein 
Korollarium unseres Hauptsatzes. Man entwickele die stetige Funktion f(x) 
in die Fouriersche Reihe, so haben die arithmetischen Mittel S,(x) die 
verlangte Eigenschaft. Die Méglichkeit durch Polynome zu approximieren 
folgt dann schon bekanntlich sehr einfach***). 

c) Folgende Anwendungen beziehen sich auf Fragen, die in der Theorie 
der konvergenten Fourierschen Reihen auftreten. 





*) Vergl. H. A. Schwarz: Gesammelte Abhandlungen Bd. I], p. 189. 

**) Den Satz tiber die Reihe (18) hat zuerst Herr Schwarz bewiesen, und Herr 
Picard beniitzt die gleichmiBige Konvergenz zum Beweise des WeierstraBschen 
Satzes tiber die Approximation einer stetigen Funktion durch endliche trigono- 
metrische Reihen. 

Den tiefer liegenden Satz (19) hat Weierstra8 bewiesen und benutzt den 
gleichmiBigen Ubergang in f(p) eben zum Beweise seines gerade erwihnten Satzes. 
Wir sehen aber, da8 eigentlich an der Spitze unser Hauptsatz zu stellen ist, denn 
aus ihm folgt am natiirlichsten der WeierstraBsche Satz iiber die stetige Funktion, 
die Siitze (18), (19) usw. Vergl. in Picards Traité d’Analyse 2i¢me Edition Bd. I, 
p. 283—287, wo der WeierstraBsche Grundgedanke mit griéBter Klarheit hervor- 
gehoben wird, und auch Poincaré: Propagation de la chaleur chap. V. 

***) Durch die eben angegebene Weise laiBt sich der WeierstraBsche Satz fiir 
eine stetige Funktion f(x) beweisen, die in einem beliebigen endlichen Intervalle (a, b) 
definiert ist. Ist (— «, + ) das Definitionsintervall, so verfiihrt man folgenderweise: 
man bestimmt fiir jedes m eine ganze rationale Funktion P,,(a), sodaB 


, : 1 
[f@) —Pr@) |< 
wenn —NleTcn. Die Reihe 


P, +> @-2,.) 


stellt dann die Funktion f(#) dar, und ist in jedem endlichen Intervalle gleich- 
miiBig (und absolut) konvergent. 


5* 
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Es sei f(x) eine Funktion die den Bedingungen unsres Hauptsatzes 
geniigt. Angenommen, daB die Fouriersche Reihe von f(x) an einer 
Stelle, wo f(x) stetig ist, konvergiert, stellt sie dort notwendigerweise den 
Funktionswert f(x) dar? Bekanntlich ja, und wir zeigen dies folgender- 
weise: Vorausgesetzt daB die Fourierschen s,(x) nicht zu f(x) konver- 
gieren, so miiBten auch die arithmetischen Mittel S,(x) zu diesem von f() 
verschiedenen Grenzwerte zustreben. Das steht mit unsrem Hauptsatze 
in Widerspruch. — Ebenso laBt sich zeigen, daB die S,(xv) an einer 


Sprungstelle nur zu = [f(~+0)+f(«—0)] konvergieren kénnen. — Der 


Charakter der Divergenz der s,(z) kann an einer Stetigkeitsstelle x nur 
ein oscillatorischer sein und f(x) liegt notwendigerweise zwischen den 
Unbestimmtheitsgrenzen der schwankenden s,(x). Analoges gilt fiir eine 
Sprungstelle. 

d) Wir wollen einiges iiber die Eindeutigheitsfrage bemerken. Nach 
dem Satze des Herrn Cantor folgt aus der Gleichung 

M +a,cosz+b,snz+---=0, 
daB siimtliche Koeffizienten der linksstehenden trigonometrischen Reihe 
= 0 sind, wenn diese Reihe mit Ausnahme einer endlichen Anzahl von 
Stellen des Intervalles (0, 2) konvergiert. DaB die Konvergenz hier 
wirklich tief benutzt wird, darin mag uns vielleicht folgende Bemerkung 
bestirken: 

Wenn die arithmetischen Mittel einer trigonometrischen Reihe, mit 
Ausnahme einer endlichen Anzahl von Stellen des Intervalles (0, 22) 
iiberall zu 0 konvergieren, so folgt daraus das Verschwinden der Koef- 
fizienten nicht. In der Tat die Reihe 


= +c0s + cos 2x +--- 


besitzt die erwihnte Eigenschaft (Gl. (3’)) und hat nicht lauter verschwin- 
dende Koeffizienten. Ob nicht das Verschwinden simtlicher Koeffizienten 
folgt, wenn wir Ausnahmestellen ausschlieBen, bleibe noch dahingestellt. 
Jedenfalls besteht aber folgender, dem bekannten Satze von Riemann voll- 
stiindig analoger Satz: 

Es sei 


Ay +> (a, cos nx +b, sin nx) 
n=1 

eine trigonometrische Reihe die an einer Stelle x einfach unbestimmt ist, 

und den Wert f(a) liefert*). Eine viermalige gliedweise Integration ergibt 

die iiberall konvergente Reihe 


*) Es sei ferner | a,,|< n?, |b,,|<C n* wenn nm eine gewisse Grenze tiberschreitet. 


TRS 8 


pastas 
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F(a)=C4+ C'rx+ OC" + O'S + aa > & cos nx + b, sinnx 


n* 


und der sogenannte mittlere vierte Differenzenquotient von F(x) hat die Form: 


A) — F@w+4t)—4F(e+28) 4+ 6F(a) —4F(@—2t) + F(e—4t) 


16 ¢* 16¢! 








fo) 

° in nt\* 

= M+ > (a, cos nx +b, sin nx) a ) . 
n=1 

Es besteht nun: 
() 
m. as f(x ). 
Dies folgt aus unserem dion Grenzwertsatze, wenn wir 


ot) = (“)" 


nehmen. 


Géttingen, im Januar 1903. 
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Jacobi’s Criterion when Both End-points are Variable. 
By 


G. A. Buss in Géttingen. 


The object of the present paper is the extension of Jacobi’s criterion 
to problems of the calculus of variations where both end-points are allowed 
to vary along given fixed curves. The result for the length integral 


Jaf Vit Vax 


has already been stated in geometrical form by Erdmann*), and is of 
interest here because the theorem for the more general integral is a direct 
generalisation. If D and E are the fixed curves, and C the shortest 
curve joining them, then, as is well-kuown, 

1) C is a@ straight line. 

2) C is normal to both curves. 
We denote the intersections of D and E with this common normal by 
1, 2 respectively and the centers of curvature by the letters d and e. 

Then the Jacobi condition is 








D a 3) d and e must lie on opposite sides of D 
, = and E respectively, or if on the same 
side, then one of the pairs (1, d), (2, e) 
Q ER includes the other**). 
ra e a The geometrical meaning of this condition is 
\ ™~ clear from the figures. The conditions 1), 2), 3) 


are necessary and sufficient for a minimum of 
the integral J, if the case d and e coincident is excluded. 


*) Zeitschrift fiir Mathematik und Physik, Bd. 23 (1878), p. 369. In this article 
Erdmann also discussed the second variation for the general problem with variable 
endpoints. 

**) In an exceptional case, d and e may coincide. The analogous exception in 
the general problem with fixed endpoints, is when the endpoints are conjugates. See 
Osgood, Transactions of the American Mathematical Society, Vol 2, p. 166. 
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For the more general problem, where 


j= Fe, y,y) da, 


the conditions which correspond to 1) and 2) are already well-known. In 
the following pages the analogue to 3), the Jacobi criterion when the 
end-points are variable, is to be developed. 


§ 1. 
Critical points. 
We are to consider an integral J for which 
a) Fis regular, b) F>0, c) F,, >0*), 
in a certain region R of the zy-plane, and for every value of y’. The 
curves used will be supposed always in the form 


y = f(@) 

where f(x) is regular. In particular D and E are two curves which lie 
at least partly in the region R, and do not intersect there. C is a curve 
joining D and E, and lying entirely in R. The problem of the calculus 
of variations is then to find the necessary and sufficient conditions that 
the value of the integral J taken along the curve C form D to JL, shall 
be smaller than the corresponding value of J along any other curve joining 
D and E and lying in the neighborhood of C. 

Two of these conditions are well-known**) and can be stated here 
without further proof: 

I. C must be an extremal, in other words a solution of the differential 
equation ***) F 

F,—7z,5 7, = °. 

Il. C must cut both D and E transversally, i. e. in its intersection 

points 1 and 2 with the curves D and E the condition must hold, 


(1) F+(j'—y)F,=0 


*) Problems satisfying the condition c) have been named by Hilbert, regular 
problems. 
**) See for example, Kneser, Variationsrechnung, pp. 22, 30: Osgood, Sufficient 
Conditions in the Calculus of Variations, Annals of Mathematics, 24 Ser., Vol. 2, p. 105. 
***) Literal subscripts denote partial derivatives. The arguments of F' and its 
derivatives are always x, y, y’ referring to the curve C, unless otherwise indicated. 
The prime denotes total differentiation with respect to a. 
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where y, y’ refer always to the curve C, and y, y’ to D or E. The 
Jacobi condition to be found is a third condition upon the are 12 of C, 
which with I and II is necessary and sufficient for a minimum of the 
integral J. . 

In order to find this condition, we must first consider the critical 

points which arise in problems where one end-point only is variable. We 

D ‘ think for a moment of the curve C and D by 

_2—_>—-© "themselves, and suppose that C is an extremal 

cutting D transversally. Under these cireum- 

stances the curve D defines a critical point 

d on C, with the following characteristic 

property*), where J,, denotes the value of the integral taken along C 
from D to some point 3: 

If C is an extremal cutting a given curve D transversally (see figure), 
then Ji; is a minimum as compared with the values of J along other 
curves in the neighborhood of C joining D and the point 3, provided that 
the critical point d lies without the are 13. But Jj, is not a minimum 
if 1 and 3 inelude d between them. 

An example is the critical point of the length integral, which has 
been mentioned in the foregoing paragraphs. For that integral the 
extremal C is a straight line, and is transversal to a given curve D when 
perpendicular to it. The critical point on such a normal is the center 
of curvature. 

It has been shown in general that the position of the critical point 
d depends only upon the curvature of the curve D at its intersection 
point 7 with the transversal extremal C**). The abscissa of d is in fact 
determined by an equation 

H(", x) =0, 
where r, is the radius of curvature of D at the point 1, and H is com- 
pletely determined to a constant factor by the properties: 

1) H is an integral of the Jacobi equation 


(2) FyyH" + Fyy’+ Fyy — Fyy) H = 0; 
2) in the point 1, H satisfies the condition***), 
P, ; 
(3) G+ @)H.+ RH,’ =0, 
EEE 1 


*) See Kneser, 1. c. pp. 89, 97; Bliss, Transactions of the American Mathematical 
Society, Vol. 3, p. 132. 
**) Bliss, 1. c. The notation of the present article is slightly different, P, Q, R 
being used in place of P,, P,, Q. 
***) Numerical subscripts denote value of functions in the corresponding points 
of the figures. 


Jacobi’s Criterion when Both End-points are Variable. 73 


where —— 
P=F,Y1+y", 
v= (Ff o- ¥ Fay — y F, witay 
ia thats: y'F,, Nitk wire 
7 y—y)* 
R= Fyy 1+y¥? 


If we take any two linearly independent integrals U, V of the 
equation (2), and determine the constants in the general integral 


(4) 4U+6V 


so that the condition (3) is satisfied, then H is determined to a constant 
factor in the form 


‘ P, 20 
(5) Hr a)—(2+@Q)O+R 5 
where 

© = UV, — U,V. 


The coefficients P,, Q,, R, are completely determined by the directions 
of the curves C and D in their intersection point. If we consider D 
fixed only in so far as it cuts C transversally, that is only in direction, 
then its radius of curvature at the point 7 is defined by the expression 
(5) put equal to zero as a function of the abscissa of the critical point, 
and is found to have the value 


which will be of service later. 
The critical point has also an interesting geometrical interpretation. 
We suppose a one-parameter set of extremals 


(6) Y= 9(@, 7); 
regular in the region 
% L@Z%, v= Yo 

containing C for y = 7, and such that every extremal C, in the set cuts 
the curve D transversally*). The function 
a9(e,7) 

oy 
for y=, i. e. along the curve C, has the properties 1) and 2) of H, 
and its zero consequently determines the abscissa of the critical point. 
We have seen, namely, that a function satisfying these two conditions is 


9,(", 7) = 


*) For a proof that such a set can be determined, see Kneser 1. c. p. 109. 
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determined with the exception of a constant factor. It follows then that 
the critical point is the point of tangency of the extremal C with the 
envelope of the set (6). 


§ 2. 
A new necessary condition. 


When the conditions I and II of the preceding article are satisfied, 
then both of the given curves D and F define critical points d, e on the 
extremal C, and a third necessary condition is that the point d must not 
lie between 7 and e. Suppose for a moment 
that d does lie between 7 and the point e, 
and consider a point 3 lying on C between 
d and e, and also between 2 and e. From 
the properties of critical points as stated in 
§ 2, it follows that C is not a minimizing 
curve between the fixed point 3 and the 
fixed curve D, because the interval 73 includes the critical point d. In 
any arbitrarily small neighborhood of C, a curve C’ can therefore always 
be found joining D and 3 and giving to the integral J a smaller value 
than C gives; i. e. 





J's < dis. 
On the other hand C does minimize J between the curve E and the 
point 3, because the critical point e is outside the interval 23. Hence 
if the curve C’ is taken near enough to C, 


Jo's > das. 
By subtracting these inequalities we see that in every sufficiently small 
neighborhood of C, a cuve C’ can be found, such that 
Jig < dis. 
Consequently the point d can not lie between 7 and 3, and we have 
proven the following*): 
If C is a curve joining the two given curves D and E and satisfying 
the necessary conditions 1 and II, then a third necessary condition for a 
minimum of the integral J is, 
Ill. the critical point d of D must not lie between the point 1 (see figure) 
and the critical point e of E. 








*) It has been tacitly assumed that the continuation of the extremal C from 
2 to the points d and e lies in the given region R. This assumption could be avoided 
by making a direct proof from the second variation without the use of the auxiliary 
theorems of § 1. 
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§ 3. 
Sufficient Conditions. 


In order to find a set of conditions which are sufficient for a minimum, 
we assume that the necessary conditions I, II, II, are satisfied, and that 
a one-parameter set (6) of extremals 
has been found about C. Then on 
account of III, the derivative g, does 
not vanish anywhere on the are 12, 
and the equation 


y= p(x, ?) 
can be solved for y in the neighborhood 
of C. More specifically, if we consider the (x, y) points 





%,—9Letlx,+¢ 

%—FSySnH+e6 
then @ and 6 can be taken so small that the corresponding (xy) points 
of the extremals (6) simply cover a portion of the xy-plane, and constitute 
a so-called field*) about the extremal C. Every point (a, y) of this 
strip determines one and only one extremal which passes through it, or 
in other words the parameter y is a single-valued, indeed a regular, 
function of w and y in the field. 

It is easy to see that if @ and o are properly restricted, the function 
gy, will be different from zero in the entire field. A similar decrease in 
6 alone, if necessary, enables us to find a parameter representation of 
the curve D. The equation of D is 


y= 9), 
and the abscissae of its intersection with the extremals are defined by 
the equation 
(7) 9 (x) — v(x, vy) = 9, 
which has in particular the solution (z,, 7)). In this point the derivative 
of (7) for x, 


(e>0, 6>0), 


y-9= y ‘—y, 
can not vanish. Otherwise the equation (1) shows that the function F 
would also vanish in the point 7, which is contrary to our assumptions 
of § 1. Equation (7) admits therefore of a solution 


% = L(y) 


*) The interior of the dotted lines in the figure. See Bolza, Transactions of 
the American Mathematical Society, Vol 2, p. 424. 
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in the neighborhood of y,, and for a suitably restricted field D has the 
parameter representation, 


(8) t= X57), Y= H(t, 7). 
Similar equations with subscript 4 can be found for the curve EL. 


We now come to a function of y which plays an important role 
with respect to the minimum, namely the Integral 


Ja) = | Fe, 9, ¢) ae 


taken along an extremal C, of the field between the curves D and E. 
Its importance is a consequence of the following: 
Auailiary Theorem. A necessary and sufficient condition that 


diy = J (Y%) 


is a minimum with respect to the values of the Integral J along any other 
curves in the field between D and E, is that the function J(y) has a 
minimum at the point y = yy. 

The truth of the necessary part is easily seen, for if J(y,) were not 
a minimum of the function J(y), then in any neighborhood of C an 
extremal C,, could be found for which 


J(y) SI(%). 


On the other hand, suppose C’ is any curve whatsoever in the field cutting 
the curves D and FE in the points 5 and 4 respectively, and consider the 
particular extremal C, which passes through the point 4. Then C, gives 
to the integral J a smaller value than any other curve of the field 
joming D and the point 4*), so that 


I(v) SI. 
But if J(y)) is a minimum, it follows that 


I(%) <I(v) So, 

and we see that the value of J along C is less than its value along 
any other curve whatsoever of the field from’ D to EZ, so that a minimum 
is assured. 

It remains then to examine the behavior of J(y) in the neighborhood 
of y). The first derivative is**) 

*) This is a consequence of the field, which is a field for C, as well as for C, 
and of the fact that Fy yoo for all values of y’. See Osgood, Annals, l. c., p 119. 

*) The notations |‘, |, denote respectively plus and minus the value of the 
function indicated in the point 4. 
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dJ d 4 e r , f “4 
dy ay P, )| +f (9, F, (a, 9p, 9) + 9, F(x, ~, 9) }aa 


where 3 and 4 denote intersections of C, with D and FE respectively, 
and the derivative re refers to the parameter representations of D and E 


in these points. After a partial integration, on account of I, 


dJ dx , A 
dy ~ dp FGPRP) +E, ® &)),: 


If we substitute the value of i from the equation (7), we see that the 


part of i due to the curve D vanishes identically in y, because the 


extremals of the field are all transversal to the curve D. The remaining 
part is 


dJ l , n {4 
(9) dy dy EGP ¥) + 9, Fy (@ % )) 


or on account of the equation for E which corresponds to (7), 


dJ P , —_—s , , \4 
(10) dy ~y—y FOR Pt+9-YN FG): 


For y = y) this also vanishes, since C is transversal to E in the point 2, 
and J(y)) is therefore surely a minimum if ap is positive for y = 7. 

The value for the second derivative in the point 2 (y = y,) is found 
from equation (10) after some calculation*) to be 


(11) ay! = Pr yey (ge + Q) 9 + Boy] 


According to the necessary condition III which has been assumed to 
hold true, the critical point e can coincide with d, or lie to the left 
of d. It is desired to show that in the former case the expression (11) 
vanishes, and in the latter case is positive. 

When d and e coincide, then the integral g, of the equation (2) 
which determines d, and the integral which determines e, have a common 
zero. But two integrals of a linear differential equation of the second 
order which have a common zero can differ only by a constant factor. 


*) One must bear in mind that (1) holds at the point 2. 
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On the other hand the integral which determines e is uniquely defined 
by a condition in the point 2 similar to (3). It follows then that 


(= + Q) gy, + Ry, 


ait 





ad? ‘ — 
and consequently at vanishes when d and e coincide. 


If we consider the expression (11) as a function of the abscissa 
of e, then as e moves along the curve C the radius of curvature 1, is 
the only variable, because everything else depends only upon the direction 
of E, which does not vary. From § 1 the radius has the value 





ths dw <a 
pes Q°? 
Q2+R, 52 
where 
Q= UV, — U,V. 


We make use next of the theorem that any two linearly independent 
integrals of the differential equation (2) satisfy a relation *) 





UV’-—-UV= ¥. . ¢ = const. 
and find that the derivative of the expression (11) with respect to the 
abscissa of the point e, must have the sign of 
d P,; Po i Re 
der, Fyy' |? Fy y 2” 
a positive factor only having been omitted. This last expression is how- 
ever always negative, so that as the abscissa of ¢ decreases, i. e. where 
e lies to the left of d, the value of the derivative (11) is always positive. 
We have proven then the theorem: 
When the necessary conditions I, IL upon the curve C are satisfied, 
then a sufficient condition for a minimum of the integral J is, 
Ill’. the critical point e of the curve E lies between E and the critical 
point d of D. 








*) Found by substituting U, V in (2) and eliminating the terms in U, V. The 
constant ¢ must be different from zero, otherwise U and V could not be linearly 
independent. See Jordan, Cours d’Analyse, III, p. 152. 
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§ 4. 
Necessary and sufficient conditions*). 


In the preceding articles it was found that a minimum of the 
integral J can not possibly exist when the order of the critical points 
is de, but on the other hand a minimum surely exists when the order 
is ed. To prove a condition which is at the same time necessary and 
sufficient, we must consider the case where d and e coincide, that is 


ay , 
where ap vanishes for y = 7. 


According to the auxiliary theorem of article 3, the arc 12 of the 
curve C minimizes the integral J if and only if an odd number, 2s—1 
of the derivatives of J(y) vanish, while the derivative of order 2s is 
positive. In order to find a geometrical interpretation of this criterion, 
we consider a curve through the point 2, which like the curve D cuts 
all the extremals of the field transversally. Such a curve can be found 
by solving the differential equation 


, d , , 
(12) F(x, 9,9) + (74-9) Fy@, 9,9) =9, 


where the parameter y is regarded as a function of x and y in the field. 
There is one and only one solution Z of this equation which passes 
through the point 2, and it has a parameter representation 


(13) “v= Ls (y), = Y (5, Y)> 
similar to those of D and EF. The first derivative of the function 


Ky) =f F@, 9, 9) da 


for this curve 7, vanishes identically in y, as we see by referring to the 
equations (10) and (12), so that the value K(y) of the integral J taken 
along an extremal C, of the field between D and 7 is a constant inde- 
pendent of y. 

We compare next the derivatives of the functions J(y) and K(y) in 
the point 2(y=—y,). If the first derivative of J(y) vanishes, then it 
must be equal to the first derivative of K(y), and inasmuch as the 
function F' is different from zero, the equation (9) and the corresponding 
one for K(y) show that 

da, da? _ 6 
dy dy 

*) It should be remarked that the conditions here found are necessary and 
sufficient only for regular problems. 
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Similarly when both first and second derivatives of J(y) vanish, 


dx, d*x,|2 


dy — ap| = 9% 
and in general the conditions 
a" J da“ K 
dy" a dy" | we=1,2,---,2s—1, 
Pd. aK | Y= Yor 
dy** dy** 
are equivalent to 
A. 
dy" dy" u=1,2,---,2s—1, 
d**x,_ d**x, Y=: 
dy? dy 


But from the form of the parameter representations (8), (13) of FE and 
T it follows that these are the conditions which determine a contact of 
order 2s — 1 between those curves at the point 2, and furthermore one 
such that E lies entirely to the right of J in the neighborhood of the 
contact pot. We derive easily then the following theorem: 

If the curve C satisfies the necessary conditions I, Ul, Ul, and if T 
is the curve through the intersection of C and E which cuts all the extremals 
of the field transversally, then it is further a necessary and sufficient con- 
dition for a minimum of the integral J, that E and T have a contact of 
odd order in their intersection with C, such that E lies entirely on the 
opposite side of T from D in the neighborhood of the point of contact. 

The theorems of §§ 2, 3 were special cases of this one, where the 
contact was of the first order. 
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Untersuchungen iber die Darstellung willkurlicher Funktionen 
in der mathematischen Physik. 


Von 


Apour Kneser in Berlin. 


Viele Fragen der mathematischen Physik, besonders solche, die sich 
auf die Verteilung der Wiarme und auf Schwingungsvorginge beziehen, 
fiihren auf eine analytische Aufgabe, der Sturm und Liouville in den 
ersten Banden des Liouvilleschen Journals eine Reihe klassischer Ab- 
handlungen gewidmet haben, und die in folgender Weise ausgesprochen 
werden kann. 

Es seien g,k,1 drei in dem Intervall von = 0 bis x = X gegebene 
Funktionen von x, und r ein positiver Parameter. Bestimmt man dann 
V als Funktion von 2 durch die Differentialgleichung 


d dV - 
da (aq) + (gr) -0 
und verlangt, daB sie den Bedingungen 


dV 0 
kT — hV| =0, 





a) coca 
ko, + HV|'=0 

geniige, in denen durch h und H Konstante bezeichnet sind, so ist dies 
nur méglich, wenn dem Parameter r gewisse besondere Werte beigelegt 
werden. Man erhilt fiir ihn eine transcendente Gleichung, die, wenn fiir 
die Funktionen k, g, 1 angemessene Voraussetzungen gemacht werden, 
nur einfache positive Wurzeln r,, r,,--- besitzt. Die zugehérigen Funk- 
tionen V, welche bis auf einen konstanten Faktor bestimmt sind, seien 
V,, V,,-+-+; sie werden*) als die Normalfunktionen der betreffenden 
Aufgabe bezeichnet und haben die leicht erweisliche Grundeigenschaft 


*) Lord Rayleigh, Theory of sound I Nr. 118. 
Mathematische Annalen. LVIII. 6 
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x 
(2) SoV,,V.dx =0, 
0 


wenn mw und y verschiedene ganze Zahlen sind. Es handelt sich darum, 
eine in dem Intervall von x=0 bis x= X willkiirlich gegebene Funktion 
f(a) durch eine Reihe von der Form 


(3) f(#) = AV, + AV, ++ >> 
darzustellen, fiir deren Koeffizienten man, wenn die Entwicklung méglich 


ist und gleichmaBig konvergiert, auf Grund der Eigenschaft (2) sofort 
den Ausdruck 


= 
J 9f@ Vax 
(4) A, — +~——. 
J 9V24« 
0 


erhalt, indem man nach Fourier die Gleichung (3) mit g V, multipliziert 
und von 0 bis X integriert. 

Das Ziel, dem die vorliegenden Untersuchungen zustreben, besteht 
nun darin, unter méglichst allgemeinen Voraussetzungen zu beweisen, daB 
die mit den Koeffizienten (4) gebildete Reihe (3) die Funktion f(x) wirk- 
lich darstellt; dies gelingt, indem der Funktion f(x) im wesentlichen 
dieselben Beschrinkungen wie bei dem Dirichletschen Beweise fiir die 
Fouriersche Reihendarstellung auferlegt werden. Linzelne analytische 
Entwicklungen, die ich dabei benutze, sind durch die hierher gehérigen 
Arbeiten von Dini*), Harnack**), Poincaré***) und Stekloff+) angeregt 
oder aus ihnen entlehnt; der Grundgedanke aber kann in folgender Weise 
angedeutet werden. 

Die angefiihrten neueren Autoren benutzen simtlich ein von Cauchy+}) 
bei seiner Untersuchung der Fourierschen Reihe eingefiihrtes Hiilfsmittel; 
sie konstruieren eine Funktion einer komplexen Variablen r, welche x 
als Parameter enthilt, an Singularitaiten nur Pole r=~r, aufweist, und 
als Residuen die entsprechenden Glieder der Reihe (3) ergibt. Poincaré 
hat wie es scheint zuerst darauf hingewiesen, daB die Cauchysche Hiilfs- 
funktion dasjenige Integral der Gleichung 


*) Serie di Fourier e altre rappresentazioni analitiche, Pisa 1880. 
*™) Siichs. Ber. 1884. 
***) Théorie analytique de la propagation de la chaleur, Paris 1895. Rendiconti 
del circolo mat. di Palermo 1894. 
+) Annales de la faculté des sciences de Toulouse (2) III. 
+t) Exercices 1827, Oeuvres (2) VII. 
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A (tS) + (or —DV + fa) =0 


ist, welches den Bedingungen (1) geniigt. Hinsichtlich dieser Funktion 
von r benutze ich nur die leicht ersichtliche Tatsache, daB irgend ein 
Wert r, aus der Reihe ihrer Pole wegfallt, wenn der entsprechende Koef- 
fizient A, verschwindet; sind diese GréBen simtlich gleich Null, so ist die 
Cauchysche Hiilfsfunktion ganz, d. h. eine bestiindig konvergente Potenz- 
reihe des Arguments 7. Das ist aber, wie sich zeigen laBt, nur méglich, 
wenn die Funktion f(x) identisch verschwindet, und so gewinnt man den 
Satz, daB in dem Intervall von «= 0 bis x = X iiberall die Gleichung 
fla) = 0 

gilt, wenn alle A, verschwinden. 

Hieraus erschlieBt man durch die oben angedeutete Argumentation 
von Fourier die gewiinschte Gleichung (3), sobald deren rechte Seite 
gleichmaBig konvergiert, und der zweite Teil unsrer Arbeit besteht 
darin, Bedingungen aufzusuchen, denen die Funktion f(x) unterworfen 
werden muB, um fiir-die Reihe (3) die bezeichnete Eigenschaft zu sichern. 
Die erhaltenen Bedingungen werden dann einerseits méglichst erweitert; 
andrerseits untersuche ich die Vereinfachungen des Beweises, die bei 
engeren Voraussetzungen méglich werden und von Interesse sind, wenn 
man die einzelnen Probleme der mathematischen Physik mit eimem midg- 
lichst geringen Aufwande von allgemeiner Theorie behandeln will. 


I. Neue Theorie der Fourierschen Reihe. 


§ 1. 
Vorbereitungen. 


Es sei f(a) eine von «= 0 bis x = stetige Funktion, @ eine Kon- 
stante; setzt man 


p= (2) =+ ff(@) sin e(e—2) de, 
0 

so findet man pe 

p (#) = —Jf(@) cos e(«—2) da, 

0 
P"(@) =—f@) —e fF(@) sin e(«—2) de, 
0 

und sieht unmittelbar, daB p ein Integral der Gleichung 


(1) CY + oy + f(a) =0 


6* 
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ist, und zwar dasjenige, fiir welches 
2) p(0) = p'(0) = 


Aus einer Lésung dieser Gleichung findet man aber andere, indem man 
beliebige Integrale der re 


os 4+ ey = 0 
addiert; vier Lésungen der Gleichung (1) sind demnach, wenn durch C 
Konstante bezeichnet werden, 
u=p-+ C, sin e2, v=p-+ C, cos ez, 
w=p-+ C, sin oz, s=p+ C, cos ez, 
und die Gleichungen (2) ergeben 
u(0)=0, v(0)=0, w(0)=90, s(0)= 
In diesen Ausdriicken bestimmen wir die Konstanten C durch die 
Forderungen 


u(x)=0, v(x)=0, w(x) =0, s(x) =0; 

dann bieten die vier GréBen uw, v, w, s alle vier méglichen Fille dar, in 
denen an jeder der Stellen 2 = 0 und « = a entweder die Funktion, oder 
ihre erste Ableitung verschwindet, und man erhiilt fiir die Konstanten C 
folgende Bestimmungen: 

p(x) +C, smex=0, p(x) —Cosingx=0, 

p(x)+C,ocosex=0, p(x) +C, cosox=0. 
Hieraus folgt weiter 
@ p(x) sin ex — e p(x) sin -. 











v= 
e sin ex 

yp = 22) sin ea + p(x) cos a 
e sin ex 

‘mad @ p(x) cos ex — p(x) sin -. 
@ COS Ox 

im @ p(x) cos ex — e p(x) cos 2. 





@ COS Ex 
und da die Ausdriicke fiir p(x) und p’(x) zeigen, daB op(x), op(x) und 
p(x) ganze Funktionen von @ sind, so gilt dasselbe von den Zihlern der 
Briiche u, v, w, s, und zwar sind diese, wie man leicht sieht, bei « und v 
gerade, bei w und s ungerade Funktionen von g; sie mégen der Reihe 
nach durch G,, G,, G,, G, bezeichnet werden, sodaB 
G, (@) ow G(@) w= GQ) oon G,(@) " 


esinex’ @ sinen’ e cos ex’ @ COS Ox 
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Man findet dann leicht 
G,(0) = G,(0) = G,(0) = 0, G,(0) = p'(a)e=° = fi f(a) da; 


da nun G,(@) und G,(g) gerade Funktionen sind und eg = 0 im Nenner 
von wu und v eine doppelte, im Nenner von w und s eine einfache Null- 
stelle ist, so ist g =O ein Pol nur bei v, und auch hier nur, wenn G,(0) 
von Null verschieden ist. 

Wenn ferner » eine positive ganze Zahl oder Null ist, gelten die 
Gleichungen 


G, (») =— np(x) sinnxz = — sin na f f(a) sin n(e—z) da, 
0 
G,() = +p (x) cos nx = — cos nx { f(a) cos n(a@—2) da, 
0 


G; (n+ =) =— p’(z) sin (n+ )a—sin (nt)« f f(«)oos (n+3) (a—x) da, 
0 
G, (n+ =) =— (n+) p(x) cos (n+) x 
= — cos (n+ ) «fro si sin (n+ =) («— m) de, 


oder kurz, da die Funktionen G entweder gerade oder ungerade sind, 


G, (+n) =+sinnz f f(a) sinnade, 
0 
G, (+) = + cos na f F(a) cos na de, 


(3) 
G(+(n+4))= + sin (n+ + Jaf rein n+ +) ade, 


G,(+(n+4))= + cos (n42 )x freon n+ +) ada. 


Nun sind o=-+n die Nullstellen der Nenner von u und v, ge=+ (n+) 


diejenigen der Nenner von w und s, und alle diese Nullstellen sind, ab- 
gesehen von 9g =0, von der ersten Ordnung; verschwindet also z. B. G,(n), 
so ist der betreffende Wert von m sowie auch —~ nur scheinbar eine 
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singulare Stelle von w, und Entsprechendes gilt, wenn eine der anderen 
GréBen (3) verschwindet, wihrend x ein beliebiger der Werte von 0 bis x 
sein kann. Bestehen alle Gleichungen 
G, (n) = 0, 

so hat w tiberhaupt keine Singularitit fiir endliche Werte von g, ist also 
eine ganze Funktion; das analoge Resultat ist fiir v, w und s leicht aus- 
zusprechen, wobei’ zu beachten ist, daB, wie bemerkt, die Funktion v 
ihren doppelten Pol @ = 0 unter der Bedingung G,(0) = 0 verliert. Man 
erhalt somit folgendes Resultat: 

Besteht eine der vier Gleichungen 


{re) sin nada = 0, [r©) cos nada = 0, 
0 % 


fre sin (n+ =) ada = 0, {re cos (n+ x) ada =O 


fiir alle nicht negativen ganzen Werte von n, so ist im ersten Falle u, im 
zweiten v, im dritten w, im vierten s eine ganze Funktion von 9, und zwar 
fiir alle dem Intervall von 0 bis x angehirigen Werte von x. 


g 2. 


Der Fal, daB alle Koeffizienten einer Fourierschen Reihe 
verschwinden. 


Ist eine der Funktionen u, v, w, s ganz, so muB, wie wir zeigen 
wollen, die Funktion f(x) identisch verschwinden. 

Zu diesem Zweck gehen wir davon aus, daB in den Ausdriicken 
u, v, w, s Zahler und Nenner immer zugleich gerade oder ungerade 
Funktionen von g sind, daB also irgend eine dieser GréBen, etwa u, wenn 
sie eine ganze Funktion von @ ist, in der Form 
(1) U = Uy + 4,97 + uot + --- 
entwickelt werden kann. Die Koeffizienten u,, u,,--- sind stetige Funk- 
tionen von x und haben stetige erste und zweite Ableitungen, da dies 
von p(x) und den iibrigen in den Zihlern G,(g),--- vorkommenden 
Funktionen von « gilt; aus der Form des Ausdrucks p(x) ist ferner 
ersichtlich, daB die Reihe (1) nach « gliedweise differenziert werden darf 
und, wenn @ festgehalten wird, im ganzen Intervall von x = 0 bis x =z 
gleichmaBig konvergiert. 

Substituiert man die angegebene Reihe fiir u in die Differentialgleichung 

wu’ + eu + fle) =0, 
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und setzt die Koeffizienten der einzelnen Potenzen von g* gleich Null, 
so erhait man 
(2) Uy + f(x) = 0, uy” + uy = 0, uy” + 4, =0,-- 
Multipliziert man von den hier vorkommenden Formeln 

Wnsi + Un = 9, UW, + Uy 4 =0 


die erste mit u,, die zweite mit u,,,,, so ergibt sich 


(3) fu U, Uda = funds, fu 410, dx worn, U,_, ax. 
0 


Andrerseits erhalt man durch zwei partielle Integrationen 


, 
(4) f wu m+1 dx _ Un +1 Uy — _ Un |p " + fw uw, +1 dz, 


und in allen diesen Formeln kann man den Buchstaben uw durch v, w 
oder s ersetzen, indem man von den Entwicklungen 

v= %+ 107 + HOt +- 
(5) w=w, +w,0? + wo +--:, 


S = S + 3,97 + 80*+--- 
ausgeht. 


Jetzt bedenken wir, daB fiir beliebige Werte von @ die Gleichungen 
u(0) = u(x) =0, vo (0)=v' (x) =0, w(0)= w(x) =0, 
s'(0) = s(x) = 0 
bestehen; differenzieren wir dieselben nach 9°, so folgt, wenn die Ent- 
wicklungen (1), (5) vorausgesetzt werden, 
u,(0) = u,(x)=0,  v,/(0) =», (a) = 0, 
w,(0)=w,'(n)=0, 3,0) = s, @) =0, 
woraus man unmittelbar schlieBt, daB 
(6) Un41 Up a Uy Min 41 i" = 0, 
und daB diese Gleichung richtig bleibt, wenn man w durch v, w oder s 
ersetzt. Demgemi8 ergeben die Formeln (3), (4) 


na na 


cme Uy, AX = forint, dx 
0 0 


nebst drei Relationen derselben Form fiir v, w und s; das Integral auf 
der rechten Seite ist also nur von der Summe m +” abhangig und kann 
demnach durch J, 


m+n 


bezeichnet werden. Es ist offenbar analog jenem 
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Integral gebildet, das Schwarz bei der Integration einer partiellen Dif- 
ferentialgleichung eingefiihrt hat*). 

Eine hiufig benutzte Argumentation geht dann, indem man unter 
a, B beliebige reelle Konstante versteht, von der Identitit 


[ (ety 41 + Bu, _,)° da = Vsny2%* + 2 U;,«B + U3s,-28° 
0 


aus; da die rechte Seite eine quadratische Form der Argumente «, £ ist, 
die nicht negativ werden kann, so kann ihre Determinante nicht positiv 
sein, d. h. 


(7) US 7 Usa-s Usnis - 0. 
Ware nun 


Una J wtde =0, 


so miiBte u, als stetige Funktion von x in dem ganzen Integrationsinter- 
vall verschwinden, woraus sich den Relationen (2) zufolge dasselbe fiir 


Un—1> Ua—g,°** Und schlieBlich fiir u, und f(x) ergeben wiirde. Wenn 
also f(a) an mindestens einer Stelle des Intervalls von 0 bis x von Null 
verschieden ist, so sind die GréBen U,, U,, U,,--- samtlich positiv und 


die Ungleichung (7) ergibt 
(8) 


AS 


r SU, 


Ss q 
lA 
AS 
IA 


Von hier aus kommt man leicht zu dem weiteren Resultat, daB u 
nicht fiir alle Werte von x in dem Intervall von 0 bis a eine ganze 
Funktion von g@ sein kann. Bei dieser Annahme wire nimlich, da die 
mit «, multiplizierte Reihe (1) von x =0 bis « = a gliedweise integriert 
werden darf, auch die Reihe 


(9) dae ug? + rigtty 9? + gry! + +=) =U,+U,90?+ U,0+::: 
d. 


eine ganze Funktion von g und bliebe ganz, wenn man die ungeraden 
Potenzen von g’ striche. In der so erhaltenen Reihe sind aber die 
Quotienten jedes Gliedes durch das vorhergehende 

Te’ Ue’ Ue... 

—* _—" a ” 
also den Relationen (8) zufolge nicht kleiner als der erste von ihnen, der, 
da U, von Null verschieden ist, gréBer als Eins ist, sobald man fiir 9? 
einen angemessenen positiven Wert nimmt. Die Reihe (9) ist demnach 








*) Schwarz Abhandlungen I, 8. 247. 
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sicher nicht bestindig konvergent, es sei denn, da alle GréBen U,, U,,--: 
den Wert Null haben, d. h. daB f(z) in dem oben angegebenen Umfange 
identisch verschwinde. 

Beriicksichtigt man noch, daB die an die Gleichung (6) gekniipften 
Schliisse wie diese selbst giiltig bleiben, wenn man den Buchstaben wu 
durch v, w oder s ersetzt, so kann das erhaltene Resultat auf Grund des 
in § 1 Bewiesenen in folgender Weise ausgesprochen werden: 

Ist f(x) eine in dem Intervall von «= 0 bis x= stetige Funktion 
und gilt eins der Gleichungssysteme 


{F(@) sin nada = 0, {re cos nada = 0, 
0 9 


fro sin (n+ >) ada =, fre cos (nt >) ade =0Q, 


indem man unter n alle positiven ganzen Zahlen oder Null versteht, so hat 
f(x) in dem bezeichneten Intervall iiberall den Wert Null. 


§ 3. 
GleichmiBige Konvergenz und Summe der Fourierschen Reihe. 


Das Resultat des § 2 fiihrt leicht zu dem Satze, daB irgend eine 
der Reihen 


1, a 
R, = 2 >’ sin v2 [t() sin veda, 
n 1, n 
R, = = [fe da + < > cos va [re cos vada, 
% . % 
0, © n 
R,; = = a” ak sin (v+>)ada, 


= EST om( v+s = fe cs v+- 3) ada, 


in dem ganzen Intervall von 0 bis x mit f(x) iibereinstimmt, sobald sie 
in diesem Intervall mit EinschluB der Grenzen gleichmaBig konvergiert 
und demnach eine stetige Funktion von z ist. Dann kann man die ent- 
sprechende der Reihen 


R, sinnz, R,cosnz, R, sin (n+ +) z, R, cos (n+ =) x 








SS EE os EER SLE TT TE 


| 
4 








90 Avotr Kneser. 


gliedweise von 0 bis a integrieren und findet, wenn » und m verschiedene 
ganze Zahlen sind, vermittelst der Gleichungen 


nm a a 
oJ 
, P F 1 , 1 
fin nx sin madx= J cos nx cos mxdx = | sin (n+) x sin (n+) dz 
e e 
0 0 0 


— feos (n+3)2 cos (m+) «dx =0, 
an 


bs 4 
font near ~ feo nada fein (n+5 sede fem (n+ 5)edz = = 
0 


eins der Resultate 


na 


fw, —f(x)) sin nadz=0, fe) cos nxudx =O, 
“ 0 


f&-Fe) sin (n + 5) rdz=0, fete) cos (n+ 5 ) adz=0, 
0 0 


womit nach § 2 eine entsprechende der Gleichungen 


f@)=R, f@)=k, f=, fa) =*, 
bewiesen ist. 

Um diese Bemerkungen fruchtbar zu machen, suchen wir Bedingungen, 
unter denen eine der Reihen R in dem angegebenen Bereiche gleichmabig 
konvergiert. 

Die Funktion f(x) habe zunachst in dem Intervall von 0 bis z stetige 
erste und zweite Ableitungen; dann findet man fiir die Koeffizienten der 
Reihen R, indem man zweimal partiell integriert, folgende Ausdriicke: 


n 


na i m \x 4 
[r@sinneda——fosnne + = Atte 
| e 
0 0 





f(«) cos na f’ («) sin ne 
= n + n* 





-s fre sin nada, 


na 


see fren sin ne da 


n 


fre cosnede= fa) sinne 
0 





4a) — Ripe three {reasoned 


n 





ia 


x 
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1) |= > 
[re sin a a ty [reeves (n+3) ede 
- n+>5 n+ — 





0 2 
0 0 


f(a) cos (n+ >) «  f'(«)sin (n+ 5)q ; 








n+ ; (n -f 3) lo 
- aay fr sin (n+ >) ada, 
0 
: «) sin {2 be! y : 
0 0 
f(a) sin (» + >) « ff (e) cos (» + :) « r 








pH) 
ea crap foe lot ee 
0 


Hieraus ist ersichtlich, daB die Koeffizienten der Reihe R, bei der 


Annahme 
| f(0) = f(a) =0 
die Gestalt 
y 
ni 


haben, wobei Y zwischen endlichen von » unabhingigen Grenzen verbleibt; 
dasselbe gilt demnach auch von den Gliedern der Reihe R,, welche somit, 
wie der Vergleich mit der Reihe 

1 1 1 

tgetget 


lehrt, unbedingt und gleichmaBig konvergiert. Abnliche Schliisse macht 
man fiir die Reihe R, ohne irgend eine Voraussetzung betreffs der Werte 
f(0) und f(z), fiir R, bei der Annahme 


f(0) al 0, 
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und fiir R, bei der Annahme 
f() = 
damit ist nach den zu Anfang dieses Paragraphen gemachten Bemerkungen 
folgender Satz bewiesen: 
Ist die Funktion f(x) nebst ihrer ersten und zweiten Ableitung in dem 
Intervall von x = 0 bis x == stetig, so gilt fiir dieses die Gleichung 
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nm 1l,@ nm 
f(x) = = f(a) da + = a cos ve. f(a) cos vada; 


wird ferner vorausgesetat 


f(0) = f(x) = 
so ast 
1,@ 


f(x) = 2. > sin ve fT sin vada; 


endlich hat man bei der Annahme 


f(0) = 
die Gleichung 
0, 


f(z) = 2 > sin (v+ 2) fre si sin (v+- >) ada 


und bei der Annahme 


f(x) = 
die Entwicklung 


0, & 


f(z) == > cos ( vt+5 )= free v+- =) ade. 


v 


In jeder dieser vier Gleichungen konvergiert bei der zugehorigen Voraussetzung 
die rechte Seite von x =0 bis x =a gleichmidfig und absolut. 

Die Darstellung einer stetigen mit stetiger erster und zweiter Ab- 
leitung versehenen periodischen Funktion f(x) durch die nach Cosinus 
und Sinus fortschreitende Reihe ergibt sich jetzt sehr leicht; hat man 
naimlich 

F(ax#+2xz)=F(x), F(—x)=F(4+2), 
so setze man 


f (2) = F(@) — se x). 


; 
dann ist 


(0) =f@=9, f(-—2)=—f@), 
und unser Satz gibt fiir f(x) eine Reihe R,, welche auch fiir das Inter- 
vall von — = bis 0 gilt. Setzt man ferner 
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F(x) + F(—2) 
9%) = 


sodaB 

9(— 2) = 9(2), 
so erhalt man fiir g(x) eine von —a bis +a geltende Cosinusreihe, 
woraus sich vermittelst der Gleichung 


F(x) = f(@) + 9(@) 
das gesuchte Resultat ergibt. 

So einfach und im einzelnen bekannt diese Entwicklungen sind, schien 
es mir doch von Interesse, die Theorie der Fourierschen Reihe unter 
Voraussetzungen, die in sehr vielen Anwendungen ausreichen, ohne jene 
feineren Betrachtungen zu entwickeln, die das Wesen des von Dirichlet 
gegebenen Konvergenzbeweises ausmachen und auch in den auf dem 
zweiten Mittelwertsatze beruhenden Beweisen implizite enthalten sind. 
Allerdings sind unsere Voraussetzungen keineswegs bei allen Anwendungen 
zulaissig; man denke nur an die Theorie der gezupften Saite*), bei welcher 
Unstetigkeiten von /f’(”) auftreten, und an die harmonische Analyse in 
der Wechselstromtechnik**), bei welcher unstetige Funktionen f(#) ¢ar- 
zustellen sind. 


g 4. 


Allgemeinere Bedingungen der Konvergenz. 


Wir sagen im AnschluB an Poincaré, eine Funktion sei der Dirichlet- 
schen Bedingung unterworfen, wenn sie als Differenz zweier monotoner 
Funktionen dargestellt werden kann, d. h. zweier Funktionen, deren jede 
entweder nicht zunimmt oder nicht abnimmt. Speziell geniigt, wie man 
leicht sieht***), eine Funktion der Dirichletschen Bedingung, wenn sie 
nur eine endliche Anzahl von Unstetigkeiten und Extremen aufweist, wie 
es Dirichlet selbst in seiner klassischen Abhandlung tiber die Fouriersche 
Reihe voraussetzt. Ubrigens hat jede der Dirichletschen Bedingung unter- 
worfene Funktion eine beschrankte Schwankung und umgekehrt; ferner 
ist jede solche Funktion integrierbar*+). 

Es seien nun F(x) eine monotone Funktion, e, §, y Konstante, 
£,,, Werte zwischen & und 7; dann gibt der zweite Mittelwertsatz die 
Formeln 








*) Helmholtz, Vorlesungen iiber Akustik § 35. 
™) Perry (Fricke-Siichting) Analysis fiir Ingenieure § 134. 
*“) Picard, Traité d’analyse I, Kap. 9, Nr. 13. 
+) Jordan, Cours d’analyse, 2. Aufl., I, Nr. 67—72. Poincaré, Théorie ana- 
lytique de la propagation de la chaleur Nr. 37, 








" 
J F@ sin ea da = F() 
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A F()[cos e& — cos e&, | + F'(n)[cos e§, — cos en] 





§ y 
sin ga da + F(x) f sin oada 
f 








" 


@ 




























man kann also setzen 


¥ 


Funktion ist, die Gleichungen 


[Fo cos pueda — FE)einen, — sin ef) + F(a)(sin en—sin en,), 


" 
[Fo sin guda=-%, 


wobei Y, und ¥, absolut kleiner sind als das Vierfache des gréBten ab- 
soluten Betrages der Funktion F(x). Daraus folgen unmittelbar, wenn /(2) 
eine von £=€ bis x=y der Dirichletschen Bedingung unterworfene 


u u 
fie) sin ec da=", [© 008 cade =", 


e ? 


4 


[Fo cos pada = * ; 


s 





in denen ebenfalls die GréBen Y zwischen endlichen, von g unabhingigen 
Grenzen liegen; sie sind als Differenzen zweier GréBen Y, oder Y, dem 
absoluten Betrage nach kleiner als das Achtfache des gré8ten absoluten 
Betrages der beiden monotonen Funktionen, deren Differenz f(x) ist. 

Hat f(x) die bezeichnete Eigenschaft in einem gréBeren, die Werte 
€ und 7» umfassenden Intervall J, in welchem wir uns £ und y verinder- 
lich denken, so kénnen die GréBen Y in Grenzen eingeschlossen werden, 
die von g, € und y unabhingig sind; denn diese Grenzen kénnen in der 
angegebenen Weise durch die gréBten absoluten Betriige der im Intervall J 
monotonen Funktionen ausgedriickt werden, deren Differenz f(x) ist, also 
durch Werte, die offenbar von § und 7 nicht abhingen. Hiervon wird in 
den spiiteren Abschnitten vielfach Gebrauch gemacht. 

Auf Grund dieser Bemerkungen zeigen die Formeln (1) des § 3, 
wenn man nach der ersten partiellen Integration stehen bleibt, daB die 
Reihen R,, R,, R,, R, schon dann absolut und gleichmaBig konvergieren, 
wenn die iibrigen Voraussetzungen des § 3 fiir f(a”) festgehalten werden, 
hinsichtlich der Ableitungen aber nur festgesetzt wird, daB f’(x) der 
Dirichletschen Bedingung geniige, wihrend die zweite Ableitung nicht 
einmal zu existieren braucht; denn fiir jede der vier Reihen ergibt sich j 
das allgemeine Glied in der Form 


¥ 


n? ? 

















— 
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wobei Y zwischen endlichen von » unabhingigen Grenzen liegt. Der Satz 
des § 3 bleibt also richtig, wenn unter f(x) nur eine von x =0 bis r=2 
stetige Funktion verstanden wird, die eine der Dirichletschen Bedingung unter- 
worfene erste Ableitung besitet. 

Hiermit diirfte die Theorie der Fourierschen Reihe fiir alle An- 
wendungen, bei denen keine unstetigen Funktionen darzustellen sind, in 
geniigendem Umfange begriindet sein. 


§ 5. 
Riickblick auf die Dirichletsche Theorie. 


Um aber unsre Untersuchung so allgemein wie méglich gestalten 
zu kénnen, miissen wir auf den Grundgedanken des Dirichletschen Beweises 
zuriickgehen, den man fiir jede einzelne der vier Reihen R mit geringer 
Modifikation durchfiihren kénnte, da sich bei ihnen allen die ersten 
nm Glieder in ahnlicher Weise wie bei der gewdhnlichen Fourierschen 
Reihe summieren lassen. Noch bequemer ist es, diese Reihen als spezielle 
Fille der gewéhnlichen Fourierschen Reihe aufzufassen, was nach ein- 
fachen Substitutionen auch bei R, und R, méglich ist. 

Die Funktion f(x) geniige auf der Strecke von x=—a bis r=+2 
der Dirichletschen Bedingung; daraus folgt*), daB sie bei der Annaiherung 
an eine Unstetigkeitsstelle von links oder rechts her bestimmten Grenzen 
zustrebt, die wie gewohnlich durch f(a — 0) und f(a +0) bezeichnet werden 
mégen. Sie sei ferner periodisch mit der Periode 2, sodaB allgemein 


fw+2x+0)—fle+0), f(e+2x—0) =f(e—0) 
gesetzt werden kann. Wenn nun vorausgesetzt wird 


—a<a<t+a, —aSg<hdx, 
und die Reihe 


h h h 


1,@ 1,@ 
= f(a)da + = Sos vx J f(a)cosvada += sin vi J f(a)sinvada 
9g : g ” g 


durch R%* oder nétigenfalls durch R(x)%* bezeichnet wird, so kénnen 
die wichtigsten Ergebnisse der Dirichletschen Theorie in folgender Form 
ausgesprochen werden: 

I. Wenn f(x) iiberall stetig ist, konvergiert R-%* auf jeder endlichen 
Strecke gleichmaBig**). 


*) Poincaré, Théorie analytique de la propagation de la chaleur, Nr. 37. 
**) Picard, Traité d’analyse I, S. 239. 
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Il. Wenn 
z>g, x—g< 2a, 
so ist 
Roe =+f(«—0); 
wenn dagegen 
a<h, h-x< 2a, 
so ist : 


Rs' = = f(x +0). 





Ill. Wenn entweder 
r<g, h—x< 22a, 
oder 
z>h, L£—g< 2a, 
d. h. wenn a auBerhalb der Strecke von g bis h liegt und von keinem 
ihrer Punkte den Abstand 2z hat, so ist 
Re* = 0. 

Um diese Eigenschaften, soweit es geht, auf die Reihen R,,---, R, 
zu tibertragen, werde jetzt unter f(x) eine Funktion verstanden, die nur 
im Intervall von «=0 bis =a gegeben ist und der Dirichletschen 
Bedingung geniigt, und werde angenommen 


O0<9g<h<z, O<r<z. 


Ferner sei R%* die Reihe, welche aus R, entsteht, wenn man im Koef- 
fizienten jedes Gliedes die Integrationsgrenzen 0 und a durch g und h 
ersetzt; genauer werde die so erhaltene Reihe durch R,(x)** bezeichnet. 
Fiir negative Argumente werde f(x) in verschiedener Weise definiert. 

1) Es werde festgesetzt 
(1) f(—2)=—-f(), f(@+2x)=f(); 
dann gelten die Gleichungen 


fre) sin vada = fice sin vada, 


Sf@) cos vada = fie) cos va da, 


und aus ihnen folgt sofort 
(2) Ro* = Re — R-4-*. 

Nun ist die durch die Gleichungen (1) definierte erweiterte Funktion 
f(x) im allgemeinen an den Stellen = 0 und x = +72 unstetig; unter 
der besonderen Voraussetzung 


{(0) =f) =9 











t. 


on 
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fallen jedoch diese Unstetigkeiten weg, und wenn f(x) auBerdem von 
xz=0-bis = 2 stetig ist, so zeigt die Eigenschaft I kombiniert mit der 
Gleichung (2), in der man g=0O und h=a setzt, daB die Reihe R%* 
in dem bezeichneten Intervall gleichmaBig konvergiert. 
Wenn ferner 
a>a>g20, 
so ist 
r—g< 2a, x —(—2) < 2a; 

in der Eigenschaft Il kénnen also x und g, in der Eigenschaft III die 
Werte —z und —g fiir g und hk genommen werden und man findet 


1 
tam —f(z—0), R%*-*=—0, 
also 
1 
(3) Rp = 1 f(@—0). 
Ebenso ergibt sich, wenn 
a>h>x>0 
ist, die der Formel (3) analoge 
1 
(4) Rp = + f(e +0). 
Endlich gilt nach III bei einer der Annahmen 
O<a4<g, a>z>h 
die Gleichung 
(5) Rp* = 0, 
da x auBerhalb der Intervalle von g bis h und von —g bis —h liegt, 
und von keinem ihrer Punkte den Abstand 2 hat. 
2) Erweitert man die Definition von f(x) durch die Gleichungen 
f(—2) =f(@), f(2@+2x) =f(@), 


so findet man leicht 


h —h 
Sf) sin vada = SF@ sin vada, 


h —h 
SF@ cos vada = —ft(@) cos vada, 


und hieraus 
h 1,@ h 
(6) Ro* — R-9-* — Ror — = ff) da + >= cos **, f(a) cos vada, 


Dabei ist die erweiterte Funktion von x =g bis =h stetig, wenn dies 
von der urspriinglichen gilt; die Eigenschaft I ergibt also daB die Reihe 
RY* von « =0 bis x = a gleichmibig konvergiert, wenn f(«) auf dieser 
Strecke stetig ist. 
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Man findet ferner aus der Gleichung (6) genau wie unter 1) die 
Gleichungen (3), (4), (5), in denen R, fiir R, gesetzt ist, unter den dort 
ausgesprochenen Voraussetzungen. : 

3) Um f&hnliche Entwicklungen fiir die Reihe R, durchfiihren zu 


kénnen, werde : 
f (2x) = f(@) 

gesetzt, sodaB f zunichst nur von z=0 bis z= = gegeben ist; in 
weiterem Umfang definieren wir durch die Gleichungen 
(7) F(a—2)=F(2), 7 (-2)—-F(@), 
aus denen die Periodizitat 

f(x +2x) =f (2) 
folgt, soda8 f unter 1) fiir f gesetzt und zur Bildung einer Reihe R, 


benutzt werden kann, die wir durch R, bezeichnen. Nun findet man 
leicht aus der ersten Gleichung (7) 





SF@ sin 2vada = SF@ sin 2vada, 


S7@ sin (2v+1)ada ~~ fie sin (2v+1)ada, 
und hieraus 


0,@ h 
Rp — Rz-o7-* — S$) sin (2v+1)x ff («) sin (2v+1) ada 
v g 


0, @ 2h 
2 ° : 1 
=— >» sin (2v+1)2 ff(a) sin(v+—) ada 
a 2 Ji ( ( 2) 
= R22), 
oder auch 
= 
_ a\2 % 7 . = x£ 
®) R(z)  — (3) 
Diese Gleichung ergibt bei einer der Voraussetzungen 
(9) z>a“>g>0, «x>h>«>0, 
da dann ~ auBerhalb der Strecke von 2 — = h bis x — = g liegt, also 


2 
der Gleichung (5) zufolge 


-1ig”-1 
a g%% he 


= Re". 


am 1o2- 1, 
— 2 2 
R, (5). om 
ist, die einfachere Formel 


ne ae 


mH (5) 
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und die Gleichungen (3), (4) zeigen sofort, je nachdem die erste oder 
zweite Voraussetzung (9) gilt, 


2 1 1 
By" = 37 (¢—-9%) = sf(e—9) 
oder 
2, 1 z/2 1 
Ro = sf ($+) = >f(#+0). 
Ferner erhailt man, wenn eine der Ungleichungen 


O<4<qg, x>xz>h 
gilt, aus der Gleichung (8), da in beiden Fiillen auch 





o<a—Sh<a—sTg 
ist, die Folgerung 
Rj" =0. 
Damit sind auch fiir R, Gleichungen von derselben Form wie (3), (4), 
(5) unter denselben Voraussetzungen nachgewiesen. 

Was endlich die Eigenschaft I betrifft, so ist davon auszugehen, dab 
f(x) im allgemeinen an der Stelle z= 0 unstetig ist, und daB diese Un- 
stetigkeit wegfallt bei der Annahme 
(10) £0) = 
die an der Stelle «=a erscheinende Unstetigkeit von f(x) braucht 
nicht beachtet zu werden, da auf der linken Seite der Gleichung (8) 


nur f (5) vorkommt. Die EHigenschaft I ergibt also bei der Voraus- 


setzung (10) und wenn f(x) von x = 0 bis « = =a stetig ist, daB die Reihe 
R%* auf dieser Strecke gleichmaBig konvergiert. 

4) Die Reihe R, bedarf keiner besonderen Betrachtung; denn die 
Identitiat 


sin ( (o+> =f sin ( sin (v+ 5) ada 
a—h 


= cos (»+5) (x2) | fa—) cos (v+<) ada 


zeigt, daB die mit der Funktion f(~—) gebildete Reihe R7-%*-* mit 
der friiher betrachteten Rg’ identisch ist. Man sieht hieraus leicht, dab 
die fiir R, erhaltenen Resultate auch fiir R, gelten mit der einen Modi- 
fikation, daB in der Gleichung (10) die linke Seite durch f(x) ersetzt wird. 

Die ganze Entwicklung dieses Paragraphen ergibt, daB Verschieden- 
heiten bei den Reihen R, nur da auftreten, wo es sich um die Eigen- 
schaft I und ihre Ausdehnung handelt; die bei der Reihe R, in den 
7" 
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Gleichungen (3), (4), (5) ausgedriickten Eigenschaften kommen unter genau 
denselben Voraussetzungen auch bei den iibrigen Reihen vor. Fiihrt man 
jetzt die neuen Bezeichnungen 
Z hZ 
s-=, f(F)- 9), §= 4, ga¥ 
ein, so entsprechen den Intervallen von x =0 bis x=a und von rx=g . 


bis z=h die Strecken von z= 0 bis e= Z und von z= bis z=, in 
deren erster y(z) der Dirichletschen Bedingung geniigt, und die Reihen 
R»* werden, wenn man nach wachsenden Werten von vy ordnet: : 





1,o y 
5 P sin Z Jr sin eee da, 
1 : 2 << 24 : ™ 
v Vvua 
Zz [9@ae + Z> % Jo cos ~F 
é v 
_— J 1 
. 1\ zz . 
Zz a sin (v+ =) 79 sin (v+ 3) GF ta 


0, @ 


3 cos (V+ )F [vce ( v+ =) 7 te; 


v 





bezeichnet man daher eine dieser Reihen durch R", so zeigen die erwihnten 
gemeinsamen Resultate bei der stets geltenden Voraussetzung 


O0<§<n<Z 
folgendes. Wenn eine der Annahmen 
Z>2z>, y>e>0 
gemacht wird, so folgt die entsprechende der Gleichungen 


1 1 
Re=>g(e—0), R= > g(e+0); 


Wenn dagegen eine der Beziehungen 


O0<e<§, ZS>2>7% 
gilt, so ist 
Rin = 0. 
GleichmaBig konvergent ist die Reihe R°** von z=0 bis z= Z, 
wenn g(z) in diesem Intervall stetig ist, und bei der ersten Reihe p(0) 
und g(Z), bei der dritten (0), bei der vierten o(Z) verschwindet. 





[al Sn iii 
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II. Die Darstellung willkirlicher Funktionen beim Problem 
der radial abktihlenden Kugel. 


§ 6. 
Modifikation des § 2. 

Beim Problem der Warmebewegung in einer Kugel, deren Temperatur 
in jeder mit der Oberfliche konzentrischen Kugelschicht konstant ist, 
wird*) folgende analytische Aufgabe gestellt. Es soll eine im Intervall 
von « =0 bis =a willkiirlich gegebene Funktion f(x) in eine Reihe 


0, 


(1) f(2) = >'4, sin 9,2 
entwickelt werden, wenn @), 0,, °°: die positiven Wurzeln der Gleichung 
(2) H sin ox + 9 cos ox = 0 


sind, in welcher H eine positive Konstante bedeutet. Dabei erscheint die 
Funktion f(x) in der speziellen Form 
f(x) = «F(2), 

und F(z) ist, wenn der Radius durch passende Wahl der Lingeneinheit 
=z gemacht wird, die Anfangstemperatur der untersuchten Kugel als 
Funktion des Abstandes vom Mittelpunkte, also eine im Intervall von 
«=0 bis = 2 endliche stetige Funktion von x, sodaB es fiir die Auf- 
gabe der Wirmelehre geniigt, stetige Funktionen f(x) zu betrachten, fiir 


welche 
f(0) =0. 

Da8 nun eine konvergente Entwicklung (1) unter angemessenen 
Voraussetzungen hinsichtlich der Funktion f(x) méglich ist, laBt sich 
durch eine ahnliche SchluBreihe wie die im Abschnitt I fiir die Fouriersche 
Reihe benutzte ableiten. 

Zu diesem Zweck gehen wir davon aus, daB der Gleichung (2) zufolge, 
wenn man V fiir sin gx setzt, die Relationen 

dv 


ig tHV\=0, ViP=0 


gelten, wihrend V die Gleichung 
av. ayo 
wre 

erfiillt, und bestimmen wu als Integral der Gleichung 


u” + eu +t f(z) =0 
*) Riemann-Weber, Partielle Differentialgleichungen II, § 52ff. 
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bei willkiirlichen Werten von g durch die Anfangsbedingungen 

(3) u?=0, w+ Hu*=0. 

Man hat dann, indem man unter p(x) dieselbe GréBe wie in § 1, unter 
A und B Konstante versteht, den Ausdruck 


u = p(x) + Asin ex + Boos 02; 
P da nun 
| p(0) = p'(0) =0, 
so ergeben die Gleichungen (3) 
B=0, p(x) + Hp(x) + A(o cos ex + A sinox) = 0, 
und wenn man 
®(e) =e cos ex + Hsin ox 
setzt, so erhalt man: 
p(x) (e cos ex + Hsin ex) — sin eg x (p' (x) + Hp(m)) 
eT ale) 


Der Zahler dieses Bruches ist, wie der explizite Ausdruck p(x) zeigt, 
eine ganze Funktion von eg, die mit g verschwindet, und durch G(g) 
bezeichnet werde. Der Nenner hat die Nullstellen 0 und + ,, deren 
erste, da sie einfach ist und G(Q) verschwindet, keine Singularitiit ver- 
ursacht. Die iibrigen sind ebenfalls einfach*), und man findet sofort 


G(+e@,) = + sin 9, a (p(x) + Hp(a)) e=%; 
da ferner allgemein . 











rrr ears 


Te a Sa 


p (x) + Hp(zx) =+ [f@) sin ga (H cos ex— oe sin ex) da 
0 


_ 1 fre) cos ga(g cos ox+ Hsin ox) da, 
0 


und fiir 9 = g, 


nm 
p (x) + Hp(x) = H cos 9, — @, sin 0, fi f(a) sin e,ada, 
0 


ey 
so ist 
G(+ @,) = 0, 
sobald 
(4) Sf@) sin e,ada = 0. 
0 


Gilt also diese. Gleichung fiir alle ganzen Zahlen v, so ist u eine 


*) Riemann-Weber II, § 53. 
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ganze Funktion von g fiir alle dem Intervall von 0 bis 2 angehérigen 
Werte von x, und man kann in der Form 


Wm Uy + HQ + mye +>: 
entwickeln, da allgemein 
Ge)=-—G-—e), Ae)=—a(—2), 
also u eine gerade Funktion von g ist. 

Die Koeffizienten haben, wenn f(x) eine stetige Funktion ist, die- 
selben Stetigkeitseigenschaften wie die ebenso bezeichneten GréBen in § 2, 
und man erhalt wie dort die Rekursionsformeln 

Uy + f(x) = 9, Wy 41 + u, = 0. 
Die Anfangsbedingungen (3) ergeben ferner 
u, |? = ? u, + Hu,|* =0, 
sodaB jedenfalls die Gleichungen (6) des § 2 gelten, d. h. 


Un 41 My — hyn 4a My | = O. 

Aus diesen aber folgt mit genau denselben Schliissen wie in § 2, daB w 
nur dann eine ganze Funktion von g sein kann, wenn f(x) in dem ganzen 
Intervall von «=0 bis «=a verschwindet. Kombiniert man dieses 
Resultat mit der oben gefundenen Bedeutung der Gleichungen (4), so 
erhalt man folgenden Satz. 

Ist f(x) eine in dem Intervall von x= 0 bis x= stetige Funktion 
und bestehen alle Gleichungen 


Sf@) sin g,ada = 0, 


in denen o, irgend eine positive Wurzel der mit einer positiven Konstanten 
H gebildeten Gleichung 
o cos ex + Hsingx = 0 
ist, so hat f(x) in dem bezeichneten Intervall iiberall den Wert Null. 
Die Funktion uw, die beim Beweis dieses Resultat benutzt wurde, ist 
im wesentlichen mit der von Cauchy eingefiihrten meromorphen Hiilfs- 
funktion identisch. 


§ 7. 
Die Méglichkeit der Entwicklung. 
Auf die gesuchte Entwicklung 


0, 
(1) f(2) = >a, sin 9,2 
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kann man, wenn die Reihe von «= 0 bis = a gleichmiabig konvergiert 
und die Entwicklung iiberhaupt méglich ist, die bekannte Fouriersche 
Argumentation anwenden, welche die Koeffizienten kennen lehrt. Es gilt 
namlich, wenn w und vy verschiedene ganze Zahlen sind, die Gleichung*) 
fein 9,@ sin 9,ada = 0; 
0 
aus dieser folgt, da bei den eingefiihrten Annahmen in der Gleichung (1), 
auch nachdem man mit sin 9,2 multipliziert hat, gliedweise integriert werden 
darf, 


oi 4 a 
a, { sin? 0, a da ={f(@ sin 9,ada. 
0 0 


Bildet man nun umgekehrt mit den hierdurch definierten GréBen a, 
die Reihe 


0, 
9(2) = >’ a, sin 9,2, 


und gelingt es, die Funktion f(7) so zu beschrinken, daB diese Reihe 
von =0 bis x = 2 gleichmiabig konvergiert, so ist p(x) jedenfalls eine 
in dem bezeichneten Intervall stetige Funktion von x; man findet wie 
oben 


na nm 
a, {sin® 0,ada = {o(«) sin 9,ada, 
0 0 
also 


nm 
Sf@ — p(a)) sin ga,ada = 0, 
0 


und nach § 6 ergibt sich die gewiinschte Gleichung 


f(2) = 9(2) 

fiir die ganze Strecke von 0 bis x. Damit ist die Richtung der weiteren 
Untersuchung gegeben; sie weicht von der analogen im Abschnitt I haupt- 
sachlich deshalb ab, weil die GréBen 9, weniger einfache Werte haben 
als die dort an der entsprechenden Stelle erscheinenden Konstanten. 


Wir beginnen mit der schon von Fourier gemachten Bemerkung**), 
daB man 


1 
(2) G=r7+Z +4, 
setzen kann, wobei 
lim ¢, = 0. 
*) Riemann- Weber I, § 54. 
™) Riemann-Weber II, § 53. 
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Tragt man diese Werte in die Gleichung 


a(e,) = 0 
ein, so findet man 
A 
tg é,x = i 
v + -y + &y 
und erhalt den Ausdruck 
(3) += *, 


in welchem’ alle GréBen e, zwischen endlichen von v unabhingigen 
Grenzen liegen. 
Man findet ferner leicht*) 
nm 
" 2H 
_fsint 0, de = oe (1 + ah ES) ; 
0 


und die Gleichungen (2), (3) ergeben 


na 
° 2 m, 
1 f sin’ e,« da = — (1 “+ “s) , 
o 


wobei durch m, GréBen von derselben Beschaffenheit wie e, bezeichnet 
werden; hieraus folgt 


(4) a, = = (1 + ") fro sin 9,ada. 
0 


Nimmt man nun an, f(x) habe in dem betrachteten Intervall stetige 
erste und zweite Ableitungen, und es sei gemiiB den Anforderungen des 
Warmeleitungsproblems 


so erhailt man durch partielle Integration die Formel 


n 


a 
1 , : 
Lo aft (a) sin e,a dea 








n 
{r(@) sin Q,a da =— f(#) “a Oye + f' (@) > Q,& 
0 % 3 


oder, da die Gleichung 





ongs~— See 
v ey ? 
gilt, 
fre sin 9,ada = Lf) a Per _ af sin 9a da. 
0 


*) Riemann-Weber JI, § 54. 
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Das Integral auf der rechten Seite liegt dem absoluten Werte nach unter 
einer leicht angebbaren Konstanten; mit Beriicksichtigung der Formeln 
(2), (4) kann man also setzen 


wobei q, zwischen endlichen von v unabhingigen Grenzen verbleibt. Daraus 
ist aber unmittelbar ersichtlich, daB die Reihe 


4, sin 9,@ 
unter den eingefiihrten Voraussetzungen nicht nur in dem gewiinschten 
Umfange gleichmaBig, sondern auch absolut konvergiert; denn ihre Glieder 


sind absolut kleiner als die entsprechenden der mit einer gewissen positiven 
Konstanten multiplizierten Reihe 


1 
De 
Erinnert man sich jetzt der an die Fouriersche Argumentation ge- 
kniipften Bemerkungen, so sieht man, daB folgender Satz bewiesen ist: 
Eine Funktion f(x), die in dem Intervall von «= 0 bis « =a mit threr 
ersten und zweiten Ableitung stetig ist und fiir x =O verschwindet, kann 
stets in eine fiir das bezeichnete Intervall gleichmafBig konvergierende Reihe 


0, 


te) = So, sin 9,2 


entwickelt werden, wenn die GriBen o, durch die Gleichung 
0, cos 0,2 + Hsin 9,2 = 0 j 
definiert sind, und H eine positive Konstante bedeutet. 


Allgemeinere Bedingungen, unter denen die hier untersuchte Ent- 
wicklung willkiirlicher Funktionen méglich ist, ergeben sich aus § 16. 


Ill. Die Sturm-Liouvillesche Darstellung willkirlicher 
Funktionen. 


§ 8. 
Zur Geschichte des Problems. 


Nach den allgemeinen Sturm-Liouvilleschen Normalfunktionen V, hat 
man eine willkiirliche Funktion z. B. beim Problem der Abkiihlung eines 
heterogenen geradlinigen Stabes zu entwickeln. Erstreckt dieser sich lings 
der Abszissenachse von x = 0 bis x = X und ist g die spezifische Warme, 
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k die innere Leitfahigkeit, 7 das Strahlungsvermégen, ¢ die Zeit, so geniigt 
die Temperatur w der partiellen Differentialgleichung 


Ou 6 Ou 
(1) 9°34 — aa (tae) — 
und den Grenzbedingungen 
kee hu =0, 
x 
(2) ou ju=X 





in denen h und H die Werte der auBeren Leitfahigkeit in den Endquer- 
schnitten, also positive Konstante bedeuten. Von hier aus kommt man 
zu den von ¢ unabhingigen Funktionen V und der gewoéhnlichen Dif- 
ferentialgleichung 
@) iz (t Ge) + r—DV =0 
durch die Substitution 
u=Ve-"s 
wobei r eine Konstante ist, und die Grenzbedingungen (2) die Gleichung 
a(r)=0 
ergeben, deren Wurzeln r,,7,,--- den einzelnen Normalfunktionen V,, V,,--- 
entsprechen. Die willkiirliche Funktion f(x), welche in die Reihe 


(4) f(z) =S4,V, 
entwickelt werden muB, ist die Temperatur zur Zeit ¢ = 0. 

Dasselbe analytische Problem tritt bei verschiedenen Fragen der 
mathematischen Physik auf; als ein besonders eleganter Fall sei Kirch- 
hoffs Theorie der Diffusion von Gasen durch eine porése Wand erwihnt*), 
bei welcher k und g Konstante, h und H beide positiv sind und / identisch 
verschwindet, sodaB die Normalfunktionen trigonometrische werden. 

DaB eine solche Darstellung (4) méglich ist, beweist Stekloff**) in 
einer schénen Abhandlung unter der Voraussetzung, daB die Funktion f(x) 
stetige erste und zweite Ableitungen besitzt und den Gleichungen 
(5) kKO)f'O)—AfFO)=0, = k(X) f'(X) + Hf(X) = 0 
geniigt. Diese den Gleichungen (2) analogen Beschriinkungen sind der Natur 
des Problems angemessen z. B. bei den Schwingungen einer heterogenen 
Saite, welche ebenfalls auf die Gleichung (3) fiihren; man hat hier, wenn 
die Saite in den Punkten x=0O und « = X befestigt ist, 

=—e h= H=co 
*) Kirchhoff, Abhandlungen III, 8. 82. Wiedemanns Annalen Bd. 21, 1884. 


**) Probleme de refroidissement d’une barre hétérogéne, Annales de la faculté 
des sciences de Toulouse (2) III. 
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zu setzen und, da f(x) die Anfangsgestalt der Saite bestimmt, von vorn- 
herein nur solche Funktionen zu betrachten, die fir «=0 und x= X 
verschwinden. Anders liegt die Sache bei dem Problem der Wirmeleitung. 
Hier bilden die Gleichungen (5) eine wesentliche und vom physikalischen 
Standpunkt wohl durchaus willkiirlich erscheinende Beschrankung, durch 
welche z. B. der Fall einer konstanten Anfangstemperatur ausgeschlossen wird. 

Allerdings gibt Stekloff auch fiir eine den Bedingungen (5) nicht 
unterworfene Funktion eine Darstellung, die z. B., wenn k konstant, etwa 
gleich Eins ist, die Form 


(6) f(2)=A+ Bet+ SA,V, 


hat. Eine solche Entwicklung ist aber fiir das Wiarmeleitungsproblem 
nicht zu gebrauchen; denn bei diesem leitet man aus der Reihe (4) ein 
Integral der partiellen Differentialgleichung (1) in der Form 


u= Se" V, 


her, welches den Anfangsbedingungen geniigt. Nun kénnte man ver- 
suchen, aus der Reihe (6) in analoger Weise ein Integral 
u =Ag(t) + Baev(t)+ SA,e°""' V, 
zu bilden, welches, wenn 
(7) 9(0) = ¥(0) =1 
ist, fiir #0 in die Anfangstemperatur f(a) iibergeht. Aber die Glei- 
chung (1) wiirde, da die einzelnen Glieder 
roy, 
partikulare Integrale sind, ergeben 
g(Ag’ + Bay’ (b) = — (Ag+ Bavid), 
also wenn man ¢ = 0 setzte und die Gleichungen (7) benutzte, 
g(Ag’ 0) + Bay’ 0) = — (A+ Bz). 

Die GréBen A und B verschwinden aber nach der von Stekloff gegebenen 
Bestimmung*) nicht beide, wenn die Gleichungen (5) nicht gelten; die 
erhaltene Gleichung wiirde also eine ganz besondere analytische Beziehung 
zwischen den Funktionen g und / fordern, und kann daher im allgemeinen 
nicht als richtig angesehen werden. Ob auf eine andere Weise die Ent- 
wicklung (6) mit besserem Erfolg fiir die Wirmeleitungsaufgabe zu ver- 
werten ist, lasse ich dahingestellt. 

Mit Riicksicht auf diese Verhiltnisse und darauf, dab Liouville 
selbst die Beschrinkung (5) ausdriicklich fiir unzulissig erklirt**), darf 


*) a. a. O. 8. 313, Gleichungen (51). 
**) Journal de math. (1) II, S. 419. 
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wohl hehauptet werden, daB diejenige Darstellung willkiirlicher Funktionen 
durch die Normalfunktionen, mit welcher sich Sturm und Liouville 
beschiiftigt haben, noch nicht als méglich und konvergent nachgewiesen 
ist. Dieses Ziel hoffe ich auf den folgenden Blattern zu erreichen, indem 
ich die in den ersten Abschnitten auf spezielle Fragen angewandten 
Methoden mit Entwicklungen kombiniere, die Liouville in der bewunderns- 
werten dritten Abhandlung*) iiber unsern Gegenstand gegeben hat. 


§ 9. 
Die Cauchysche Hiilfsfunktion. 


Das Intervall von «=O bis x = X, dem wir stets seine Grenzen 
zurechnen, heiBe J; in ihm seien k, g, | stetige mit stetigen ersten und 
zweiten Ableitungen versehene Funktionen von 2, die ersten beiden positiv 
und die dritte nicht negativ; r sei eine Konstante und w,, w, zwei von- 
einander nuabhingige Lisungen der Gleichung 


(1) 4 ($2) +@r—Dy =0 


die auf eine von r unabhingige Weise, etwa durch die Anfangswerte 
(2) w, (0) = w,'(0) = 0, w,'(0) = w,(0) = 1 


bestimmt seien. Sie sind in dem Intervall J mit ihren ersten Ableitungen 
endlich und stetig, da dies in der Gleichung (1) von den Koeffizienten der 
GréBen y und y’ gilt, wenn man den Faktor von y” auf den Wert 1 bringt. 
Anders wire es, wenn / an einzelnen Stellen des Intervalls J verschwiinde, 
und hierauf beruht es, da8 die Entwicklung nach Besselschen Funktionen 
besondere Methoden erfordert. 

Die Integrale w,, w, kénnen ferner**) in bestiindig konvergente Potenz- 
reihen des Arguments r entwickelt werden, deren Koeffizienten in dem 
Intervall J dieselben Stetigkeitseigenschaften wie die Integrale selbst be- 
sitzen, und die zitierte Argumentation von Picard zeigt, daB die Reihen 
W,, W, bei festem r hinsichtlich der Variablen x im Intervall J gleich- 
maBig konvergieren. Ebenso sind auch w,’ und w,’ ganze Funktionen 
von r, die aus w, und w, entstehen, indem man die nach Potenzen von 
r geordneten Ausdriicke gliedweise differenziert. Schreibt man niimlich 
die Gleichung (1) in der Form 


y’ + Py + Qy=9, 


*) Journal de math. (1) II, 8. 418. 
“) Picard, Traité d’analyse III, 8S. 92. 
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so folgt, indem man die Gleichungen (2) benutzt, 


“+ ((P’- Q) w, dex. 


w,,—1=— Pu, 





Hieraus sieht man zuniichst, daB w,’ eine ganze Funktion von r ist, und 
da das Integral einer im Gebiet J gleichmiBig konvergenten Reihe, wenn 
man von 0 bis x integriert und x demselben Gebiet angehdrt, ebenfalls 
gleichmaBig konvergiert, kann man w,' gliedweise integrieren, um w, zu 
erhalten, womit das Behauptete erwiesen ist. Analoge Schliisse gelten 
offenbar fiir w,. 

Die der Gleichung (1) zugehérigen Normalfunktionen V, seien nun 
durch die Gleichungen 

d 


dV 0 av - 
(3) koe —hV) =ko+HV| =0 


definiert, in denen h, H Konstante bedeuten; wir schlieBen auch den Fall 
nicht aus, daB h und H oder eine dieser GréBen den Wert oo annimmt 
d. h. daB eine der Gleichungen (3) oder beide in die Form 


(4) Ve=0, ViF=0 


iibergehen. Dann bilden wir die Cauchysche Hiilfsfunktion, d. h. das- 
jenige Integral der Gleichung 


(6) qe (k 3) + Gr-DS+1@ =0, 


welches fiir V gesetzt den fiir die Normalfunktionen charakteristischen 
Grenzbedingungen (3) oder (4) geniigt. 

Zu diesem Zweck gehen wir davon aus, dab, wenn f(z) eine beliebige 
auf der Strecke J stetige Funktion ist, die Gleichung (5) zuniichst das 


Integral 
stim =, f aie _«. f aie 
0 0 


, , 
A= UW, — Wi, 


hat, wobei 


gesetzt ist; die Gleichungen (2) ergeben nach bekannten Schliissen 


__ const. (0) 
i ie 3. 
und es ist offenbar 
p(0) =p'(0) =9. 


Das allgemeine Integral der Gleichung (5) kann aber in der Form 
S= p(x) + Cw, + Ge, 
geschrieben werden, wobei C, und C, von x unabhiingige GréBen sind; 
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bei endlichen Werten von h und H ergeben sich also aus den Grenz- 
bedingungen die Gleichungen 


(6) C, (kw, —hw,) + C,(kw,’— hw.) = 0, 
C, (kw, + Hw,) + C,(kw,’+ Hw,)|* = — p'k— Hp\*. 


Ist einer der Werte h, H oder beide unendlich, so treten eine der fol- 
genden oder beide an Stelle der hingeschriebenen: 


C,w, + C,w,|° = C, = 0, 
C,w, + C,w,|%¥ = — p(X). 
In jedem Falle ist die Determinante der Koeffizienten von C, und C, in 
den beiden Gleichungen ebenso wie w,, w,, w,', w,' eine ganze Funktion 


von r, die wir ®(r) nennen; da nun auch p als Funktion von r dieselbe 
Beschaffenheit hat, so kann man 


(7) 


(8) 8= 3m 
setzen, und W ist eine ganze Funktion von r, die nach x ebenso wie w, 
und w, gliedweise differenziert werden darf, und die ebenso wie S den 
fiir die Normalfunktionen charakteristischen Grenzbedingungen geniigt. 

Die hier auftretende GréBe (r) ist fiir die Theorie der Normal- 
funktionen von fundamentaler Bedeutung: man erhilt nimlich die Glei- 
chung 
(9) D(r) = 9, 
wenn man zum Ausdruck bringt, daB die GréBe C,w, + C,w, den Grenz- 
bedingungen (3) oder (4) geniigen soll; damit fordert man Gleichungen, 
die aus den Systemen (6), (7) hervorgehen, indem man in der zweiten 
Gleichung auf der rechten Seite Null schreibt. Die Gleichung (9) defi- 
niert also diejenigen Werte r,, welche fiir r gesetzt die Gleichung (1) 
in die Differentialgleichung der Normalfunktion V, tiberfiihren. Von diesen 
verschwindet keine identisch, da man fiir C, und C, stets Werte erhalten 
kann, die den bezeichneten Gleichungen gentigen und nicht beide den 
Wert Null haben, w, und w, aber linear unabhiingige Integrale sind. 
Hieraus folgt weiter*), daB die Gleichung (9) nur einfache Wurzeln 
besitzt. Die GréBe S hat daher als Funktion von r an Singularititen 
nur einfache Pole, und diese an keinen andern Stellen als r =1,. 

Nun folgt aus der Differentialgleichung (5), wenn man den Ausdruck 
(8) einsetzt, unmittelbar 

d (dW 

(10) aa (# Ge) + Or—2) W+ fe) Br) = 0; 


dx 





*) Jordan, Cours d’analyse III, Nr. 307. 











112 Avotr Kyeser. 


fiir den speziellen Wert r=r, geniigt daher W, da @(r,) verschwindet, 
derselben Differentialgleichung wie die Normalfunktion V,. AuBSerdem 
gelten fiir Wund V, dieselben Anfangsbedingungen; aus der auf den Wert 
xz = 0 beziiglichen folgt somit 
Wor, ) — C, V,, 

wobei C, eine Konstante ist, die méglicherweise auch den Wert Null 
haben kann. 

Allgemein kann man ihren Wert finden, indem man die Gleichung (10) 
mit V,, multipliziert und tiber die Strecke J integriert; man erhilt so 

x 


f v= («r) dx + Jf WV,(rg—1) dx+ G(r) J f(a) Vda =0 


0 


Durch zwei partielle Integrationen findet man aber 











x 
"1 d /,4aW * av, aw 
J V, aa (t Ge) dx dz 
0 
w ata) 
- k(V, Ge _ -afeane 72) a, 





und der vor dem Integralzeichen stehende Ausdruck verschwindet stets 
wegen der den Funktionen W und V, gemeinsam auferlegten Grenz- 
— somit ergibt sich 


aes (ae (FSS )+ oor Jars oe) fre rae 


oder, da V,, der Gleichung (1) geniigt, wenn man in ihr r, fiir r schreibt, 


(r—r,) J gWV,da + a()f r@) V,,dxz=0 


Differenziert man nach r und setzt dann r=r,, womit W in C,V,, iiber- 
geht, so erhilt man schlieBlich die Gleichung 


x 


x 
C, 
ard 9 Vida +fr@) V,dz=0, 
0 0 





in welcher der Nenner des ersten Gliedes stets von Null verschieden ist. 
Aus diesem Resultat ist ersichtlich, daB C, verschwindet, sobald 


x 
(11) f(a) V,dx = 0 
f (2) 





ets 


ibt, 


ber- 


ist. 
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dann verschwindet also auch die oe 
W(r,) = 


und da r, eine einfache Nullstelle im tll des Bruches 


Vi, * 


W 
ist, so sieht man: wenn die Gleichung (11) fiir alle positiven ganzen 
Zahlen v gilt, so ist S eine ganze Funktion von r; ein Satz, der seinem 


wesentlichen Inhalt nach auch bei Stekloff vorkommt. 


§ 10. 
Der Fall, daB die Cauchysche Hiilfsfunktion ganz ist. 


Der urspriingliche Ausdruck 
S = ple) + Om, + Cay = 55 
zeigt, daB wenn man den Zihler nach Potenzen von r entwickelt, als 
Koeffizienten stetige mit stetigen ersten und zweiten Ableitungen ver- 
sehene Funktionen von x erscheinen. Dasselbe gilt, da der Nenner @(r) 
von x unabhangig ist, von den Koeffizienten, wenn S fiir jeden dem 
Intervall J angehérigen Wert von x in eine bestindig konvergente Potenz- 
reihe des Arguments r entwickelt werden kann; es sei etwa 
S=s+s5r+sr+---. 
Dann kann man ebenso, wie in § 9 auf Grund eines Satzes von Picard 
betreffs der Reihen w, und w, bemerkt wurde, auch hier gliedweise nach 
x differenzieren und die Reihe konvergiert bei festem 7 hinsichtlich der 
Variablen x im Intervall J gleichmiabig. Die Differentialgleichung (5) 
des § 9 kann daher in folgender Form geschrieben werden: 


Gi 4rd edt) 
+ (gr —1) hiers ss ) $1@) = 0; 
sie ergibt, indem man die Koeffizienten der einzelnen Potenzen von + 
gleich Null setzt, die Formeln 


(1) ag (#2) — ly + £@) = 


2) —tn+ 96 =o 

d d 

bese —Is,+ gs, =0, 
allgemein 
(2) k £6) ~ 18,4, +98, =0. 


Mathemstische Annalen. LVIII. 8 
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Da ferner die GréBe S den r nicht enthaltenden Grenzbedingungen 


as 0 ds [x 
k——h8| =0, ko, + HS) = 0 
oder 
S?=0, Si*=0 
geniigt, so gilt dasselbe fiir jede GréBe s,; daraus folgt, wenn m und x 
beliebige ganze Zahlen sind 


ds, Sess" 7 


ds ds,,41 |? ds, 
m+1 dx — §,, dx 


(3) Sin +1 dx ha dx 





Multipliziert man die Gleichung (2), indem man vy =n—1 oder 
v =m setzt, mit s,,, im ersten, und mit s, im zweiten Falle und infe- 
griert tiber das Intervall J, so ergibt sich ia 


fuulil — Is, + gs,_  |ax =0, 
(4) : 
d (148m 
ih AM | 
0 
Man erhalt nun, indem man zweimal partiell integriert, 
¥ d ds, ds, |X * ds, ds, 
J oaas ds (8) ae — bowel fat st dx 
0 0 
x 
ds, ; ds,,41\|* f d M45 
= K(s Sin 41 , hen S, ets) lo v S, 4( st) dz, 
0 
oder den Beziehungen (3) zufolge 


x d x a 
d 8, d Sm +1 ™ 
fi +1 da (i a) de =f ia ( : ~52*) dx; 
0 0 


demgemaB ergeben die Gleichungen (4) sofort 


’ EE 








x x 
fn Un-1 dx = [9% q%, dex. 
0 0 


Das Integral auf der rechten Seite hiingt also nur von der Summe der 
Indices m, n ab und kann durch W,,,,, bezeichnet werden. 
Speviell hat man k 


Way+2 ~ fotede, W,,-2 ~ fos idx, W,,= fo. 15,5142, 








r 





; zy 
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und keine dieser GréBen kann negativ sein, da g im Integrationsgebiet 
positiv ist. Aus eben diesem Grunde kann die GréBe 


x 
foes, + Bs, 41) = Wy,_,0° + 2W,, a8 + W428" 
4 


nicht negativ sein, wie immer die reellen GréBen « und B gewahlt sein 
mégen; es gilt daher die Ungleichung , 
W#, ns Wi,-3 Waya2 < 0. 


Hieraus folgt, daB die GréBen W mit geradem Index entweder alle 
verschwinden oder alle positiv sind; denn keine von ihnen ist negativ 
und W,, verschwindet sowohl mit W,,_, wie mit W,,,, zugleich. Ist 
also W, von Null verschieden, so ergibt die letzte Ungleichung 

W, W, W, 
5 Te) e. ) ae 
( ) WwW, = Wy s W, = 

Diese Beziehungen fiihren aber, wie man leicht sieht, zu einem 
Widerspruch, wenn man annimmt, die Reihe S oder s,+s,r+s,7°+--- 
sei bestindig konvergent, wenn x ein beliebiger Wert des Intervalls J ist. 
Dann wiirde nimlich dasselbe von dem Produkt 

Ssy = Sy(Sq + 5,7 + Syr* +--+) 
und, da S bei festem + im Intervall J gleichmaBig konvergiert, von 
der Reihe 
x 
Jf Sp (Sp + 3,7 +892 +--J)de= W,+ Wirt+ Wyr+--- 
0 
gelten, endlich auch von derjenigen, die tibrig bleibt, wenn man in der 
letzten Gleichung rechts die ungeraden Potenzen von * streicht. Die so 
erhaltene Reihe kann aber nicht bestandig konvergieren, da die Quo- 
tienten eines jeden ihrer Glieder durch das vorhergehende die GréBen 
Ww, Yr Ww Yoeee 
= * 
sind, welche den Beziehungen (5) zufolge gréBer als Eins sind, sobald 
r einen hinreichend groBen reellen Wert annimmt. 
Die GréBe S ist daher nur dann eine ganze Funktion von r, wenn 


x 
W,= [ ostaa = 0. 
9 


Aus dieser Gleichung folgt aber fiir das ganze Gebiet J, in welchem s, 
stetig und g positiv ist, 


S$, = 0 
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und hieraus vermittelst der Gleichung (1) 
f(x) = 0. 
Erinnert man sich nun des in § 9 erhaltenen Resultats, so sieht man, 
daB folgender Satz bewiesen ist: 
Wenn f(a) eine im Intervall von x«=0 bis « = X stetige Funktion 
und so beschaffen ist, daB alle Gleichungen 


x 
Jr@ Vi dz =0 (v = 1, 2,---) 


bestehen, in denen V, die in § 9 definierten Normalfunktionen sind, so ver- 
schwindet f(x) in dem ganzen bezeichneten Intervall. 

Diesen Satz haben Sturm und Liouville fiir Funktionen mit einer 
endlichen Anzahl von Nullstellen bewiesen; wir brauchen ihn aber in der 
vorliegenden allgemeinen Form, da er auf Funktionen angewandt wird, 
von denen wir nur wissen, da sie stetig sind. 


§ 11. 
Die transformierten Normalfunktionen nach Liouville. 


Das erhaltene Resultat fiihrt ihnlich wie das analoge in den Ab- 
schnitten I und Il zu dem gewiinschten Endziel, wenn gezeigt werden 
kann, daB unter gewissen Bedingungen die zur Darstellung willkiirlicher 
Funktionen angesetzte Reihe gleichmiig konvergiert. Das gelingt in 
der Tat vermittelst einer Reihe von Umformungen, die sich im wesent- 
lichen schon bei Liouville vorfinden. 

Wir transformieren zunichst die Gleichung 
(1) aa (Ge) + Or -D V=0 


dx 


durch die Substitutionen 


2 - {V2 dz, U= VV ok, 
0 


und setzen 
x 
r=, 6=YVogk, 2—{Viac, 
0 
ee k  dodVgk d0,/>)\. 
b= eV 5 ae ae — at VIF 


die hierbei auftretenden Nenner verschwinden niemals, da wir g und k 
in dem Intervall J als positiv voraussetzen; 4 bleibt daher endlich und 
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hat, wenn g,k,/ endliche und stetige Ableitungen bis zur vierten Ordnung 
einschlieBlich besitzen, endliche Differentialquotienten erster und zweiter 
Ordnung auf der Strecke von «<=0 bis 2z=Z, die wir wiederum 
durch J bezeichnen wollen. Die Differentialgleichung (1) wird jetzt 
offenbar 


(2) oo + (g*—4)U=0, 


und die Grenzbedingungen, welche die Normalfunktionen charakterisieren, 
nehmen die Gestalt 


aU i a 
(3) ag ~"U)/ =0, G7 +H'U) =0 


an, wobei die Konstanten h’, H’ zugleich mit h und H endlich, aber 
nicht notwendig positiv sind. Der Fall, daB von den Werten h und H 
mindestens einer unendlich ist, werde zunachst ausgeschlossen und muB 
besonders behandelt werden ($§ 15—17). 

Die Gleichung (2) ist nun mit jeder der folgenden gleichbedeutend: 


d (sin 02 - — oU cos 92) = AU sinozdz, 
d (cos ge + oU sin 92) = AU cosezdz. 


Aus ihnen folgt, indem man durch A, B Konstante, durch ¢’ eine Inte- 
grationsvariable bezeichnet, die fiir 2 gesetzt U und 4 in U’ und 7’ 
iiberfiihre, 


sin 92 ~ — oU cosoz = A+ ] VU’ sin oz’ dz’, 
(4) ee 
dU ‘ ory 70 
cosez 5 + eU sin gz = B+ fa U' cos ge dz’. 
0 

Setzt man speziell z= 0, so ergibt sich 
A=—g0l, Ba 


also der ersten Gleichung (3) zufolge _ 

B=—". 
Macht man daher die Annahme 
(5) U; — 1 ? 
die erlaubt ist, da die Bedingungen (3) die Normalfunktionen nur bis 
auf einen konstanten Faktor bestimmen, U/|° aber bei endlichen h und h’ 
nur verschwinden kénnte, wenn U identisch gleich Null wire, was nach 
§ 9 ausgeschlossen ist, so folgt 
A=—o, B=N. 


av 
dz|\’ 
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sings §” — ecosezU=—e+ [ XU’ sings az, 

9 
dU . , , 7, , , 
cosgz5— + esingezU = h + fa U' cos ez’ dz’, 

0 

, ee = 

und indem man az eliminiert, erhalt man 

(6) U = cose + *80F 4 2 f yY' sing (e—z) ae’, 
% 


wobei ersichtlich die zweite der Gleichungen (3) nicht benutzt ist. Eine 
Ausnahme wiirde diese Formel nur dann erleiden, wenn 9 = 0 einer der 
Werte wire, zu denen Normalfunktionen gehéren, was méglich ist und 
z. B. beim Problem der Diffusion von Gasen vorkommt. 

Das erhaltene Resultat gibt iiber das Wertgebiet, das die GréBe U 
durchlaufen kann, Aufschlu8. Denn ist Q@ das Maximum ihres absoluten 
Betrages auf der Strecke J, so ist die rechte Seite der Gleichung (6) 
dem absoluten Betrage nach nicht gréBer als 


Vix G+ 9 fries 


und da die stetige Funktion U an mindestens einer Stelle das Maximum 
ihres absoluten Betrages erreicht, folgt hieraus 


(7) o<Vi+ Cy +2 firiae. 


Sobald nun @ eine gewisse positive Grenze iiberschritten hat, wird der 
Faktor von @ auf der rechten Seite kleiner als Eins, die Differenz 


1A fis 
e 
0 


also positiv, und man kann aus der Ungleichung (7) oder der gleich- 


wertigen ; 
o(i 4 firiae) Vie 
0 


schlieBen, dab Q, sobald @ eine gewisse Grenze g iiberschritten hat, z. B. 
kleiner als 2 ist, U also zwischen + 2 und — 2 liegt. Unterhalb irgend 


dz’ 
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einer festen Grenze gibt es aber nur eine endliche Anzahl von Wurzeln 
der Gleichung 


@(r) = 3’) = 0, 
fiir deren jede |U| ein endliches Maximum besitzt; daraus ist ersichtlich 
daB es endliche von @ unabhingige Grenzen gibt, zwischen denen alle 
GréBen U verbleiben, die durch die erste Gleichung (3) und die Voraus- 
setzung (5) bestimmt sind, speziell also auch die durch die drei Glei- 
chungen (3), (5) charakterisierten Normalfunktionen. Dies gilt, wovon 
wir im Abschnitt IV Gebrauch machen, auch fiir H = oo, d. h. fiir den 
Fall, daB die zweite charakteristische Grenzbedingung der Normalfunk- 
tionen in der Form 
U|?=90 

angesetzt wird; denn H ist bisher noch nicht in den benutzten Formeln 
vorgekommen. 

Um die Normalfunktionen in den jetzt eingefiihrten Variablen genauer 
untersuchen zu kénnen, werde der Ausdruck (6) fiir U in die zweite 
Gleichung (3) eingefiihrt; dann erhilt man mit den Bezeichnungen 


Z 
P=hW+H'+ ] VU’ (cos g2’ — A unes) dz’, 
% 





Z 
P= es + fx U’ (sin oe + H omer) dz 
e , e 


die Gleichung 
(e—P’) sineZ— PeooseZ=0, 


8 

(8) wele _P_ 

die auf der bei willkiirlichen Werten von 9 geltenden Identitat 
(9) aU + H’'U=(9—P’) sineZ — P cos eZ 


beruht. Aus dieser ersieht man zunichst wiederum, daB die Gleichung (8) 
keine Wurzeln besitzt, denen nur identisch verschwindende Normalfunk- 
tionen entsprechen; denn durch die Gleichungen 
0 dU wl 
U | =1, 37,—-A4U| <0 

wird jedenfalls bei willkiirlichen Werten von g ein nicht identisch ver- 
schwindendes Integral definiert, welches als stetige Funktion von z tiber 
das ganze Intervall J fortgesetzt werden kann. Ein solches ist, wie die Iden- 
titit (9) zeigt, eine Normalfunktion, sobald fiir @ eine beliebige Wurzel 
der Gleichung (8) gesetzt wird. 
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Die zweite Form der Gleichung (8) zeigt ferner, daB jede ihrer 
positiven Wurzeln, die oberhalb einer gewissen Grenze liegt, die Form 


Ste 
haben muB, wobei » eine ganze Zahl ist und «¢, mit ~ zugleich un- 


endlich abnimmt. Die zugehérige Normalfunktion fallt der Gleichung (6) 
NUE 
“Z) 
schwindet also im Intervall J genau »-mal. Nun entsprechen aber nach 
der Theorie von Sturm*) die Normalfunktionen den nach zunehmender 
GréBe geordneten Wurzeln der Gleichung ®(r)=0 in der Weise, daB 
die erste Normalfunktion im Intervall J gar nicht verschwindet, jede fol- 
gende aber einmal mehr als die vorhergehende; der Wurzel 


zufolge annahernd mit cos gz oder auch mit cos zusammen, ver- 


nx 


e=-7Zts 


entspricht also die (w+ 1)” Normalfunktion U,,,, woraus zugleich folgt, 
daB jeder nicht negativen Zahl eine einzige Wurzel dieser Form zu- 
geordnet werden kann. Dies ergibt auch eine im wesentlichen von 
Liouville **) durchgefiihrte direkte Diskussion der Gleichung (8), bei 
der die expliziten Ausdriicke von P und P’ benutzt werden. 
Setzt man endlich den obigen Wert fiir @ in die Gleichung (8) ein, 
so ergibt sich 
tang (na+¢,Z) = tge,Z = ——— 
Zz +P +2, 
oder 
é 


Z 
= tge,z (P — (P’ + &,) tge,Z). 


nu mN 





Da nun die mit  multiplizierte rechte Seite zwischen endlichen von n 
unabhangigen Grenzen verbleibt, und das Verhiltnis 9: einer festen 
endlichen Grenze zustrebt, kann man setzen 





B nn B 
a“ <3 oe 
oder genauer 
‘ a ws B 
=> 
n+ Z Ges’ 


wobei B zwischen endlichen, von » und g unabhingigen Grenzen liegt. 


*) Journal de math. (1) 1, 8. 141. 
*) Journal de math. (1) II, 8S. 424. 
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p | Hieraus folgt, indem man durch B® und B' GréBen von derselben 
- Beschaffenheit wie B bezeichnet, 


nNUzZ B® . nz B 
(10) cos 94 = cos —7~ + —- sin >~ + =, 
und es ist 


Bo = gsin =". 


§ 12. 
Erster Nachweis der gleichmiBigen Konvergenz. 





Nach diesen Vorbereitungen beginnen wir die Untersuchung der mit 
: einer willkiirlichen Funktion f(x) gebildeten Reihe 


x 
0 V, fof a) V, de 
0 
x ? 
| | "fg Vide 
0 


eee 


Tepe ER 





E von der wir unter angemessenen Voraussetzungen zeigen wollen, daB sie 
: die Funktion f(x) darstellt, und gehen davon aus, daB die Beziehungen 
zwischen x, z, V, U nach § 11 ergeben 


x z x z 
Sot a) Vidz =| U,(«) p(«) da, SgV2ax = U,*(a) da, 
0 0 0 0 


wobei das Funktionszeichen g durch die Gleichungen 


(2) = f(x) Vok, 1— f View 


, definiert sei. Hat f(x) stetige erste und zweite Ableitungen, so gilt 
| : dasselbe von (2) bei den in § 11 betreffs der Funktionen g, k, | ge- 
g machten Voraussetzungen. 


wee 





Die obige Reihe geht, mit gk multipliziert, in die folgende ter: 


Zz 
1, U, J U,(«) 9(«) de 
0 


(1) | oe Zz tiny , 


rf U%@) de 
0 








roe re ot 


die, wie wir zeigen wollen, den Wert (z) hat. 
Um dieses Ziel zunichst einmal in der einfachsten Weise zu er- 
reichen, ohne daB die gréBte Allgemeinheit fiir die Funktion f(x) an- 
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gestrebt. wiirde, gehen wir davon aus, daB der Nenner des allgemeinen 
Gliedes der betrachteten Reihe fiir alle positiven @ der Gleichung (6) des 
§ 11 zufolge in der Form 


Zz Zz Z Z 
(2) fae = f costeada + 2 [ Neoseude + +f N*dea 
% 0 "7 °'s 
dargestellt werden kann, wobei gesetzt ist 
N=h'singa + fx U' sin e(a—2’)dz’. 
0 


Da ferner U bei hinreichend groBen Werten von @ zwischen +2 und —2 liegt, 
so schlieBt man aus der Gleichung (2) und der Gleichung (10) des § 11 


Zz Z 
lim eee ff costgada =~, 
e= wo 0 “"— 
4 
, . Z K 
(3) J U(a)da=>+-, 


wobei auch K zwischen endlichen von @ unabhingigen Werten verbleibt. 

Jetzt transformieren wir den Ziahler des allgemeinen Gliedes der 
Reihe (1) durch zwei partielle Integrationen, indem wir annehmen, f(z) 
und demnach auch g(z) besitze im Intervall J eine stetige erste und 
zweite Ableitung, und finden, sobald @ eine gewisse Grenze, namlich 


das Maximum von Va iiberschritten hat, 





Jo (a) U(a)da = = ni (oe? — A(a@)) U(a) da 


(ce) 
(3 _ iw) @ 


eee 
f U(@) tat Te da, 
oder auf Grund der Grenzbedingungen, wenn ) und H endlich sind, 
H'9(Z) UZ) , he) @ (a) (22 
= @—sae) +o “76 + Ute ) aa (=e ie) \f- fo «) F( e- em) ae 


Da nun nach § 11 die Funktion 4 endliche und stetige Ableitungen erster 
und zweiter Ordnung besitzt, iibersieht man sofort, daB die GréBen 





‘e@) U") (a) 
=, Jf “e?— Aa) oe 








—s U’ (e) @ («) 
—T(a) + Ua a) (3 Tek 





fai a 


— 











mn 
28 


gt, 
11 


bt. 
der 
(a) 
ind 


ich 


rster 
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2 4 ( 9(e) a 9 («) 

Qe da (33 a) dx (is) 
oe” 

2 a _) “as (“i6) 

O dat \o?—1(@)) ~ dad IC) 
e? 


bei wachsenden Werten von g endlich bleiben. Um ihr Verhalten in 


* einer Formel ausdriicken zu kénnen, bezeichnen wir nach Liouville 


allgemein durch Y eine von g und @ oder @ und zg abhingige GréBe, die 
bei wachsenden Werten von @ und beliebigen der Strecke J angehdrigen 
Werten von « oder z zwischen festen, d.h. von 9, « und z unabhingigen 
Grenzen verbleibt. Alsdann kann der obige Ausdruck in der Form 

y 

- 
geschrieben werden, und dasselbe gilt der Beziehung (3) zufolge und da 
U bei groBen Werten von g zwischen + 2 und — 2 liegt, von dem all- 
gemeinen Gliede der Reihe (1). Die Werte von @ aber haben die 


asymptotische Form 7 jedes Glied einer iiber sie erstreckten Reihe 
ae 
gibt also durch ein entsprechendes der konvergenten Reihe 
yy. 1 
mK 9 
dividiert einen Quotienten, der zwischen endlichen, festen Grenzen liegt. 
Daraus ist unmittelbar ersichtlich, daB die Reihe R absolut konvergiert, 
und da die Grenzen der GréBen Y von z unabhingig sind, konvergiert 
sie auch im Intervall J gleichmibig. 

Hat man dies einmal fiir stetige Funktionen (2) und f(x) unter 
irgend welchen Bedingungen festgestellt, so ist es leicht, die Reihe R 
zu summieren. Zunichst ist ihr Wert eine stetige Funktion von z und 
damit von x, etwa F(z); sie kann ferner, mit U, multipliziert, glied- 
weise integriert werden, und man findet so 


(4) {Fou di ->'4, fv, (2) U,(2) dz, 
wobei gesetzt ist 
A, = { 9(«) U,(a) da : [ U2(@) da. 
6 0 


Nun ist die Grundeigenschaft der Normalfunktionen V, wenn » und v 
verschiedene positive ganze Zahlen sind, in der Gleichung 
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fov.v.ae=0 


ausgedriickt; aus ihr folgt, indem man die Variablen z und JU einfihrt, 


Zz 
[U,(@U,(a) de =0 
0 
sodaB die Gleichung (4) ergibt 


f F(2)U,(@) de = ,, {U2(2)de 


oder 
Zz 
{(F@—9@) U,(@) da =0 
0 


oder endlich, indem man nach § 11 wieder z als Variable einfiihrt, 


S@a- f(2)) Vida =0 


Hieraus schlie8t man, da f(x) ebenso wie F(z) im Intervall J stetig ist, 
nach § 10 


F(2) =Vgk f(a) = 9(@). 
Hat also f(x) im Intervall von x =0 bis x= X stetige erste und 
aweite Ableitungen, so gilt fiir dies Intervall die Dastellung: 


1, v, fare ¥, dx 


f(2) - > —z——_ 


¥ favzas 


und die Reihe konvergiert absolut und gleichmaéBig von «= 0 bis x = X. 
Dabei sind die Normalfunktionen V, durch die Differentialgleichung 

d av 
und die Grenzbedingungen 


av 0 av x 
k az —hV| =0, k7~+HV| =0 


definiert; h, H, r sind endliche Konstante, k, g, | stetige mit stetigen <Ab- 
leitungen bis zur vierten Ordnung einschlieBlich versehene Funktionen von x, 
von denen die ersten beiden in dem bezeichneten Intervall positiv und 1 nicht 
negativ ist. 





2° REE: 


a en a 
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und 
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§ 13. 
GleichmiBige Konvergenz unter allgemeineren Bedingungen. 


Um noch weitergehende Resultate abzuleiten, welche den klassischen, 
von Dirichlet fiir die Fouriersche Reihe erhaltenen analog sind, nehmen 
wir an, f(x) geniige im Intervall J der Dirichletschen Bedingung (§ 4); 
gilt dasselbe von V/gk, so lehren die in § 12 gegebenen Transformations- 
gleichungen, daB auch g(¢) als Funktion von ¢ diese Kigenschaft besitzt; 
denn zwei der-Dirichletschen Bedingung unterworfene Funktionen geben ein 
Produkt, welches ihr ebenfalls geniigt*). Wir ersetzen ferner im Ziahler 
des allgemeinen Gliedes der Reihe R die Integrationsgrenzen durch zwei 
beliebige dem Intervall J angehérige Werte von z, etwa & und 7, wo- 
durch R in einé Reihe iibergehe, die durch R&" oder ausfiihrlicher durch 
R(2)" bezeichnet werde; nehmen wir dann fiir U den Ausdruck (6) des 
§ 11, so ergibt sich 


1 " 4 * 
(1) of U(u)p(«)de=e | p(a)cosea da—f y(«)eosgade f VU’ sin g2' dz’ 
. $ $ 0 


+ { 4 (a) sineada (n’ + {xv ’ cos “dz 
prerin J @ : 
Nun findet man durch partielle Integration 


fo cos ga da { VU" sin o2' dz’ 
$ 0 


! 4 . 
= {xU' sin gz’ dz’ {e(@) cos ga da — fa(@)U(@) sin oa da {o(2) cos 92’ dz’, 
0 § 3 “8 


und da nach § 4 die Integrale 


4 ‘ 
Se@) cos exda, Jo) cos 92’ dz’ 


in der Form Y:@ geschrieben werden kénnen, hat das zweite Integral 
der Summe (1) eben diese Form, wobei die Grenzen der GréBe Y als von 
€ und y unabhiingig betrachtet werden kénnen. Dieselben Schliisse kann 
man fiir das dritte zwischen § und 7 genommene Integral auf der rechten 
Seite der Gleichung (1) ziehen, indem man es in die Form 


4 ! . 
(i +. fa" cos ed de’) [o(a)singuda—fdaa(a)U(e) cos ea | p(2’) sin g2'dz’ 
0 § é § 


*) Poincaré Propagation de la chaleur Nr. 37. 
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bringt, und man erhilt somit 


» n 
[rove da = [9 cos gpa da + x 


wobei die Grenzen der GréBe Y wiederum auch von § und y unabhingig 
sein kénnen. 
Ferner folgt aus der Gleichung (3) des § 12 


Zz 
M= 1:[0%@ae= 3+, 
0 


wobei C zwischen endlichen von @ unabhiingigen Grenzen liegt; man erhilt 


daher fiir das allgemeine Glied der Reihe R5" den Ausdruck 


y oan saa 
T= um | U(«) p(a)da= - (a) cosoada + ce J y(a) cos gada + a 


und die Grenzen der hier erscheinenden Gréfe Y kénnen wie von £ und 4 
so auch von z unabhingig genommen werden, da U zwischen festen 
Grenzen liegt. Dieselbe Eigenschaft hat die GréBe Y in der Gleichung 


cus y(«) cos pada = <, 
die nach § 4 angesetzt werden kann, und der hieraus folgenden 
u 
T - =U f g(a) cos pada + = : 
% @ 


Fihren wir hier fiir U der Gleichung (6) des § 11 gemiB den Wert 


y 
cos 92 + 3 


ein und beriicksichtigen nochmals, da8 


2! . 
(2) foo cos gadu = . 


gesetzt werden kann, so erhalten wir den Ausdruck 
MI 
2 : ¥ 
T= a (a) cos pada + a? 
in welchem wiederum Y die angegebenen Eigenschaften behilt, da dies 
nach § 4 in der Gleichung (2) angenommen werden darf. 


Eg 





F, 
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Nimmt man jetzt fir cos az den Wert, den die Gleichung (10) des 
§ 11 ergibt, so findet man, da die dort durck B bezeichneten GréBen die 
charakteristischen Eigenschaften der GréBen Y besitzen, 


T = (co 0 SF +) foe) (con "5 + -Z) ae. 


Da ferner nach § 4 und der zwischen » und g geltenden Beziehung 


foe cos “F* da -< 


gesetzt werden kann, erhilt man schlieBlich 


T = + cos “sf ) cos "2" da + 4 e?? 


und die Grenzen der GréBe Y sind hier, wie bisher immer, von &, 4, z 
unabhingig. Summiert man diese Werte, indem man @ = Q,, @.,--- und 
gleichzeitig » = 0,1,---+ setzt, so ergibt sich 


w= SY cos F [romper D3 


Nun ist die letzte Reihe rechts aus denselben Griinden im Gebiet J 
gleichmaBig und absolut konvergent, wie die gleichbezeichnete in § 12; 
dieselbe Eigenschaft hat daher die Reihe R&" mit der rechts stehenden 
trigonometrischen Reihe zugleich, die abgesehen vom ersten Glied mit der 
zweiten der am Ende des § 5 aufgefiihrten Reihen iibereinstimmt. Speziell 
ist die Reihe R®%* gleichzeitig im Intervall J gleichmiBbig konvergent mit 
der Reihe 


Zz 
(3) 7 fv da + 7 Sony few oe (a) da. 


9 


d. h. mit der gewdhnlichen Kosinusreihe R, des § 3, in welcher die Variable z 
eingeftihrt ist; allgemein sieht man ferner, daB die Reihe R5” konvergiert, 
sobald g(z) nur der Dirichletschen Bedingung geniigt. 

Diese Resultate wiirden auch giiltig bleiben, wenn der in § 11 erwihnte 
Ausnahmefall eintriate, daB fiir die erste Normalfunktion g, = 0 zu setzen 
wire, womit die durchgeftihrte Transformation des Aasdrucks 7’ hinfiallig 
wiirde; denn die Konvergenz der Reihe R*" wird natiirlich durch ein 
einzelnes hinzutretendes Glied nicht beeinfluBt. 
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Die Reihe (3) konvergiert nach § 5 gleichmaBig von z = 0 bis 
z= Z, wenn g(z) im Intervall J stetig ist und der Dirichletschen Be- 
dingung geniigt; fiir eine solche Funktion ergibt daher die in § 12 an 
die Gleichung (4) gekniipfte Argumentation sofort 


p(2) = RY’. 


Geht man endlich wieder zu den Variablen x, f(x) und V, zuriick, 
so kann das erhaltene Resultat wie folgt ausgesprochen werden: 
Bei endlichen Werten von h und H konvergiert im Intervall von x = 0 


bis 2 = X die nach den Normalfunktionen V, fortschreitende Reihe 
= 
1,0 V, JS9f@) Vida 
0 
» JoVidex 
0 
gleichmiépig gegen den Wert f(x), wenn in dem bezeichneten Intervall f(x) 
und Vgk stetige, der Dirichletschen Bedingung geniigende Funktionen sind, 
und die iibrigen fiir g, k, | und V, in § 12 aufgestellten Voraussetzungen 
festgehalten werden. 
$ 14. 


Unstetigkeiten der dargestellten Funktion. 


Die Funktionen g(z) und g,(z) seien im Intervall J beide stetig und 
der Dirichletschen Bedingung unterworfen, und mégen, wenn £ zwischen 
O und Z liegt, in dem Teilintervall 


(1) E<z2<Z 
iibereinstimmen, wahrend sie bei der Voraussetzung 
O<e<é 


verschieden sein kénnen. Gehért dann z¢ der Strecke (1) an, so stellen 
beide Reihen 


Zz Zz 
>UM {o(«) U(a) da, >UM{ o(a) U(a) da 
0 0 
denselben Wert dar; da nun nach Voraussetzung offenbar 
7 ‘ 
Jo) U(a)da = fv(«) U(a)da, 
so folgt : . 


SUM { U(@) (p(a) — py (@)) da = 0 
0 








te 
mx 
Ss 
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“ und die links stehende Summe ist als Differenz zweier konvergenter Reihen 
a. ebenfalls konvergent. Da ferner nach § 13 auch jede Reihe R&"” kon- 
vergiert, so gilt dasselbe von 
g 
SUM f U(@) 9(@) de, 
0 
ck 
und man kann die letzte Gleichung schreiben 
0 é 
‘SUM U(e) p(a) da = SUM Ua) g(a) ae, 
0 0 
oder, indem man festsetzt, R gehe in R, iiber, wenn gq, an Stelle von 
: gy tritt, 
; © BSE — Rus, 
, 4 Solange daher z dem Intervall (1) angehért, und g(a) eine beliebige von 
) 0 bis & stetige und der Dirichletschen Bedingung unterworfene Funktion 
ul, ist, deren Wert fiir «= £ gegeben ist, hat die Reihe 
en : 
RE — SUM f U(a) p(«) de 
0 
immer einen und denselben von der besonderen Bestimmung von g/(z) 
unabhiingigen Wert. Wir zeigen, daB dieser Null sein muB, sobald z>&, 
id und = 9(é) fiir 2 = &. 
- t Dazu fiihrt eine genauere Untersuchung des Produkts 
; 
: 
UM { o() U(a) de, 
0 
in welchem wir fiir 9 >0O nach § 11 setzen kiénnen 
on / U = cos gz + os , 
(3) Y! = h’ sin 92 + fa U’ sin o(2—2') dz’ 
0 
oder, wenn nach § 11 die Werte 
e-Ft+e, B= g sin =, cos gz = cos "5" 4 2 + = gin 
} eingefiihrt werden, 
naz , 
U = cos =z + = 
wobei 
B' . Nez 
Yo m= Wi + + Bain | 
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ist. Benutzt man noch die in § 13 aufgestellte Formel 


2 C 
so ergibt sich 


c. 


uM J Ua) wo(a) da — [2 cos A! + 2° + © con A? 4 O¥" 


~ foo ( con 858 4 EO) 4 BIG) 4 BO gin 8H) a 


=F 0s “F* Reda sics ; 
bei folgender Bedeutung der neuen Zeichen: 
1/2”, ' @ i 
P= (F + Coos "28) foa(e) cos ae da ' 
0 : 


+ Ze cos "ZF J go(«) (¥*(«e) + B°(a) sin “F*) de, 
0 


Q=- (2 +0 cos 24) fy(e) Ve) de 


0 


SUSAR ee COs 


< é 
owe 2B! 
+ Sf vo(@) U(a) da + OZ cos "s* { o(a)de. 
7 ry 


MAS 


Jetzt sei 

0<y<& 

und ‘ 
Po(2) = 

fiir das Intervall von ¢=0 bis z= 4; wenn dagegen 
nSest 

angenommen wird, sei 

(4) 90 (2) — 29, 


sodaB g)(z) in dem Intervall von z=0 bis ¢=€ nicht nur stetig ist 
und der Dirichletschen Bedingung geniigt, sondern auch monoton ist; 
y(§) ist der vorgeschriebene Wert der gegebenen Funktion (2) an der 
Stelle = &, den wir von Null verschieden voraussetzen diirfen, da andern- 
falls die ausgesprochene Behauptung evident wire. 























Darstellung willkirlicher Funktionen. 131 


Dies festgesetzt, sind zunichst die in der Summe Q zusammen- 
gefaBten Glieder hinsichtlich ihres Wertes leicht zu kontrollieren; sie 


haben alle die Gestalt 
y 


2°) 


2 


wobei Y zwischen von y und @ unabhingigen Grenzen bleibt, da die durch 
die Gleichung (4) definierten Werte von g,(¢) zwischen 0 und (&) liegen. 
Lat man y an & heranriicken, so werden alle Integrale beliebig klein, da 
das Integrationsintervall zusammenschrumpft, wahrend der Integrand endlich 
bleibt; man kann also 





¥ 
Q= -, 

. setzen, und es liBt sich zeigen, daB die iiber alle Werte von 9 erstreckte 
Summe 

0, 

Y 

§ 5 = * 
, 9 oe De 


dem absoluten Werte nach beliebig klein gemacht werden kann. Denn 
zunichst kann man m so groB wiahlen, daB die Summe 


m, @ 


Se 
= OF 44’ 
unabhingig von » der Null so nahe liegt, wie man will; ist dies erreicht, 
so kann man 7 so nahe bei € wihlen, daB die endliche Summe 
0,m—1 


v 


7 
; Or+4 





a ee Sele ena 


ebenfalls so klein ist, wie man will, und auch wenn § — y noch weiter 
abnimmt, stets unter einer vorgeschriebenen Grenze verbleibt. Der Wert 
der Summe (5) kann also in der Tat der Null beliebig angeniihert werden. 

Um ein ahnliches Resultat auch fiir 2P zu erhalten, gehen wir von 
der Formel (3) aus, welche 


¥'(@) = w(a) sin ga + x4(a) cos ga 


ergibt in der Bezeichnung 


“oe 


v(a) =h’ + fx U’ cos 92’ dz’, 
0 


4 (a) = fa U’ sin 92’ dz’. 
0 
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Da nun offenbar ’(«) und %(«) zwischen endlichen von g unabhingigen 
Grenzen liegen, so kann eine ebenfalls von @ unabhiingige Konstante A 
so gewihlt werden, daB die Summe A+ (a), wenn @ die Werte von 
0 bis Z durchliiuft, stets gréBer als eine feste positive Zahl, etwa Kins 
ist. Dann zeigt die Gleichung 
Stes vee) _ 2G PE + (0) 0) 
die jedenfalls auf der Strecke von a = y bis a = & gilt, daB die Funktion 
9, (@)[A+v(«)] von «=0 bis «= € monoton ist, sobald § — y unter 
eine gewisse von @ unabhingige Grenze herabgesetzt ist. In dieser Be- 
trachtung kann y(a) durch eine der Funktionen y(a@) und B°(«) ersetzt 
werden, die ebenfalls mit ihren ersten Ableitungen zwischen endlichen 
von @ unabhiingigen Grenzen liegen, wenn @ das Intervall J durchliuft. 
Jetzt zeigt die Identitit 





& é § 

Sf 90(a) w(a) sin pada = | %(«) [A+ H(a)] sin pada — [Ago (a) sin pada 
0 0 0 

und diejenigen, die aus ihr entstehen, wenn man #(a) durch x(a) oder 


ae ersetzt, daB die 





B°(«) und gleichzeitig sin g« durch cos g@ und sin 
Teilsumme P zerlegt werden kann in Integrale 


g g 
(6) [ow cos eada, foe cos > da 
0 0 


und ebensolche, in denen das Zeichen cos durch sin ersetzt ist; dabei ist 
6(a) eine monotone Funktion, deren Werte zwischen von » unabhingigen 


Grenzen liegen, und die Integrale sind mit Faktoren von der Form < 


multipliziert, in denen die Grenzen der GréBe Y sogar von g,(z) iiber- 
haupt unabhingig sind. Fiir das erste Integral (6) aber gilt nach § 4 
die Ungleichung 


foe cos pada) < <2, 
0 


wenn g der gréfte absolute Betrag von @(«) im Integrationsintervall ist; 
ersetzt man auf der rechten Seite 4 durch eine beliebige gréBere Kon- 
stante, so erhilt man nach demselben Satze eine obere Grenze fiir das 
zweite Integral (6). Denn zuniichst ist nach § 4 


£ 
| foe cos > da\< Ld 
0 





nx? 
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das Verhiltnis @: sai strebt aber bei wachsenden Werten von o der Ein- 


heit zu. Beide Integrale (6) und diejenigen, die man erhalt, wenn man 
in ihnen cos durch sin ersetzt, sind daher, sobald @ eine gewisse Grenze 
iiberschritten hat, absolut kleiner etwa als 

5g 

e 
wobei g von 9 unabhingig ist. Beriicksichtigt man noch die Faktoren, 
mit denen diese Integrale in der Summe P multipliziert sind, so sieht 
man, daB alle: Glieder derselben die Gestalt 

y 

oF 
haben, wobei die Grenzen der GréBen Y von » unabhingig sind. Da 
ferner jedes Glied von P ein Integralzeichen enthilt, unter dem der 
Faktor g,(«) vorkommt, so schlieBt man genau wie bei den Gréfen Q, 
daB auch die Summe aller P durch passende Wahl von 7 beliebig klein 
gemacht werden kann. 

Als Resultat dieser Entwicklung erhalten wir fiir RO den Ausdruck 


g 


? 


g g 
4 1,o e 
) Seu / Ve) g(a) de=F [i Po (ce) da + zs i f $o(a) cos “Fda +, 
0 0 2g 0 


in welchem das Glied 


=} f p(a)de+ SP+ SQ 


der Null beliebig geniihert werden kann, indem man 7 an & heranriicken 
laBt. In derselben Form erscheint die GréBe R®®, wenn fiir die erste 
Normalfunktion 9 = 0 zu setzen ist; denn ein einzelnes Glied 


U(2) uf U(a) 9(«) da 


wird offenbar mit § — 7 beliebig klein. Nun ist Rj” von 7, weil iiber- 
haupt von der besonderen Wahl der Funktion g,(2) der Gleichung (2) 
zufolge unabhiingig; dasselbe gilt von der Reihe 


g g 
1, 
1 2 
i fo («)da+ > > cos ile [v0 cos a da, 
0 . % 


die nach § 5, da & kleiner als Z ist, den Wert 0 oder = ¥(€) hat, je 
nachdem z grdBer als & oder z= & ist; man findet also schlieBlich ent- 
sprechend diesen Fiillen eine der Gleichungen 
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1 
Res = 0, RoE anak 9 (&), 


und die Gleichung (2) ergibt sofort, indem man ¢ fiir & setzt, demgemaB 


0<2<Z 
annimmt, und die unabhiingige Variable sichtbar macht, 
a 
(7) R(z)* = 5 9); 
fir z>& erhalt man 
(8) R(z)* = 0. 


Verbindet man die letzten Gleichungen mit der Identitat 


Rs = RE + RS, 


so findet man : 
7 1 
(9) Rie) = > (2), 


und hier treten beiderseits nur die Werte auf, welche g(z) auf der Strecke == 
von & bis z annimmt. f 

Der Wert von z darf in der letzten Gleichung die obere Grenze Z 
nicht erreichen, da dies schon in der Gleichung (7) ausgeschlossen wurde. 
Fiir z= Z aber hat man nach § 13 die Gleichung 

R(Z)*7 = (2) 
und die Gleichung (8), in welcher z = Z gesetzt werden darf, ergibt 
R(Z)h? = 9(Z). 

Diese Resultate erweitern sich sofort, wenn man die Rollen der beiden 
Endpunkte des Intervalls J vertauscht; das ist erlaubt, da die Differential- 
gleichung der Normalfunktionen ebenso wie die Grenzbedingungen ihre 
Form behalten, wenn man Z—z an Stelle von z als unabhiingige Variable 
einfiihrt. Ist dies geschehen, so braucht man nur die oben erhaltenen 
Werte von R°* und R** anzuwenden, um sofort unter der Voraussetzung 


O<*e<h<Z 
die Gleichung 
R(z)5? = 0 
und, wenn z von Null verschieden ist, 
» * 1 
(10) R(e)** = R(e)s? = +. ge), 


fiir z= 0 aber die Gleichung 
R(0)** = (0) 
zu erhalten. 
Jetzt ist es leicht, auch den Fall zu erledigen, in welchem g(z) im 
Innern ‘der Strecke J eine endliche Anzahl von Unstetigkeitsstellen besitzt. 
In diesen sind, wie in § 4 erwahnt, bei der Anniiherung von. rechts wie 
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von links her bestimmte endliche Grenzwerte der Funktion vorhanden, 
wenn die Dirichletsche Bedingung nach wie vor erfiillt ist. Eine von ihnen 
sei , waihrend g(z) auf den Strecken 

BSe<&, S<e<Sy 
stetig bleibe. Dann hat man der Gleichung (9) zufolge 


ROE = + 98), 


wobei unter p(§) der fiir z= § erhaltene Wert der von z=&€ bis z= € 
stetigen Funktion verstanden wird, den wir, wenn g/(z) fiir das ganze 
Intervall J betrachtet wird, als m(€—0O) bezeichnen miissen. Man hat 
demgemiB8 die letzte Gleichung in der Form 


<> 2 

(11) R(E)** = > p(§—0) 
zu schreiben und findet ebenso 

(12) R(>" = + p(E+0). 


Da man ferner aus der Formel (8) leicht ersieht, daB die Gleichungen 
RO*=0, RO*=0 
schon danv gelten, wenn die Strecken von 0 bis § und von y bis Z in 


eine endliche Anzahl solcher zerfallen, innerhalb deren g(z) stetig ist, so 
folgt aus den Gleichungen (11) und (12) die Formel 


R(Q%? = 5 [p(E—0) + o(E+0)], 


und, wenn € keine Unstetigkeitsstelle ist, die schon bekannte Darstellung 
R(g)"7 = (6). 


Driickt man endlich diese Resultate in der Variablen x aus, wobei 
sich die benutzten Stetigkeitseigenschaften von g(z) auf f(x) iibertragen, 
so findet man: 

Wenn die Funktion f(x) im Intervall von x=0 bis r= X der 
Dirichletschen Bedingung unterworfen und nur an einer endlichen Anzahl 
zwischen 0 und X liegender Stellen unstetig ist, tibrigens aber dieselben 
Voraussetzungen gelten wie am Ende des § 13, so ist an jeder Unstetigkeitsstelle 


x 
1,0 V, fgf(a) V, dx 
0 


x 
y {9 Vid« 


An jeder andern Stelle des bezeichneten Intervalls ist der Wert dieser Reihe 
wie frither f(x). 


== [fle@+0) +fe—0)}. 
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IV. Die Darstellung willkirlicher Funktionen durch 
Normalfunktionen mit mindestens einer festen Nullstelle. 


§ 15. 
Die Gestalt der Normalfunktionen fiir h = co, H= oo. 


Die durchgefiihrte Argumentation liefert ohne wesentliche Modifikation 
des Grundgedankens aber vermittelst einer etwas anderen Rechnung die 
analogen Resultate auch fiir den Fall, daB eine der Konstanten h, H oder 
beide unendlich sind, d. h. daB mindestens eine der Grenzbedingungen 
der Normalfunktionen durch eine der Gleichungen 

Vi? = 0, Viz =0, 
ersetzt wird. Diese Fille, zu denen z. B. der im Abschnitt II betrachtete 
gehért, waren in den §§ 9 und 10 nicht ausgeschlossen; nur die von § 11 
an durchgefiihrten Entwicklungen miissen modifiziert werden. 

Es sei zunichst h= oo; dann ergibt sich aus der in § 11 nach 
Liouville durchgefiihrten Transformation, die von der speziellen Gestalt 
der Grenzbedingungen unabhiingig ist, fiir die Normalfunktionen U die 
Gleichung 

Ul\’ = 0, 


und wenn man wie dort aus der Differentialgleichung 


d?U 
ar + (9? -—4)U=0 
die ersten Integrale 


sin 92 hl —eUcosgez=A + fx U’ sin g2'dz’, 
0 


cos ype oUsin oz = B+ [1U' cos oe da’ 
0 


ableitet, findet man 
duo 
= de |} 


A=0, B 


fiir positive Werte von @ kénnen wir 
ou 
dz 


setzen und erhalten dann allgemein 


0 


=? 





(1) U = sin gz + 4 fi U’ sin o(¢—2’) dz’. 
0 





er Sg A 





XP CRPEE 
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Der Ausnahmefall @ = 0 kann, wie man leicht sieht, bei positiven Werten 
von H nicht eintreten, und wiirde nur ein einzelnes, fiir die Konvergenz- 
fragen unerhebliches Glied in die zu untersuchenden Reihen einfihren. 
Die durch die Gleichung (1) bestimmte Normalfunktion liegt, sobald 
@ eine gewisse Grenze iiberschritten hat, in dem ganzen Intervall J 
zwischen + 2 und —2; denn ist @ das Maximum ihres absoluten Betrages, 
so ist die rechte Seite der Gleichung (1) dem absoluten Betrage nach 


kleiner als 


Zz 
1 +2 fixjas; 
0 


Zz 
Ui <1 42 fiajae 
0 


daraus folgt allgemein 


und weiter, sobald 


Zz 
o> firiae 
0 


[1-3 fitiar]e<s, 


woraus sich die ausgesprochene Behauptung ergibt. 
Die Gleichung, welche die fiir die Normalfunktionen charakteristischen 
Werte von @ liefert, erhilt man aus der zweiten. Grenzbedingung 


aU + 77 |2 
“+H 0| =0, 


indem man den Wert (1) einsetzt, in folgender Form: 


geworden ist, 





Z Zz 
sin 02 {H’ fx U' sin 92 dz + x0’ cos ee ds'| 
0 0 


Z Zz 
+cos eZ {e +20’ cos o2' dz’ — © fru’ sin ee de'| =0. 
0 0 
Nun bleiben die Integrale 


Zz Z 
fx U’ cos 92’ dz, fx U’ sin 92’ dz’ 
0 0 


bei wachsenden Werten von @ ebenso wie U zwischen festen endlichen 
Grenzen; die erhaltene Gleichung reduziert sich daher, durch @ dividiert, 
im wesentlichen auf die Form 


cosoZ=0, 
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aus welcher sich der asymptotische Wert 


1\ z 
en(n+3)Z 
ergibt. Eine Untersuchung, die sehr ahnlich der in § 11 durchgefiihrten 
verlauft, fiihrt zu dem genaueren Werte 


(2) @= Ou =(nt+s)zets, 


wobei B zwischen endlichen von @ unabhingigen Grenzen verbleibt. 

DaB der erhaltene Wert von g gerade die (w+ 1)'* Normalfunktion 
ergibt, folgt wieder daraus, daB diese stets genau x von z=0 verschiedene 
Nullstellen besitzt; die dem Werte (2) entsprechende Normalfunktion redu- 
ziert sich aber bei groBen Werten von » wesentlich auf 


sin (2n+1) = 


und verschwindet, abgesehen von z = 0, im Intervall J an den Stellen 


nee 4Z anZ 
~ 2n+1? 2n+1? > Qn+1? 





d. h. genau w-mal, ist also mit U,,, identisch. Den Werten 9,, 9,,--- 
entsprechen daher die Zahlen n = 0,1,---. 

Ebenso leicht findet man die entsprechenden Resultate im Falle 
H = oo, d. h. wenn die GréBen o durch die Gleichung 


Z 
U|? = 0, sin pZ+ + [2'U' sin o(Z—2’) de’ = 0 
0 


definiert werden, die bei groBen @ anniahernd durch 


sin 0oZ = 0 
ersetzt werden kann und den asymptotischen Wert 
ne nx B 
(3) ,<e eed) ine 


ergibt. Die entsprechende Normalfunktion ist wesentlich 


+ NZ 
sin Zz 
verschwindet also zwischen den Grenzen des Intervalls J genau (n—1) mal 
und ist mit U, identisch, da jetzt die n* Normalfunktion » —1 Null- 
stellen zwischen 0 und Z besitzt; der durch die zweite Gleichung (3) 


gegebene Wert von g ist also genauer durch g, zu bezeichnen. 


VR rs pete PRR 


<< Do ERe HE ix 














n 
n 
e e 
» 
z 
y 
yi 
¢ 
~*~ 
¥ 
le *y 
3 
4 
7 
; 
f 
ral 





Darstellung willkirlicher Funktionen. 139 


Der letzte mégliche Fall, daB h endlich und H unendlich ist, braucht 
offenbar nicht besonders betrachtet zu werden, da er sich von dem ersten, 
in welchem fiir h und H das Umgekehrte gilt, nicht wesentlich unter- 
scheidet. 


$ 16. 
Analoga der §§ 12 und 13. 


Nach diesen Vorbereitungen ist es leicht, die oben fiir endliche 
Werte von h und H entwickelten Kriterien der gleichmaBigen Konvergenz 
der nach Normalfunktionen fortschreitenden Reihe auf den vorliegenden 
Fall mit einer geringen Modifikation zu iibertragen. 

Zu diesem Zweck gehen wir davon aus, daB der Formel (1) des 
§ 15 zufolge, wenn die Bezeichnung 


= fx U’ sin (« — 2’) da’ 
0 


eingefiihrt wird, die Gleichung 


Zz Z Zz Z 
fre de — f sin’ oada + 2. fn sin gada + 3, fred 
0 ° “" 0 
gilt, aus der man schlieBt 


(2) a Te) da = z. 
“% 


Man findet ferner wie in § 12 unter den dort fiir f(x) eingefiihrten 
cea die Gleichung 











9 (@) 
If fu waa; rey 


und in ihr fallt das Glied mit U’(0) weg, wenn wir annehmen 


fO=9, 9O)= 
Fir U’(Z) kann man — H’U(Z) schreiben, wenn H endlich ist; ist 
H=ox, so gelte die weitere Voraussetzung 

f(X)=0, 9(Z)= 
Auf diese Weise erreicht man in jedem Falle, daB alle Glieder des be- 
trachteten Ausdrucks die Form 


ep (a) U" («) 9 («) 
[ete ete 22 72+ Ua) (a2) 
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haben, und dasselbe gilt der Gleichung (2) zufolge, und da U(z) zwischen 
endlichen, von g@ unabhiingigen Grenzen liegt, von dem allgemeinen Gliede 
der Reihe R. Da nun go nach §15, sobald eine gewisse Grenze iiber- 
schritten ist, wesentlich in arithmetischer Progression wiachst, gleichviel 
ob H endlich oder unendlich ist, so ist die gleichmaBige Konvergenz der 
Reihe R wiederum erwiesen. Da ferner die Entwicklungen des § 10 auch 
fiir unendliche h und H gelten, so kann die Reihe R auch wie in § 12 
summiert werden und hat den Wert o(z). 

Aber auch die Entwicklungen des § 13 sind mit leichter Modifikation 
auf den vorliegenden Fall zu iibertragen, wenn man die dort geltenden 
Voraussetzungen betreffs der Funktionen g, k, 1 und f(x) festhalt. Zuniichst 
ergibt die Gleichung (1), da nach § 4 

Zz 
f sin eada = = 
0 


gesetzt werden kann, kombiniert mit der Gleichung 
Z 





Jf sin’ pada = eee 4 
0 
die Folgerung 
Z 
(4) M=1:[0%@)de=3+4, 
0 


und C liegt zwischen endlichen von g unabhingigen Grenzen. Man 
findet ferner vermittelst des Ausdruckes (1) in § 15 


(5) U=singz+~, 
? $ 
of ©) 96 a sin gada + faeg(o) sin ge f 2’ U'cos gz da’ 
$ § $ % 


” @ 
— fac g(a) cos ga | 4’U" sin g2' dz’, 
§ 0 


wobei wieder — und y beliebige Werte von z im Intervall J sein kénnen. 
Da hier das zweite und dritte der zwischen § und 4 genommenen 
Integrale ebenso behandelt werden kénnen wie die analogen Glieder in der 
Gleichung (1) des § 13, und U zwischen endlichen Grenzen bleibt, so 
kann man aus der letzten Gleichung nach § 4 und der Gleichung (5) schlieBen 


» 


n 
(6) Uf Ue) o(e) du = 282 f g(a) sin guda+—, 
. 5 
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und ¥ liegt zwischen endlichen, von &, 4, 2 und @ unabhingigen 
Grenzen. 

Nun ergeben die Gleichungen (2) und (3) des § 15, je nachdem H 
endlich oder unendlich ist, 


. . 1\2z , B° 1\ xz , B 
sin 92 = sin (n+ 5) Z + > eos (n +>) A of ro 
oder 
: _ nez , B° nz , B 
sin 92 = sin + ms cos -f e? 


wobei B' und B° zwischen endlichen von g unabhiingigen Grenzen liegen, und 
B® = 9 sin nm 


ist; entsprechend beiden Fallen findet man somit 


A 4 
Jo sin eada =o sin (n+5) Saat! [Bole cos (n+5) se da 
bd 
+ oF 


" " " 
‘fo)sineude = [9 sin > da + + (Bo@ cos > da+ = 
g § § 


Die zweiten Integrale rechts haben aber nach § 4 die Gestalt Y: 0, da 
y(2) der Dirichletschen Bedingung unterworfen ist; somit folgt eine der 
Gleichungen 


u u 
‘ . ¥ 
foo sin pada - fo sin (nt 3)F da + oF? 
" n 
fo sin gada = {9 sin > da + “? 
: : 


> 


und auch hier haben die GréBen Y die oben angegebene Beschaffenheit. 
Substituiert man diese Werte in die Gleichung (6) und beriicksichtigt 
die Gleichung (4), so ergibt sich 


(7) UM | U(«) p(«) da 


" 


me ; sin (n+) (oa) sin (n+ 3) se da + 
§ 


« < 
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4 
UM f U(a)p(a) da= Fain a | p(«) sin “S* dae + * 
g § 


Hieraus schlie8t man wie in § 13, daB® die Reihe R®”, deren allge- 
meines Glied durch einen der letzten beiden Ausdriicke dargestellt wird, 
gleichmaBig konvergiert, sobald dies von der einen oder andern der Reihen 


1,@ ye 

2 + Uz + YMC 

Zz >’ sin Ff o@sins da, 
, é 


” 
io fi» 3 re 
23 sin cig f («) sin ( b 3)* de 


v 
g 


ae 


konvergiert, da die Grenzen der GréBe ¥ die oben angegebene Beschaffen- 
heit haben, gleichmaBig, wenn man z das Intervall J durchlaufen laBt; 
dasselbe gilt auch, wovon wir spiiter Gebrauch machen, hinsichtlich der 
GréBen &, 7. 

Speziell ist die Reihe R oder R%? gleichmaBig konvergent, sobald 
dies von einer der fiir §=0, » = Z gebildeten Reihen (8) gilt, welche 
sich durch eine einfache Substitution auf die Reihen R, und R, des § 3 
reduzieren. Erstere ist nach § 5 gleichmaBig konvergent, wenn g(z) der 
Dirichletschen Bedingung geniigt und die Gleichungen 

9(0)=9, 9(Z)=0 
bestehen; dasselbe gilt von R, schon, wenn nur die erste dieser Glei- 
chungen vorausgesetzt wird. 

Zusammenfassend kann man also sagen: Die Resultate der §§ 12 und 13 
bleiben fiir h = co, d. h. wenn die Normalfunktionen der Gleichung 

veP=0 
geniigen, giiltig unter der Voraussetewng 


f(0) =0. 
Ist auch noch H = co, sodaB die zweite Grenzbedingung der Normalfunk- 
tionen in der Gleichung 


(8) 





gilt; denn die Reihe 


Vix =0 
besteht, so gelten jene Resultate bei der Voraussetzung 
£0) = f(X) = 0. 












eae = & 
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§ 17. 
Die dargestellte Funktion frei von Grenzbedingungen. 


¢ 


Um das erhaltene Resultat von den der Funktion f(x) auferlegten 
Grenzbedingungen unabhingig zu machen, beschrinken wir uns zuniichst 
auf endliche Werte von H und nehmen an, g(z) sei im Intervall J eine 
beliebige stetige, nur der Dirichletschen Bedingung unterworfene Funktion. 
Es sei ferner . 


0<4<§<Z 
und gelte die Gleichung 
. Po (2) = 9(2) 
fiir die Strecke 
§<2<57; 
dagegen sei 
9p (2) = (2 — n) o) 
0 é aes n ? 
sobald 
S26, 
und 
. Yo (2) = 0 
im Intervall 
O<2z<y4. 


Die so definierte Funktion g,(z) ist im Intervall J stetig, verschwindet 
an dessen unterer Grenze und geniigt der Dirichletschen Bedingung. Setzt 
man also allgemein 


Re = SUM. f U(«) p(a) da, 


» 
Ri" = SUM f Ue) (a) de, 
so hat man nach § 16 fiir z>€ 


(1) Ry? = vo(2) = Yl?) 
und es gelten die Identitiaten 
(2) RZ = Rot + REZ = RE + REZ, 


Da nun die linke Seite der Gleichung (2) der Gleichung (1) zufolge 
von 7 unabhiingig ist und dasselbe von R57 offenbar gilt, so ist auch 
R= yon 4 unabhingig; wir zeigen, dab der Wert dieser Gréfe Null oder 
<9 (8) ist, je nachdem 2 grier als & oder 2 = & ist. 

Zu diesem Zweck gehen wir von den Ausdriicken (4) und (5) des 
§ 16 und (1) des § 15 aus und schreiben 
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(» + =) m2 wo 


Fh mee oo, 
1 

n+ —) Zz . 

W184 Bean OE) 5 BY 


¥! = »(z) sin oz + x(2) cos oz, 
v(z) = {a UD’ cos o2' dz’, 4(2) = fx U’ sin o2' dz’; 
0 0 


dann ergibt sich die Gleichung: 


J 1 1 
n+ —) az . n-+—) xz 
10.) f Ue) wae vm. 3) +304 Sain Ot) 
0 








My 1 
. n+ —)ara ‘ ew 
+ ose (+a) we , 26 
0 


sin 
Z @ e 





1 ° 1 
=F sin ee fos sin nf Q, 


und die Ausdriicke P, Q entstehen aus den gleichbezeichneten des § 14, 


P 1 
n-+-—)x 
indem man den Bruch id iiberall durch (+3) 


cos und sin vertauscht. Diese Umgestaltung beriihrt aber die in § 14 
durchgefiihrten Schliisse in keiner Weise; denn B® hat nach § 16 dieselbe 
Gestalt wie in § 11, und die Funktionen y, x behalten ihre in § 14 
allein benutzte Eigenschaft, mit ihren Ableitungen zwischen endlichen 
Grenzen zu liegen. Man findet daher genau wie dort, daB die Summen 


2P; >, 


welche iiber alle Werte von @ zu erstrecken sind, beliebig der Null 
genaihert werden kénnen, indem man y an &€ heranriicken léBt. Da nun 
nach § 5 die Reihe 


ersetzt und die Zeichen 





4 
eB 
3 
: 
: 
Fy 
: 
r 
bs 





RS AR BaP an come 








); 


on 


14 
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14 
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g 
0,2 
a sin (v +-= =) AO sin (» + et 
4 0 
den Wert 0 oder 
1 1 
= Po(&) = = v€) 
hat, je nachdem z gréBer als — oder gleich & ms so kann die GréBe Ro§ 
im ersten Falle der Null, im zweiten dem Werte = = 9(8) beliebig angenihert 


werden. Sie ist aber, wie oben bemerkt, von 7 unabhingig; also folgt, 
wenn > 

Ret = 0, 
und die Gleichung (1) ergibt, indem man die Variable dem Zeichen R 
anfiigt, 


(3) (2) = R(e)e. 
Ebenso erhalt man fiir z= & 
(4) RI =Ri = gs), Re => g(2). 


Mit der Gleichung (3) kombinieren wir die in n § 16 betonte Tatsache, 
daB in der Gleichung 


Riu = m4 vm foe U(a) da 


uv] 


0, 
= sin (+5) ac sin (v+5) Facet Ds 
die Reihe 
Vd 
6) ae 
hinsichtlich der GréBen £ und y gleichmifig konvergiert. Da nun jedes 
ihrer Glieder eine stetige Funktion von § und y ist, so gilt dasselbe von 
der ganzen Summe (5), und ebenso auch von R5” unter der Voraussetzung 
e>>6&, 
da dann nach § 5 die trigonometrische Reihe in dem obigen Ausdruck 


R5" verschwindet, und zwar auch fiir §=0. Die Gleichung (3) aber ergibt 
p(6) = Be? = Re? 


und damit 
RnZz — Ri.Z = Rin — 0; 


Mathematische Annalen. LVIII. 
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laBt man also € gegen die Grenze Null konvergieren, so nihert sich RS" 
der Grenze R®%", und man findet iibereinstimmend mit der Formel (8) 
des § 14 


(6) R=0, 
mithin, sobald z von Null verschieden ist, 
(7) BR? = (2), 


womit eine willkiirliche Funktion auch im Falle h = co durch die Normal- 
funktionen dargestellt ist, ohne daB (0) und f(0) zu verschwinden 
brauchten. 

Diese Entwicklung kann, wenn zuniichst »(Z) = 0, ohne wesentliche 


Anderung auf den Fall H =o iibertragen werden, indem man » + + 
und » + 3 durch » und y ersetzt. Sodann kann fiir den Fall, daB p(Z) 


von Null verschieden ist, eine der durchgefiihrten analoge Betrachtung fiir 
die in der oberen Grenze Z endigenden Intervalle angestellt werden; man 
findet auch hier, wenn 


Z>E>2>0 
ist, die der Gleichung (6) analoge 
Riz = 0. 


Somit ergibt sich, gleichviel ob H endlich oder unendlich ist, immer die 
Darstellung (7), solange z keinen der Werte 0 und Z annimmt. 

Ubersetzt man die erhaltenen Resultate in die Sprache der Variablen 
«x und f(x), so findet man, daf die nach Normalfunktionen fortschreitende 
Reihe, auch wenn die Gripen h und H nicht beide endlich sind, die der 
Dirichletschen Bedingung unterworfene und stetige Funktion f(x) auf der 
Strecke von x = 0 bis x = X darstellt, auch wenn iiber f(0) und f(X)) nichts 
vorausgesetet wird; nur muB x, wenn h = oo ist, von 0, wenn H = oo ist, 
von X verschieden bleiben. 

Endlich kann auch der Fall, daB f(x) Unstetigkeiten aufweist, ebenso 
wie in § 14 behandelt werden. Denn zunichst ergibt die Gleichung (4), 
wenn 

0<§<2<Z, 

die Beziehungen 
(8) RE) = RO = 5 9), 


welche dieselbe Form haben wie die unter denselben Voraussetzungen 
geltenden Gleichungen (7) und (9) des § 14. Ebenso kann auch die 
Gleichung (10) des § 14: 


(9) Re) = > v2), 


og 
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die unter der Voraussetzung 
O0<4e<b<Z 


gilt, auf den vorliegenden Fall iibertragen werden. Das ist unmittelbar 
ersichtlich, wenn die Konstanten h und H beide unendlich sind, da dann 
die Enden des Intervalls J dieselben Eigenschaften haben und vertauscht 
werden kénnen, womit die Gleichungen (8) und (9) ineinander tibergehen. 
Andere Erwagungen fiihren zu der Gleichung (9), wenn H endlich ist. 
Dann mu8 man davon ausgehen, daB mit einer Modifikation, die wir an- 
geben wollen, die Entwicklung des § 14 auch fiir den Fall H = o giiltig 
bleibt. Bei dieser Annahme bleibt nimlich die in der Gleichung (6) des 
§ 11 gegebene Darstellung der Funktion U, wie dort schon bemerkt wurde, 
richtig, und da die Normalfunktionen am oberen Ende des Intervalls J 
verschwinden, erhalt man fiir groBe Werte von @ die annihernde Bestimmung 


cos oZ = 0, 
sodaB durchgehends in den Werten von @ die Zahl durch n+ : zu 


ersetzen ist. Vertauscht man jetzt die Enden des Intervalls J, indem man 
Z—z an Stelle von z als Argument einfithrt, so kommt man auf den 
Fall, daB H endlich, h unendlich ist, zuriick, und die Gleichung (9) 
erscheint als eine andre Form der Gleichung (9) des § 14. 

Auf Grund dieser Formeln findet man durch genau dieselbe Schlub- 
reihe wie in § 14, daB, wenn die Funktion f(a”) im Innern des Intervalls J 
eine endliche Anzahl von Unstetigkeiten besitzt, an jeder von diesen der 
Wert der nach den Normalfunktionen fortschreitenden Reihe durch den 
Ausdruck 

zf@-9) + f@+0)] 
dargestellt wird. 

Hiermit ist auch fiir den Fall unendlicher Werte von h und H die 
Dirichletsche Theorie der Fourierschen Reihe im wesentlichen auf die 
Sturm-Liouvilleschen Reihen itibertragen. 
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Bemerkungen zur Variationsrechnung. 


Von 
Hans Haun in Wien. 


Im 55. Bande der Mathematischen Annalen veréffentlicht Herr Kneser 
eine Abhandlung, in der er auf die schon wiederholt behandelte Frage 
zuriickkommt, ob auch im Falle des einfachsten isoperimetrischen Problems 
eine dem sogenannten Jakobischen Kriterium analoge notwendige Be- 
dingung fiir das Eintreten eines Extremums besteht. Bis auf einen Aus- 
nahmefall wird diese Frage daselbst in bejahendem Sinne beantwortet, 
wahrend dieser Ausnahmefall wie in allen friiheren mir bekannt ge- 
wordenen Beweisen unerledigt bleibt*). Da nun aber bekanntlich die iso- 
perimetrischen Probleme sich in einfacher Weise auf das sogenannte 
Lagrangesche Problem zuriickfiihren lassen, welches von G. v. Escherich 
in einer Reihe eingehender Untersuchungen**) behandelt wurde, so ist es 
naheliegend, sich die Frage vorzulegen, ob nicht etwa auf Grund der 
Resultate dieser Untersuchungen die oben erwahnte Frage sich vollstandig 
erledigen lat. Zu diesem Zwecke war es nétig, zu priifen, inwiefern die 
Voraussetzungen, auf denen v. Escherich ausdriicklich seine Untersuchungen 
aufbaut***), im isoperimetrischen Probleme erfiillt sind. Abgesehen 
von den unentbehrlichen Annabmen iiber gewisse Stetigkeitseigenschaften 
der auftretenden Funktionen sind dies die folgenden Voraussetzungen: 
1) Jede regulire Kurve, die das gewiinschte Extremum liefert, bildet 
zusammen mit den Multiplikatoren eine stetige Lisung des Lagrangeschen 
Differentialgleichungssystemes; 2) Die Bedingungsgleichungen kénnen durch 


*) Als ich den vorliegenden Aufsatz der Redaktion iibersandte, war Bolzas Ab- 
handlung (Math. Ann. Bd. 57) ,,Zur zweiten Variation bei isoperimetrischen Problemen“ 
noch nicht erschienen. 

**) Die zweite Variation einfacher Integrale. Mitt. I, II, II]. Wiener Ber. 1898, 
Bd. 107; Mitt. IV, Wien. Ber. 1899, Bd. 108. Mitt. V, Wien. Ber. 1901, Bd. 110. 
Eine analoge Methode habe ich auf ein etwas allgemeineres Problem angewendet: 
Zur Theorie der zweiten Variation einfacher Integrale. Monatshefte fiir Math. und 
Phys. Bd. 14. 

***) Vgl. 1. c. Mitt. I § 2, Mitt. V § 15. 
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ihnen fquivalente lineare Gleichungen ersetzt werden. Fiir das isoperi- 
metrische Problem ist die Frage nach der Berechtigung dieser Voraus- 
setzungen leicht zu entscheiden. Doch zeigt es sich, daB auch ohne die 
Beschrinkung auf die isoperimetrischen Probleme sich allgemein giiltige 
Resultate gewinnen lassen; der Herleitung derselben sind die ersten drei 
Paragraphen der folgenden Arbeit gewidmet. 

Die bekannten Untersuchungen A. Mayers gestatten es, was die erste 
dieser beiden Voraussetzungen betrifft, durch ganz einfache Uberlegungen 
ans Ziel zu gelangen. Weniger einfach ist die Sache betreffs der zweiten 
Voraussetzung. Sie wurde seinerzeit, wie die Lagrangesche Multiplikatoren- 
methode, aus der Theorie der bedingten Maxima und Minima der Funk- 
tionen mehrerer Veriinderlicher ohne weitere Priifung in die Variations- 
rechnung iibernommen, ohne daB meines Wissens bisher der Frage, ob 
und unter welchen Umstiinden dies berechtigt ist, naiher getreten worden 
wire. In engem Zusammenhange hiermit steht die Frage, unter welchen 
Voraussetzungen sich ein beliebig kleiner Extremalenbogen in zulissiger 
Weise variieren laiBt, welche ich im zweiten Paragraphen zu beantworten 
suche. Ein letzter Paragraph bringt noch eine kurze Zusammenfassung 
und Anwendungen auf das isoperimetrische Problem. Die Jakobische 
Bedingung wird daselbst in méglichst allgemeiner Form ausgesprochen, 
sodaB speziell der von Kneser allein in Betracht gezogene Fall analytischer 
Funktionen vollkommen erledigt wird. 


§ 1. 
Vorbemerkungen. Stetigkeit der Multiplikatoren. 

Das Lagrangesche Problem der Variationsrechnung verlangt, zwei 
gegebene Punkte einer -dimensionalen Mannigfaltigkeit durch ein den 
Differentialgleichungen 
(1) ’ Pe(Yis °° 2 Yai Yar' 2 In) =O (k =1,2,---,m) 
gentigendes regulires Kurvenstiick*) von der Art zu verbinden, daB es 
dem zwischen den beiden gegebenen Punkten erstreckten Kurvenintegrale: 


y* 
(2) 5 CR Wy y,) at 
y° 


einen gréBeren oder kleineren Wert erteilt als jede benachbarte, stetige, 
dieselben Punkte verbindende und demselben Differentialgleichungssysteme 


*) D. h. die Koordinaten (y, ,---, y,,) dieses Kurvenstiickes sollen sich als stetige 
mit stetigen nirgends gleichzeitig verschwindenden ersten Ableitungen versehene 
Funktionen eines Parameters ¢ darstellen lassen. 
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geniigende Kurve, fiir welche das vorgelegte Integral iiberhaupt einen 
Sinn hat, oder, wie wir kurz sagen wollen, als jede benachbarte zu- 
lassige Kurve. 

Um priifen zu kémnen, ob ein gegebenes regulires Kurvenstiick 
(Yi, Yo» ***> Ya) unser Problem lést, miissen wir voraussetzen, daB sich eine 
Konstante 3 so angeben laBt, daB fiir alle Werte y,+ Ay,, y,; + Ay;,, in 
denen |Ay;| und | Ay,’| kleiner als 0 sind, die Funktionen f und g, samt 
ihren drei ersten partiellen Ableitungen nach den y und y’ endlich und 
stetig bleiben, und daB auf unserem Kurvenstiicke nirgends simtliche 
Determinanten aus der Matrix: 

(¢ =1,2,---,m) 


®) (k= 1,2,---,m) 
gleichzeitig verschwinden. Die Funktionen f und g; sind als homogen 
von der ersten Ordnung nach den y’ vorausgesetzt. 

Das Lagrangesche Problem ist als Spezialfall in einem allgemeineren 
von Mayer angegebenen Probleme enthalten, welches lautet: Es ist aus- 
gehend von einem Punkte einer (n+ 1) dimensionalen Mannigfaltigkeit 
ein den Differentialgleichungen: 


(1*) Pi(Yor Yar **y Yai Yo » Ys » v5 Yn) = 0. (k=0,1,--,, m) 
gentigendes regulires Kurvenstiick so zu ziehen, daB fiir ein gegebenes 
Wertsystem der Koordinaten y,,---,y, die (n+ 1) Koordinate y, einen 
gréBeren oder kleineren Wert erhilt, als fiir jede andere benachbarte 
zulissige Kurve. Um das Lagrangesche Problem auf diese Form zu 
bringen, brauchen wir nur zu setzen: 


a 
Oo”; 








t 
(2*) Yo = {fw *9Yn3 Yio ' Yat 
fe 


und den m Gleichungen (1) die folgende hinzuzufiigen: é 
Po =f (Ys > ***s ns Yao °° Yn) — Yo = 9- 
Wie ich an anderer Stelle gezeigt habe*), laBt sich jedes regulire Kurven- 


stiick, das das Mayersche Problem lést, und lings dessen nirgends alle 
Determinanten der Matrix: 


. (¢ =0,1,---,m) 
@) | (k=0,1,--+,m) 


verschwinden, welche die erste Vertikalreihe (k=0) enthalten, durch 


09, 
Ou; 











*) Uber die Lagrangesche Multiplikatorenmethode in der Variationsrechnung“ 
Monatshefte fiir Math. u. Phys. Bd. XIV. 
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zweimal differenzierbare Funktionen eines Parameters ¢ darstellen. Gibt 
es speziell in der Matrix (3*) eine Determinante von der Gestalt: 

2(Pos Pris": *> Pm) 
ait, Co» You? roo Yeem) : 
welche nirgends anf unserem Kurvenstiicke verschwindet, so existieren 
stetige, einmal differenzierbare und nirgends gleichzeitig verschwindende 
Funktionen 4,, 4,,---, 4,, des Parameters ¢, welche zusammen mit den 
y den Differentialgleichungen geniigen: 


—1/, 2, a, 
(4) > (asada!) —° (¢=0, 1,--+,m). 
k=0 


Wir wollen jede, den Gleichungen (1*) geniigende Kurve, fiir die auch 
die Gleichungen (4) bestehen, nach Knesers Vorgange eine Extremale des 
betreffenden Problemes nennen. 

Im Lagrangeschen Probleme reduziert sich die erste der Gleichungen (4) 
(fiir i= 0) auf: ah 
a7 0. 
Mithin ist A, eine Konstante, wa zwar wegen der Stetigkeit der Funk- 
tionen A iiberall dieselbe Konstante. Die iibrigen Gleichungen (4) ergeben 


d og 1, o9 ' ; 
(5) i, a dt @ i) + 3.32 - a zy) = 0 (¢=1,2,--+,m). 


Ist nun die Konstante 4, nicht gleich Null, so kann man, da wegen der 
Homogeneitét der Gleichungen (4) die 4 nur bis auf einen konstanten 
Faktor bestimmt sind, immer 4, = 1 setzen, und man erhilt so das be- 
kannte Lagrangesche Differentialgleichungssystem: 


“ d éf — oy, da, 9%, , 
* Bg = ie 
(5*) 5 dt dy, +3 (4: oy, at nat) = 0 G=1,3,--,9). 


Der Fall 4,=0 kann nur dann eintreten, wenn iiberall auf unserer 
Extremale den Gleichungen: 


oy, dad, & 
(6) a (4 a a je) wn 0 (i=1,2,---,n) 


re | 


durch GréBen 4 geniigt werden kann, die nicht simtlich verschwinden. 
Das ist aber die Bedingung dafiir, daB unsre Extremale auch Extremale 
sei fiir das durch die Gleichungen: 

Pi(Yss °° Yn %15°°* Yn) = 9 (k= 1, 2,---,m) 
gegebene Mayersche Problem. 















152 Hans Hany. 


Wir wollen von jedem Intervalle, in dem den Gleichungen (6) durch 
Funktionen 4, die nicht siamtlich verschwinden, geniigt werdea kann, 
sagen, unsere Extremale zeige in demselben ein anormales V erhalten. 
Bezeichnen, wie im folgenden immer, ¢ und ¢, die dem Anfangs- und 
Endpunkte der Integration im Integrale (2) entsprechenden Werte des 
Parameters ¢, und verhilt sich die Extremale nirgends in (f,4,) anormal, 
so wollen wir sagen, es liege der Hauptfall vor, wahrend wir sonst von 
einem anormalen Falle sprechen. Diese Unterscheidung ist genau die- 
selbe, die G. v. Escherich, auf Grund ginzlich verschiedener Uberlegungen, 
einfiihrte. (1. c. Mitt. V, § 26.) Offenbar ist der Hauptfall der bei weitem 
allgemeinere, da das Auftreten des anormalen Falles daran gekniipft ist, 
daB m GréBen 4 einem Systeme von » linearen Differentialgleichungen 
geniigen, von denen im allgemeinen nur eine eine Folge der iibrigen ist, 
wahrend m <<» — 1 sein mub. 

Wir kénnen auf Grund dieser Definitionen den Satz aussprechen: 

Jede Eaxtremale des Lagrangeschen Problemes, die sich nicht in jedem 
Teilintervalle von (t,t,) anormal verhdlt, muB den Gleichungen (5*) geniigen. 

Dabei war aber vorausgesetzt, da® ein und dieselbe Determinante 
aus der Matrix (3): 

\|Om,|\| (¢ =1,2,---,m) 


zal (k= 1, 2,---,m) 





— in dieser Form erscheint ja beim Lagrangeschen Probleme die Be- 
dingung (3**) — iiberall in (¢,¢,) von Null verschieden sei. Von dieser 
Voraussetzung wollen wir uns nun frei machen. 

Zunichst ist ohne weiteres klar, daB in jedem geniigend kleinen 
Intervalle von (é,¢,) die Gleichungen (5), und falls sich in demselben die 
Extremale nicht anormal verhilt, auch die Gleichungen (5*) erfiillt sein 
miissen, da ja nach Voraussetzung nirgends in (f,¢,) samtliche Determi- 
nanten der Matrix (3) verschwinden. Zu beweisen bleibt, daB die A in 
ganz (t,t,) stetig sein miissen, und mithin das Funktionensystem y,,---, y,,, 
A,,°*,4,, tiberall in (f,¢,) dieselbe Lisung der Gleichungen (5*) sein muB. 

Dieser Beweis ist leicht zu fiihren, vermége der Bemerkung, daB 
iiberall dort, wo unsre Extremale sich nicht anormal verhilt, die Glei- 
chungen (5) nur ein einziges (bis auf einen konstanten Faktor vollkommen 
bestimmtes) Lésungssystem 4 haben. Denn in der Tat, nehmen wir an, 
es gabe zwei linear unabhingige Lésungssysteme A} (k =0,1,---,m) und 
A? (k=0,1,---,m). Die beiden Konstanten 2,' und 4,? kénnen wir, da 
keine von ihnen verschwindet, einander gleich annehmen. Die GréBen 
A, =A} — 42 (k=0,1,---,m), die nicht simtlich identisch verschwinden, 
geniigen ebenfalls den Gleichungen (5). Nun ist aber 4,0. Es kénnte 
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also den Gleichungen (6) geniigt werden durch Funktionen 4, die nicht 
simtlich verschwinden, entgegen der Voraussetzung, daB an der betrachteten 
Stelle unsere Extremale sich nicht anormal verhiilt. 

Auf Grund unsrer Voraussetzungen li8t sich nun das Intervall (t,¢,) 
so in eine Anzahl von Teilintervallen teilen, daB in jedem dieser Teil- 
intervalle eine bestimmte Determinante aus der Matrix (3) von Null ver- 
schieden bleibt, und diese Teilung léBt sich auch so vornehmen, daB je 
zwei benachbarte Teilintervalle ein Stiick gemeinsam haben. LaBt sich 
nun ferner diese Teilung in der Art bewerkstelligen, da8 sich’ unsre 
Extremale in keinem der zwei benachbarten Teilintervallen gemeinsamen 
Stiicke iiberall anormal verhilt, so ist unser Satz von der Stetigkeit der 
Funktionen bewiesen; denn er gilt fiir jedes einzelne Teilintervall. In den 
genannten gemeinsamen Teilintervallen miissen nun aber (wenigstens nach 
Multiplikation mit einer geeigneten Konstanten) die Funktionen A der beiden, 
sich iiberdeckenden Intervalle iibereinstimmen, d. h. die Funktionen 4 
kémnen in ganz (f,¢,) stetig angenommen werden. Es gilt also der Satz: 

Lat sich das Intervall (t,t,) in der eben angegebenen Art in Teil- 
intervalle teilen, so miissen die y zusammen mit m stetigen Funktionen 
Aiy tty 4, auper den Gleichungen (1) noch die Gleichungen befriedigen: 


ef d Of 1 SV, 2% _ 4 OH) _ patie). 
dy, ~ at dy? +2 (4 éy, aay!) = Or tie 
i ‘ =1 


Liegt der Hauptfall vor, so ist eine solche Teilung immer méglich. 


m 


§ 2. 
Uber die Existenz zulissiger Variationen. 

Wir wollen in diesem Paragraphen hinreichende Bedingungen dafiir 
aufstellen, daB ein beliebig kleiner Extremalenbogen in zulissiger Weise 
variiert werden kann; denn einfache Beispiele zeigen, daB dies nicht immer 
der Fall ist (vgl. § 4). 


Wir betrachten ein Intervall (r,,7,), in dem etwa die Determinante 


O(r »** +s Pm) 


OYs's** +s Ym) 
von Null verschieden sei. Um den Mayerschen Ansatz zu erhalten, fiigen 
wir zu den Gleichungen (1) wieder die Gleichung hinzu: 


Po =f(%, eae LS) W Poe Y,,) i Yo _ 0, 


wo y, die durch (2*) definierte GréBe bedeutet. Mit Ay,,,,,---, Ay, 
bezeichnen wir (n—m) stetige, mit stetigen ersten Ableitungen versehene 
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Funktionen von ¢, die in t, und 1, verschwinden mégen. Sind diese 
Funktionen ihrem Absolutwerte nach hinlinglich klein, so lassen sich weitere 
(m+ 1) stetige, ebenfalls mit stetigen ersten Ableitungen versehene Funk- 
tionen Ay, Ay,,---, Ay,, bestimmen*), die in t, verschwinden, ihrem 
Absolutwerte nach unter einer vorgegebenen Konstanten bleiben und die 
Gleichungen befriedigen: 


Pi(Yot AY ** +) Yn t+ BYn3 Yo FAY +++ Yn tAy,) =O (k=0,1,---,m). 
Nimmt man speziell Ay,,,,,---, dy 


, in der Form an: 


m 


Ay, = >) eu? (t=m+ | n), 


Aa=0 


wo nun jeder einzelnen Funktion u/ die oben den Ay,,,,,---, Ay, bei- 
gelegten Eigenschaften zukommen mégen und die ¢, Konstante bedeuten, 
so erscheinen Ay,,---, Ay,, in der Form*): 


Ay, = - &,0j + [els (¢=0,1,--, m), 
i=0 
wo die v/ stetige, differenzierbare, in t, verschwindende Funktionen be- 
deuten, und unter [¢], ein Ausdruck zu verstehen ist, in dem jedes Glied 
einen in den « quadratischen Faktor enthilt, eime Bedeutung, die dieses 
Symbol auch weiterhin behalten soll. 
Setzt man noch: 


m 


> att = dy, (i =0,1,---, m) 


A4=0 
und der Gleichférmigkeit halber auch: 


Ay,=— Seu} —dy, — (i=m+1,--5n), 
A4=0 
so hat man: 


; m e@ eg F 

(7) > (Fei Put wi evi)=0 b= 0,1,--m). 
Aus diesen Gleichungen laBt sich nun der Wert, den dy,,---, dy,, an der 
Stelle r, annehmen, in der folgenden Weise ausdriicken**): 


*) Wegen niiherer Ausfiihrung vgl. Kneser, ,,Lehrbuch der Variationsrechnung“ 
S. 229ff., wo diese Untersuchungen fiir analytische Funktionen durchgefiihrt sind. 
Unter den allgemeineren Voraussetzungen des Textes sind sie durchgefiihrt in meinem 
oben zitierten Aufsatze: ,,Uber die Lagrangesche Multiplikatorenmethode“. § 2. 
**) Siehe Kneser, Lehrb. der Variationsrechn. S. 235—240. 
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(8) dy), = -3. Jada Ret ~t9 ‘an! (i=0,1,---,m), 


k=m+1 s=0 





wo v; (i=0,1,---,m) ein gewisses Fundamentallisungssystem des linearen 
Differentialgleichungssystemes: 
m eg, a ag, 
(®) D (nag aay) 9 &=O,1,--9m) 
s=0 


bedeutet. Setzt man noch: 


(10) W,(w’) fu >« S( vl ae — fn 3), 


k=m+1 s=0 
so wird: 


(11) dui, = > & Wi(w’) (i=0,1,--.,m), 
r=0 

und fiir das Eintreten eines Extremums der GréBe y, ist notwendig, dab 

die Determinante: 


(12) | W,(u’) | (i,r =0,1,---,m) 
fiir alle zulassigen Funktionen uj verschwinde*). 

Wir wollen nun den Satz beweisen: Verhilt sich unsre Extremale 
nicht tiberall in (t)t,) anormal, so kann die Unterdeterminante von (12): 
(12%) Ww’) | (i, = 1,2,---,m) 
nicht fiir alle zulissigen Funktionen u; verschwinden. Zu diesem Zwecke 
beweisen wir zunichst den Hiilfssatz: Verhalt sich unsre Extremale nicht 
tiberall in (r,7,) anormal, so kénnen in der Determinante (m+ 1)‘ Ord- 
nung (12) nicht simtliche Unterdeterminanten m‘* Ordnung fiir alle zu- 
lassigen Funktionen uy verschwinden. 

In der Tat, nehmen wir an, es verschwinden in (12) alle Unterdeter- 
minanten m‘* Ordnung fiir alle zulissigen uy. Wir setzen die Glei- 
chungen an: 


> 6, W,(u’) =0 (r =0,1,---,m). 
i=0 


Zwei Faille sind zu unterscheiden; entweder verschwinden alle Ausdriicke 
W,(u’) identisch, oder es lassen sich die uy so wihlen, daB mindestens 
einer dieser Ausdriicke nicht Null wird. Im letzteren Falle laBt sich 


*) Siehe Kneser, Lehrb. der Variationsrechn. 8. 240. 
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immer eine positive Zahl 4<m so angeben, daB in der Determinante (12) 
alle Unterdeterminanten, deren Ordnung gréBer als 4 ist, fiir simtliche 
zulassigen Funktionen uj verschwinden, wihrend fiir die iibrigen Unter- 
determinanten dies nicht der Fall ist. Da die Funktionen w” untereinander 
ginzlich gleichberechtigt sind, kénnen wir immer annehmen, eine der 
aus u™—*+1,..., «w™ gebildeten Unterdeterminanten sei von Null ver- 
schieden; nun kénnen wir 4 von den Konstanten C homogen-linear durch 
die ganzlich willkiirlich bleibenden m —4-+ 1 iibrigen ausdriicken, und 
fiir alle so gefundenen Konstanten C muB die Gleichung bestehen: 


> CW,(u’) = 0, 
i=0 


welche zulissige Funktionen wir auch fiir w® einfiihren. Es gibt also 
m—A-+1 von einander unabhiingige Systeme von Konstanten C,, fiir 
die diese letatere Gleichung bestehen mu, also, da 4< m, mindestens 
zwei Systeme C, und C,, sodaB nicht fiir alle Werte von ?: 


0, = kG, (i=0, 1,-+-, m) 


ist; fiir den ersten der oben unterschiedenen Fille ist dies evident. 
Setzen wir nun: 


so ist: 


1 /, 9 a, 2, “1/7 29, d= 2, ; 
=0 : s=0 . 7 
Aus dem Umstande, daB fiir alle zulassigen u/: 
>' GW.) = S'E,W(w) = 0 
i=0 i=0 


sein muB, folgert man nun leicht, daB auch noch die Gleichungen erfiillt 
sein miissen: 


m @@ d a9, m 7 a9, d ie ag, , 
Dua arag)—% Dag ahag)— 9 Gombe) 


das hei®t, es miiBten die beiden linear unabhingigen Systeme 4, und 4, 
die (m+ 1) Gleichungen (4) erfiillen, was, wie wir oben gesehen haben, 
unvereinbar ist mit der Annahme, da8 unsre Extremale sich nicht tiberall 
in (t)t,) anormal verhiilt. 
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Von diesem Hiilfssatze aus gelangen wir zu unsrem urspriinglichen 
Satze vermége der Bemerkung, daB fiir jedes System der uj, fiir das alle 
Determinanten m** Ordnung aus der Matrix: 


(r=0, 1,---,m) 

(¢ =1,2,---,m) 
verschwinden, auch simtliche Unterdeterminanten m‘* Ordnung in der 
Determinante (12) verschwinden miissen. Es ist ja: 


OY, -/ 30 7 OM: + 2F 17 8M ) at 


f 2 [lees Boe)on+ (G+ Soman 


(e+ Daa)» 


j 3|(K+ B%)-a(%+ Sas) 


mithin, da in t, alle dy,, in t, aber dy,,,,,---, Oy, verschwinden und 
wegen des Bestehens der Gleichungen (5*): 


tu, = (i + SAR sy) On. 


Es muB also jedes System von Konstanten ¢, das die Gleichungen: 


(12**) || Ww") Il 


dy), = >) &, Ww’) = 0 (i= 1,2,---,m) 
r=0 
lést, auch der Gleichung geniigen: 
8%, = > & Wo(u’) = 0 
bs r=0 
Das ist aber nur so méglich, daB allemal, wenn simtliche Determinanten 
m‘* Ordnung aus der Matrix (12**) verschwinden, dasselbe von allen 
Unterdeterminanten m‘* Ordnung von (12) gilt. Es gibt nun aber, wie 
unser Hiilfssatz lehrt, immer Funktionen uj, fiir die nicht alle diese 
Unterdeterminanten von (12) verschwinden, fiir die also auch mindestens 
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eine Determinante der Matrix (12**) von Null verschieden ist, und zwar 
kénnen wir immer annehmen, es sei dies die Determinante (12*). 
Setzen wir nun die Gleichungen an: 
Ayil,, = 0 (¢=1,2,---,m), 
und beriicksichtigen wir die Relationen: 


m 


Ayile, = Ouile, + [eh = >'s, Ww) + [eh (/=1,2,-- m), 
r=0 
so ist: 
0(Ay, |z,> AY, |e,2° °°» 4Y me, ° ¢ 
0(Ay, a tals en ube.) =|W,(u")| (&r=1,2,---, m) 
und wir kénnen die Funktionen uj immer so annehmen, daf diese Funk- 
tionaldeterminante nicht Null ist. Dann lassen sich aber nach einem 
bekannten Satze ¢,, &,---, ¢, so als Funktionen von «¢ bestimmen, die 


zugleich mit ¢, verschwinden, daB die Gleichungen: 

Ayil,, =0 (é ie 1, 2, oe m) 
erfiillt sind. Das Funktionensystem Ay,,---, Ay, stellt aber dann ein 
System zulassiger Variationen des Bogens (t t,) dar. Wir haben also 
den Satz: 

Zwei beliebig nahe Punkte unsrer Extremale, zwischen denen sie sich 
nicht durchweg anormal verhilt, kinnen immer durch zuldssige Kurven ver- 
bunden werden, die in beliebiger Nachbarschaft unsrer Extremale verbleiben, 
und gegen sie beliebig wenig geneigt sind. Im Hauptfalle gilt dieser Satz | 
ohne Einschriinkung fiir jeden Extremalenbogen. 

Fiir den Beweis dieses Satzes war die Annahme, daB an der be- 
trachteten Stelle unsre Extremale sich nicht anormal verhalt, durchaus 
wesentlich. 


§ 3. 
Uber die Ersetzbarkeit der Bedingungsgleichungen durch lineare. 


Wir wenden uns nunmehr der Frage zu, ob und unter welchen 
Voraussetzungen es gestattet ist, bei Ableitung notwendiger Bedingungen 
aus der Betrachtung der zweiten Variation die Gleichungen: 


(13) P(%t+Ay,, re Yn t+ OY, 3 y, +Ay’; i Yn +Ay,) =0 (k= 1,2,- : ym) 
denen die Variationen Ay zu geniigen haben, durch die einfacheren 


Gleichungen: 
1 (29 Om, A, 
(13*) > (e Ay + 55 Aw) =o (k= 1,2,---,m) 


zu ersetzen. Die Zulassigkeit dieser Vereinfachung wurde in ilteren Unter- 








n 
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suchungen in diesem Gebiete als evident betrachtet, und die weitere 
Argumentation war die folgende: 
Wenn das Integral (2): 


t 
sic 5 Ye5 Mares y, at 
ty 


zu einem Extremum werden soll gegeniiber allen den Gleichungen (13) 
geniigenden Kurven, so mu8 dasselbe gelten vom Integrale: 


ae. m 
(14) | [an M's) +> AwelYas «+5 Yad Ws-val) 
ty i=1 


Wegen des Bestehens der Gleichungen (5*) verschwindet die erste Variation 
dieses Integrales identisch; gelingt es also Variationen Ay herzustellen, 
welche den Gleichungen (13*) geniigen und fiir die die zweite Variation 
dieses Integrales verschiedene Vorzeichen erhilt, so ist ein Extremum 
ausgeschlossen. 

Diese SchluBweise setzt aber stillschweigend voraus, dab immer, wenn 
es ein System von Variationen Ay gibt, das die Gleichungen (13*) be- 
friedigt, und der zweiten Variation des Integrales (14) einen von Null 
verschiedenen Wert erteilt, sich auch ein System von Variationen Ay 
angeben liBt, das die Gleichungen (13) befriedigt und dem Zuwachse des 
vorgelegten Integrales (2) dasselbe Zeichen erteilt, wie das System der Ay. 
Ist das nun aber immer der Fall? Eine einfache Uberlegung zeigt, dab 
dies ohne weiteres nicht behauptet werden kann. Es liBt sich ja be- 
kanntlich immer ein geniigend kleines Stiick unsrer Extremale gemi8 den 
Gleichungen (13*) so variieren, daB die zum entsprechenden System von 
Variationen gehérige zweite Variation von (14) nicht verschwindet*), 
wihrend wir — wie wir im vorigen Paragraphen gesehen haben — nicht 
allgemein behaupten kénnen, daB zwei beliebig nahe Punkte unsrer 
Extremale durch Kurven verbunden werden kénnen, die den Gleichungen 
(13) geniigen, und nicht ganz mit unsrer Extremale zusammenfallen; die 
Bedingung, die wir im vorigen Paragraphen fiir die Existenz solcher Kurven 
aufstellten, war zwar nur eine hinreichende, nicht eine notwendige; aber 
schon das einfachste isoperimetrische Problem zeigt, daB tatsiichlich Fille 
denkbar sind, in denen Extremalenbégen iiberhaupt nicht in zulassiger 
Weise variiert werden kénnen. Fiir derartige Extremalenbégen aber ist 
die obige SchluBweise offenbar nicht zulissig, und sie kénnte auf falsche 
Resultate fiihren. Wir legen uns daher die Frage vor: 


*) G. v. Escherich, Die zweite Variation einfacher Integrale. Mitt. III, § 17; 
Mitt. V, § 16. 
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Es sei ein den Gleichungen (13*) geniigendes System von Varia- 
tionen Ay; (i=1, 2,---,m) gegeben, fiir das die zweite Variation 6°J 
des Integrales (14) einen von Null verschiedenen Wert hat. Unter welchen 
Bedingungen kann man behaupten, daB dann auch ein den Gleichungen 
(13) geniigendes System von Variationen Ay, (i=1,2,---,») besteht*), 
fiir welches die Differenz: 


4 
AJ =f fut Bren. t Boy y, +day’, Yn tOY,) dt 
to 


4 
— | Foi 96 Ys 9°) at 
4 


dasselbe Vorzeichen hat, wie d°J? 

Sei also Ay, (¢=1,2,---,m) ein den Gleichungen (13*) geniigendes 
System von Variationen, die nur in dem ganz in (f,¢,) gelegenen Inter- 
valle (t,t,) von Null verschieden seien. Wir nehmen zuniichst an, dab 
etwa die Determinante: 

(15° ~+» Pm) 

O(Yy's** +> Ym) 
in (t,t,) von Null verschieden sei, und daB sich unsre Extremale daselbst 
nicht iiberall anormal verhalte. Dann kénnen wir ein System von Funk- 
tionen uy (r=1,2,---,m; k=m-+1,---,) so annehmen, daB die Deter- 
minante (12*) nicht verschwindet. Ferner lassen sich in mannigfacher 
Weise Funktionen u? (k= m-+1,---,”) und Konstante «, (r= 0, 1,---,m) 
so finden, daB die Gleichungen bestehen: 

Ay, => &,u; (k=m+1,--+,m). 


r=0 


Dann erscheinen nach Gleichung (11) die GréBen Ay,|, (¢=1,2,---, m) 


in der Form: 


Ayil,= > & Ww) (i= 1,2, ---, m). 
r=0 
Da nun aber in 1, alle Ay verschwinden, so haben wir: 
> Wu) = 0 (i=1,2,-++, m). 
r=0 


*) Selbstverstiindlich miissen alle n GréBen Ay in zwei Punkten des Integrations- 
intervalles gleichzeitig verschwinden, wie dies auch von den Ay gilt. 
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Lassen wir also ¢ variieren, so fndern sich alle andern ¢ proportional 
dem ¢, und dasselbe gilt daher von den Ay. Das Zeichen der zweiten 
Variation 6°J wird dadurch nicht alteriert, da sie sich proportional zu 
é¢ andert. 

Um nun zu einem System von Variationen Ay zu gelangen, fiir das 
AJ das Zeichen von 6?J hat, setzen wir: 


dy, = >) é,u (k=m+1,---,n), 
r=0 

wo die uy dieselben Funktionen wie im Ausdrucke fiir die Ay bedeuten 
mégen, wiihrend unter den ¢ noch zu bestimmende Konstante zu ver- 
stehen sind. Dann wird, wie wir in § 2 gesehen haben: 

Bul, => & Ww) + Eh G=1,2,--,m), 

r=0 

und hierin kénnen wir, da nach Voraussetzung die Determinante (12*) 
nicht verschwindet, die ¢, so bestimmen, daB 


Ayil, =0 (i =1, 2, i m), 
wird; und zwar bleibt dabei « willkiirlich. Setzen wir also & = &, so 
wird offenbar: 

é, = 6, + Léole (r i 1, 2, Heh m) 
und es gilt somit die Gleichung: 
(15) AJ = * oS + [é]s. 
Da nach Voraussetzung 6°J nicht verschwindet, so kénnen wir immer ¢é 
so klein wihlen, daB AJ das Zeichen von 6?J hat. Das System der so 


gewonnenen Ay leistet also in der Tat alles, was wir verlangt hatten. 

Wir miissen uns nun noch von der Voraussetzung frei machen, daB 
eine und dieselbe Determinante aus der Matrix (3) nirgends in (ryt,) ver- 
schwindet. Wir schalten zunichst zwischen rt, und rt, einen Punkt r ein, 
sodaB in (rt,) eine der genannten Determinanten, etwa: 


21 5-**1 Pm) 
O's +++ Ym) 

nicht verschwindet, und setzen weiter voraus, daB in (rr,) unsre Extremale 

sich nicht tiberall anormal verhalte. Ein gegebenes, den Gleichungen (13*) 

geniigendes System von Variationen, die simtlich sowohl in t, als in 1, 

verschwinden, werde wie oben mit Ay bezeichnet. Wir kénnen sie in 

(rr,) wieder in der Form annehmen: 


Mathematische Annalen, J. VIII. 11 
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Ay, = >) «,u; (k=m+1,---,m), 
r=0 

worin die uy (r=1,2,--:,m) so angenommen werden kénnen, daB sie in 
t simtlich verschwinden, und da fiir dieselben die Determinante (12*) 
von Null verschieden ausfillt. Da nun aber die Ay in rt nicht alle ver- 
schwinden, so kénnen auch nicht alle u? in t verschwinden, und dieser 
Umstand bedingt eine leichte Modifikation unsrer Formeln, die wir zu- 
nachst vornehmen wollen*). 

Der Symmetrie halber fiigen wir zu den Gleichungen (13*) noch die 
folgende hinzu: 


aw > (# Ay + zr An’) =0 


und schreiben das so entstandene System in der gemeinsamen Form: 


(13**) > (& ‘Ay +5 Au) = 0 (i=0,1,-++,m). 
k=0 


Sei dann uw? ((=0,1,---,m) ein Fundamentallésungssystem des linear- 
homogenen in (rr,) reguliren Differentialgleichungssystemes: 


m 


op, dad. oy, 
(16) > (u dy, at Ka by,’ ‘)- 0 (k=0,1,---,m). 


=0 
Aus (13**) folgt: 


Daud (ees oy, — 70 dy,’ i) +5 Don Det ay oy, 


k=m+1 i= 
(Aa=0, 1,---, m) 





und hieraus durch Integration von t bis t,, wenn man beriicksichtigt, 
daB Ay,,,,,°**,4y, im t, verschwinden: 


- San det; ay, dk -fuZon5 (ei iy, — Fu a) 


k=m+1 i 


n m en 
—~ Sn >'4 fa | (a=0, 1,-++,m). 
k=0 i=0 


*) Da in der Variationsrechnung auch vielfach sogenannte gebrochene Varia- 
tionen verwendet werden, so fiige ich bei, daB alle unsre Betrachtungen auch ohne 
weiteres auf den Fall anwendbar sind, daB die Ay’ nur abteilungsweise stetig sind. 

















Bemerkungen zur Variationsrechnung. 163 


Durch Auflésung dieser Gleichungen nach Ay], ,---, Ay,,],, folgt: 


Auk, - fuSou Saisie vi) + > 40. 


r=m+1 i=0 


(k= 0, 1,-++,m). 


Hierin ist vt (k=0,1,---,m) wieder ein Fundmentallésungssystem der 
Gleichungen (16) und die C* bedeuten gewisse Konstante. Nun war: 





Ay, =>" au (r=m-+1,---,n) 
4=0 
und speziell fiir ¢ =: 5 
Ay, |e = fo], (r=m+1,---,n). 


Wir erhalten also anstatt der Formel (11) die folgende: 


(11*) Ayele, =>) & Welw’) + & >) Chul], (k= 0,1,---,m). 
4=0 r=0 
Unter diesen Gleichungen lassen wir die erste (k =0) wieder weg. In 
den iibrigen verschwinden nach Voraussetzung die linken Seiten; da 
nun die Determinante: 
| W,(u*) \aa=1,2,- -+ym) 


nicht verschwindet, so ergeben sich aus diesen Gleichungen ¢,,---, ¢,, als 
proportional zu &). 

Zur Ermittelung eines Systemes Ay gehen wir nun hier folgender- 
maBen vor: Uberall in (t,t) nehmen wir die Ay in der Form an*): 


d . : Ay, = Ay; + [els (¢=1,2,---,m); 
in (tt,) setzen wir: 


Ay; = eu? + > éui + [ale (t= m+1,---,n) 
i=1 
und zwar mége in dieser letzteren Formel [é,], eine Funktion von ¢ und ¢ 
bedeuten, der die nachstehenden Eigenschaften zukommen: sie muB iiberall 
in (tt,) durch é dividiert fiir ¢, = 0 endlich bleiben; fiir ¢= +, muB sie 
als Funktion von ¢ betrachtet identisch verschwinden, und endlich mége 
sie so gewahlt sein, daB sich im Punkte rt die Werte von Ay,,,,,---,Ay, 
stetig an die fiir das Intervall (t,r) angenommenen Werte anschlieSen. 


*) Man sieht leicht ein, daB unter unseren Voraussetzungen diese Forderung 
immer erfiillbar ist. Vgl. meine Abhandlung ,,Uber die Lagrangesche Multiplikatoren- 
methode“ § 2. (Monatsh. Bd. 14). 


11* 
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Dann ergibt sich in Anlehnung an (11*): 


Dyile, = & Ww’) + >), Wi(w) + & >’ Chul], + [40s Els 
az=1 r=0 


* Gel S,--o00. 


Die in ¢ und den é linearen Glieder stimmen vollkommen mit den linearen 
Gliedern von (11*) iiberein; die Gleichungen: 


Ayil., = 0 (i =1, 2, tel m) 
sind also erfiillbar und liefern: 
& = & + Léole (a ™ 1, 2, Py m), 


worin é ganzlich willkiirlich ist. 
Es gilt also auch hier die Entwicklung: 


BI = 89F + [ely 


und es ist uns auch hier gelungen, ein alle unsre Forderungen erfiillendes 
System von Variationen Ay herzustellen. Wesentlich fiir unsre Be- 
trachtungen war das Nichtverschwinden der Determinante (12*), und mit- 
hin die Voraussetzung eines nicht durchwegs anormalen Verhaltens der 
Extremale. Wir kénnen jetzt den Satz aussprechen: 

Zu jedem beliebigen System von Variationen Ay, (i= 1, 2,---,m) des 
Extremalenbogens (t,t,), das den Gleichungen (13*) geniigt und die zweite 
Variation 6°J des Integrales (14) nicht zum Verschwinden bringt, lat sich 
ein System von Variationen Ay, (i=1,2,--+, 2) desselben Bogens angeben, 
das den Gleichungen (13) geniigt und der Differenz: 


[PAB + Boe yy + Oy,’ y, +Oy,) dt 


% 
— {rw = °° Ya5 %', ti y,) at 


das Zeichen von 6°J erteilt, vorausgesetzt, daB sich unsre Extremale in 
einem der beiden Punkte t. und +, nicht anormal verhdlt. Im Hauptfalle 
gilt dieser Satz somit immer. 
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AbschlieBende Bemerkungen. Das einfachste isoperimetrische 
Problem. 


Die Entwicklungen der vorigen Paragraphen zeigen, daB die Annahmen, 
die v. Escherich seinen Untersuchungen zu Grunde legte, nimlich daB 
1) die Koordinaten der betrachteten Kurve zusammen mit den m Multipli- 
katoren 4 ein stetiges Lésungssystem des Lagrangeschen Differentialglei- 
chungssystemes bilden*) und 2) die Gleichungen (13*) den Gleichungen 
(13) aquivalent seien**), im Hauptfalle immer erfillt sind, sodaB, wenn 
der Hauptfall vorliegt, die Giiltigkeit der in den zitierten Abhandlungen 
gefundenen Resultate eine ganz allgemeine ist. Will man auch die 
anormalen Fille umfassen, ohne die beiden genannten Voraussetzungen 
explicite zu machen, so gelten die notwendigen Bedingungen jedenfalls 
in der folgenden Form: 

Damit ein dem Lagrangeschen Differentialgleichungssysteme geniigender 
Extremalenbogen ein Extremum des Integrales (2) liefere, ist notwendig, 
daB iiberall dort, wo er sich nicht anormal verhilt***), die quadratische 
Form: 


or 
(17) lam "oy, NeNk» 


worin: 
F=f+ Po AQ; 
s=1 


ist, nur fiir »,= oy, (k=1,2,---,n) verschwinde, wo unter @ eine will- 
kiirliche, aber stetige Funktion von ¢ zu verstehen ist, fiir alle tibrigen, 
den Gleichungen 


09, : , 
wes 7% =O (t= 1, 2,---,m) 


k=1 


gentigenden 7 aber einerlei Zeichen habe (v. Escherich, Mitt. V, § 17). 
Ist diese Bedingung erfiillt, so liBt sich zu jedem Punkte der Ex- 
tremale, in dem sie sich nicht anormal verhilt, ein konjugierter Punkt 
definieren (Mitt. V, § 20). Verhalt sich die Extremale auch in diesem 
zweiten Punkte nicht anormal, so kann ein diese beiden Punkte ent- 


*) Mitt. I, § 2. 
**) Mitt. V, § 15. 
““*) Diese Einschrinkung ist nétig, um die Aquivalenz der Gleichungen (13) 
und (13*) behaupten zu kénnen. 
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haltender Extremalenbogen (vorausgesetzt, daB mindestens einer der beiden 
Punkte im Innern des Bogens liegt) ein Extremum nicht mehr liefern. 
(Jakobis Kriterium.) Denn dann lassen sich mit Hiilfe von Variationen, 
die den Gleichungen (13*) geniigen, verschieden bezeichnete zweite Varia- 
tionen des Integrales (14) herstellen (Mitt. V, § 25), woraus, wie wir in 
§ 3 gesehen haben, gefolgert werden kann, daB das gewiinschte Extremum 
des Integrales (2) nicht stattfindet*). 

Zur Erliuterung dieser allgemeinen Siitze wollen wir das einfachste 
isoperimetrische Problem etwas naher betrachten. Es sei also das Integral: 


th 
J= fF oy; a’, y)at 
to 


zu einem Minimum zu machen, wahrend gleichzeitig das Integral: 
uN 
K= | G(x,y; #,y)at 
te 
einen vorgeschriebenen Wert erhalten soll. Die Gleichungen (5) reduzieren 
sich hier auf: 
OF ada 0F d 0G 
to G5 — at az) +4 (Ga — at x) = % 


oF a d 0G 
ia (Sy — at ay) + (By — ae By) 
worin 4, und A, Konstante bedeuten. Die Stellen, wo unsre Extremale 
anormales Verhalten zeigt, sind somit diejenigen, in denen sie gleichzeitig 
Extremale des Integrales K im Sinne des absoluten Extremums ist. Ver- 


halt sich unsre Extremale nicht iiberall in (,¢,) anormal, so miissen die 
Gleichungen bestehen: 





oo _ 228, st. 2 he 
dx dt da’ dx «dtéx) =? 
OF ad oF eG d 0G 

ay — aty +*(3y - a dy) ~ 


Das Jakobische Kriterium lautet demnach fiir das einfachste isoperimetrische 
Problem: Zu jedem Punkte, in dem unsre Extremale nicht gleichzeitig 
Extremale des Integrales K im Sinne des absoluten Extremums ist, 1aBt 
sich ein konjugierter Punkt definieren. Ist unsre Extremale in der Um- 
gebung dieses konjugierten Punktes nicht auch Extremale von K im Sinne 


*) Es ist bemerkenswert, daB sich hiernach fiir das Jakobische Kriterium durch 
das Fallenlassen der angefiihrten Voraussetzungen, eine Einschrinkung pees der 
Form, in der es v. Escherich 1. c. ausspricht, nicht ergibt. 
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des absoluten Extremums, so kann ein Bogen unsrer Extremale, der die 
beiden genannten Punkte enthailt (und zwar mindestens einen der beiden 
im Innern), ein Extremum nicht mehr liefern. 

Liegt speziell der Hauptfall vor, so gibt es zu jedem Punkte einen 
konjugierten, und ein beliebiger Extremalenbogen, der zwei zu einander 
konjugierte Punkte enthalt (und zwar einen der beiden im Innern), liefert 
kein Extremum mehr. 

Sind die Funktionen F(a, y; 2’, y’) und G(a, y; x’, y’) analytisch, wie 
dies Kneser in seinen Abhandlungen wie in seinem Lehrbuche voraussetzt, 
so liegt nur dann nicht der Hauptfall vor, wenn unsre Extremale iiberall 
mit der Extremale von K zusammenfiallt; diesen Fall schlieBt Kneser von 
seiner Fragestellung ausdriicklich aus. Fiir den Fall analytischer Funk- 
tionen ist also die auch von Kneser nicht vollstiindig erledigte Frage nach 
der Giiltigkeit von Jakobis Kriterium ausnahmslos in bejahendem Sinne 
erledigt. 

Ich will nun noch mit einigen Worten auf die anormalen Fille zu 
sprechen kommen, und dabei der Einfachheit halber das Integral K in 
der Form annehmen: 


ty 
K={ Vi “fb y? at. 
to 


Ist der fiir K vorgeschriebene Wert gleich dem Abstande der beiden 
Punkte (x )y,) und (x,y,), so miiBte unsre Extremale iiberall in (f,¢,) mit 
der Extremale von K (nimlich der geraden Verbindungslinie von (xy) 
und (x,y,)) zusammenfallen, sie verhielte sich also iiberall in (¢,¢,) anormal. 
Da diese Kurve iiberhaupt nicht in zulissiger Weise variiert werden kann, 
so ist unser isoperimetrisches Problem sinnlos. 

Ein Beispiel fiir einen Fall, in dem eine Extremale sich nur teilweise 
anormal verhilt, erhalten wir in folgender Weise. Es sei das Integral: 





T= [Vo@+¥@) dex 


zu einem Minimum zu machen, sodaB das Integral: 


K=fVil+y%dz 
Zo 
einen vorgegebenen Wert erhilt. Sei x ein Punkt von (%2,) und sei 


in (#2): 

_ o(2) = ¥(@) <1. 
Ist der vorgeschriebene Wert von K gréBer als die Lange der Ver- 
bindungslinie von (%)¥y)) und (#,y,), so kann die gesuchte Kurve sich 
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nicht durchwegs anormal verhalten, und mu8 somit den Gleichungen 
geniigen: 
¥¥() i * 
Vo(a) + ¥ *¥(@) Vity 
In (#,”,) wird unsre Extremale daher eine Gerade und verhilt sich somit 
daselbst anormal, wahrend sie, wie erwahnt, sich nicht iiberall in (%2,) 
anormal verhalten kann. In (a,2,) ist unsre Extremale iiberhaupt nicht 
in zulissiger Weise variierbar. 

Es ist somit an einem einfachen Beispiele gezeigt, daB bereits beim 
einfachsten isoperimetrischen Probleme Fille méglich sind, wo Extremalen- 
bégen nicht in zulassiger Weise variiert werden kénnen, wihrend das 
betreffende Problem sehr wohl einen Sinn hat, und es ist klar, daB die 
die quadratische Form (17) betreffende notwendige Bedingung auf solche 
Extremalenbégen nicht ohne weiteres anwendbar ist*). Die Einschrinkung, 
die wir uns bei Statuierung dieser notwendigen Bedingung zu Beginn 
dieses Paragraphen auferlegen muBten, scheint daher eine in der Natur der 
Sache begriindete zu sein. 

Alle Entwicklungen dieses Aufsatzes wurden der Einfachheit halber 
unter der in unsrer Voraussetzung tiber die Matrix (3) enthaltenen An- 
nahme gemacht, daB unter den Bedingungsgleichungen keine endlichen 
Gleichungen vorkommen. Es hat aber keine Schwierigkeiten, diese An- 
nahme fallen zu lassen. Unter Heranziehung der Resultate meiner oben 
zitierten Abhandlung: ,Zur Theorie der zweiten Variation einfacher Inte- 
grale“ lieBen sich genau, wie wir hier das einfachste isoperimetrische 
Problem behandelt haben, die von Scheeffer in Math. Ann. Bd. 25 als 
»isoperimetrische Probleme auf Flichen“ bezeichneten Aufgaben behandeln. 
Es zeigt sich, daB, wie schon v. Escherich bemerkte, die Scheefferschen 
Resultate gewisser Einschrinkungen bediirfen. 


Wien, im Februar 1903. 





_— const. 








*) Es sei hier darauf hingewiesen, daB fiir solche Extremalenbégen auch der 
SchluB, daB die H-Funktion notwendig einerlei Zeichen haben muB, hinfillig wird — 
wenigstens in der Form, wie ihn Frl. v. Gernet in ihrer Dissertation: ,,Untersuchung 
zur Variationsrechnung*' Géttingen 1902 macht (S. 69). 
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M. Rérny. Uber das Prinzip der Aktion. 


Uber das Prinzip der Aktion und tber die Klasse mechanischer 
Prinzipien, der es angehdrt. 


Von 


Dr. Morrrz Rérny aus Budapest*). 


Ich habe der ung. wissensch. Akademie in den Jahren 1895—96 drei 
Arbeiten vorgelegt, die ich auch in den Berichten aus Ungarn und in 
den Math. Annalen publizierte; ich habe in diesen Arbeiten die Giiltigkeit 
des Prinzips der Aktion und seine volle Aquivalenz mit dem Hamilton- 
schen im Bereich der ganzen Mechanik bewiesen. Herr Hélder publizierte 
im Jahre 1896 in den Géttinger gelehrten Anzeigen eine Arbeit iiber das 
Prinzip der Aktion, jedoch in anderer Fassung. Es scheint aber, daB bei 
dieser Formulierung das gegenseitige Verhiltnis der genannten Prinzipien, 
und auch die eindeutige Umkehrbarkeit des von Hélder bewiesenen 
Satzes nicht deutlich genug hervortritt. Diese Fragen werden in § 1, I 
dieser Arbeit behandelt. 

Seitdem ist auBer den Arbeiten des Herrn Kénigsberger, die das 
Prinzip auf Kriifte héherer Ordnung ausdehnen, meines Wissens nur eine 
Arbeit iiber diesen Gegenstand erschienen: die ebenfalls in den Gottinger 
gelehrten Anzeigen im Jahre 1900 publizierte Note des Herrn A. Voss, die 
meinem Interesse aus zwei Ursachen begegnete. Die eine Ursache ist 
rein persOnlicher Natur: Herr Voss scheint niimlich von meinen Arbeiten 
keine Kenntnis genommen zu haben. Die zweite Ursache ist objektiver 
Natur: die Wendung nimlich, die bei seiner Fassung der Grenzbedingung 
der Variation in Erscheinung tritt, ist neu; hingegen ist die Umkehrbarkeit 
des von ihm ausgesprochenen Satzes noch zu besprechen. Diese Note 
gab den Impuls zur vorliegenden Untersuchung, die auch auf Krifte 


*) Diese Arbeit ist die Zusammenfassung einer Abhandlung und einer kurzen 
Note, die ich der math. naturwiss. Klasse der ungarischen Akademie der Wissen- 
schaften am 21. April 1902, resp. am 16. Februar 1903 vorgelegt habe. Erschienen 
in ,,Math. és Term. Ertesité“ 1902, 1908. 
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héherer Ordnung ausgedehnt wird. Das hauptsichlichste Resultat laBt 
sich fiir den Fall von Kriaften in gewéhnlichem Sinn, in rein analytischer 
Fassung, wie folgt aussprechen: 

dq, 
st t, (K=1,---, v); 
(¢=1,---,m), und dx die Operation dx — = d¢ bezeichnen; und es 


1. Es mégen f, f,, a; Funktionen der q,, 


sei Q; eine beliebige GréBe; ¢, und ¢, zwei fest gegebene Zeitpunkte. 
Die Forderung, daB die simultanen Variationsgleichungen Bestand 
haben, 


ty 
(a) df f,dt =0; 
to 
t 


(b) f\eo-n +>! eva dt=0, 


fo 


(e) i ae+ >) ff va, 


(d) >! 49% = 9, (k= 1,---,») 


1 


t, 


1 
=0Q, 
to 


ist aquivalent damit, daB das System der qg; das System gewéhnlicher 
Differentialgleichungen befriedigt 
" - ’ 
(e) Q+ se ai xa + tha, =, (i=1,---,m). 
1 
2. Werden simtliche Forderungen aufrecht erhalten, die Variations- 


bedingungen (b) und (c) ausgenommen, an deren Stelle die Forderung 
tritt, daB 


(v’) 8 (f—-f) +>) Q8a =F > a8'G, 


t 


(c’) [90+ 33 (Bf —¢) v4] =o 
1 ty 


sei, wo die a; beliebige analytische Funktionen von ¢ bedeuten, sollen 
ferner die Grenzzeiten ¢, und ¢, beliebig verschiebbar sein: so geschieht 
simtlichen Forderungen nur durch das simultane Gleichungssystem (e) 
Geniige; es wire denn, daB 


4 (era - a,) 99; 








Uber das Prinzip der Aktion. 171 









Bt 
er 


entweder an und fiir sich oder infolge des Gleichungssystems (d) ver- 
schwindet, in welchem Fall es auBer dem System (e) auch noch andere 
Lésungen geben kann. 

Y, In § 1 wird nach einem Riickblick auf die erste Fassung des Prinzips 
bei Lagrange, ein abgekiirzter Beweis des Satzes des Herrn Voss gegeben 
und dieser Satz besprochen. In § 2 wird nach Ableitung der voran- 
gestellten Siitze eine Klasse von mechanischen Prinzipien entwickelt, welche 
id das Prinzip der Aktion enthialt. § 3 ist der Jacobischen Transformation 
des Prinzips der Aktion gewidmet. In § 4 ist die Verallgemeinerung auf 
kinetische Potentiale héherer Ordnung angedeutet. 


§ 1. 
Die Variation von J Tat. 


I. Es sei die lebendige Kraft 7 des Systems eine homogene quadratische 
Funktion der Geschwindigkeiten q;, deren Koeffizienten Funktionen bloB 


der g; sind; und es bedeute d eine Variation fiir dt = 0, wihrend mit 0, 
eine Variation bei der Festsetzung d¢ = 0 bezeichnet sei. Man hat dann 


(1) 6 (27 dt) = (6T+ 06,7) dt. 
or Es bestehen namlich 

(2) 6(Tdt)=<dTdti+ Tédt, 

(3) 6(Tdt) =0,Tdt— Téadt. 


Die Identitaét (2) ist unmittelbar evident; die Identitaét (3) ist eine Folge 
davon, daB 7 eine quadratische homogene Funktion der q;' ist, also 


roe 24, ;4q,44; 
8 Tat= >! a, 49,9; at = —— —, 


wo die a,; von den g, nicht aber von ¢ abhingen. Durch Addition von 
(2) und (3) folgt (1). 
Man schreibe die Identitaét (1) in der Form 


(4) 9a(2Tdt) — (07 ->} 0a) dt = (ar +> 08a) dt, 


t und mittels Integration von ¢ bis ¢, in der Form 









(5) i fera— f(er-> 0a) w=f(sr+> 0a) dt. 
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Bedeuten die Q; die auf die Koordinaten g, wirkenden Krifte, so ist die 
rechte Seite dieser Gleichung das von Hamilton im Jahre 1835 entdeckte 
Integral, welches die Bewegungsgleichungen des materiellen Systems liefert, 
sobald man fordert, daB es fiir alle kontinuierlichen virtuellen Verschie- 
bungen dég,; verschwinde, deren Werte zur Zeit ¢, und zur Zeit ¢, ver- 
schwinden. 

Das erste Integral zur Linken in der Identitat (5) ist die erste Variation 
der Aktion des materiellen Systems. Fordert man, wie Lagrange in 
»Miscellanea Taurinensia® 1760—1761, daB diese Variation verschwinde 
fiir alle soeben festgesetzten dq;, vorausgesetzt nur, daB man aus ihr 
vorerst d¢ mittels der Gleichung 


(U) dT = >! 0,84, 
1 
eliminiert, — was man doch am einfachsten mit Anwendung der Iden- 


titiit (4) erreicht, — so ist diese Forderung, wie aus (5) ersichtlich, 
identisch mit der Hamiltonschen Forderung*), Die beiden Ausspriiche 
unterscheiden sich eben nur formal. 

Il. Es sei ® eine Funktion der q;, g;, ¢, und 6’ das Operations- 


zeichen fiir 0-——“ . dt , sodaB z. B. 


dt 
a dq 

(6) 0g = bq — 7, St. 
Aus dieser Identitiit folgt 

diq dédq € 9 — dq dét 

“dt ~ dt” dt dt dt’ 
d. i. 

dv q _ _ ag ae 


Man hat ferner 


_ | ae ~ (a ao, , 
dddt=| Sat +2) (5,,0¢+ 29 94:)| ét, 


00 day | 8 dq 
dodt= sar SiGe iz at) au} ar 


daher hat man aus diesen Formeln mittels Subtraktion und bei Heran- 
ziehung von (7), 





*) Vergl. A. Mayer, Geschichte der kleinsten Aktion, 1877, pag. 29. Réthy, 
Princip der kleinsten Action. Berichte aus Ungarn, 1895, Bd. XIII, pagg. 1 u. 2 
FuBnote. 
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(8) soa —aoat= >) (out 84) at 
di. 
(9) do dt — doar = >} (Gea at Fo 79 ‘q)) at. 


Ich schreibe diese Identitaét (9) noch in folgenden vier Formen: 


(10) spat= >) (52 04, +r 8), 
(10*) vo= Se Gt Fo 84), 
(11) 3 (dt) — d(o?) =>) G38 ‘at se #0) at, 


eo », —1/d> d @0\, 
(11*) say —a( oat + S158 04) =D} ($0 — 29) gat 
1 1 


III. Indem man die nur formal verschiedenen Identitiiten (11) und 
(11*) addiert, und an Stelle von © die lebendige Kraft 7’ des materiellen 
Systems setzt, erhilt man die Identitit: 


(12) 6(2Tdt)—d (2704 333 74) = (rs — ig 2a), 


wo zur Rechten é’T eine abgekiirzte Bezeichnung ist im Sinne von (10*). 
Aus dieser Identitaét (12) folgt nun aber der Voss’sche Satz: 
Betrachtet man die Gleichungen 


(V) T= >! 0.8%, 
1 
t, 
(V,) 0= jera+ >) is Pou 


als Variationsvorschrift fiir die virtuellen Verriickungen 8’q, und fiir die dt 
ty 
zu den Zeiten t, und t,, so verschwindet 0 yf" 2T dt jedenfalls, sobald die 
to 
Bewegung des materiellen Systems die natiirliche ist. 
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Infolge der Vorschrift (V) ist namlich die GréBe zur Rechten 


von (12) 
DIG + se — ae aq] mM, 


eine GréBe, die im Sinne des D’Alembertschen Prinzips fiir alle ¢ ver- 
schwindet, sobald die Bewegung die natiirliche ist. Daher verschwindet 
fiir diese Bewegungen die GréBe zur Linken von (12) fiir alle Zeitpunkte 
des Intervalls ¢, bis ¢,; und man hat aus ihr die Gleichung 


8 n t 
(13) a fora - [erae+ es va, ; 
) a oi |), 
eine Gleichung, deren rechte Seite laut der Variationsvorschrift (V,) ver- 
schwindet. Der Satz ist also bewiesen. 
Betrachtet man den speziellen Fall, wo U das Potential der Kriifte 
Q, ist und wohl von ¢ nicht aber von den gq; abhiingt, so nimmt (V) die 
Form an 
oT =8'U, 
eine Gleichung, die im Sinne der aus (10) und (10*) entspringenden 
Identitat 
rr d 
a (7—U) =0(T—-U) —[5 (7-0) 4t, 
die Form annimmt 
(14*) 3(7—U) —[% (T—U)] ot =0. 


Die Variationsvorschrift (V) ist also in diesem Spezialfall, wenn man die 
Energie des Systems mit F' bezeichnet, identisch mit 


dF 
(14) OF = Got, 
d. i. 
(14*) oF =0. 


Herr Voss scheint nicht bemerkt zu haben, daB in meiner oben genannten 
Arbeit gerade diese Gleichung als Variationsvorschrift dient. Es verdient 
aber auch hervorgehoben zu werden, daB der Vossische Satz nicht um- 
kehrbar, daher keinesfalls als Verallgemeinerung des oben genannten 
Lagrangeschen umkehrbaren Satzes zu bezeichnen ist. Sind nimlich die 
allgemeinen Vossischen Bedingungsgleichungen der Bewegung 

(15) >: a,,4q; + Godt = 0, (kK=1,2,---,), 


1 











i 
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so hat man zu setzen 


(16) >} 4:9G + Godt =0, 
1 

also ? 

(16%) >! 4:9’, = 0. 


1 
ty 
Die Forderung, daB af 27 dt bei Einhaltung der Variationsvor- 


to 
schriften (V) und (V,) verschwinde, ist faquivalent mit der einzigen 
Forderung 


4 
(17) fa+F-sBrqa-o. 
1 
fo 


Da nun in dieser Gleichung (17) die 0’q; keiner anderen Bedingung 
unterliegen, als den durch das Gleichungssystem (16*) und der Gleichung 
(14*) auferlegten, so kénnten die Bewegungsgleichungen des materiellen 
Systems z. B. wohl von der Form sein 


er _ @é@T_y aF ai, @ 
(18) Q; + dq, dtog aa Ai Qyit Ao oq at (4, 5a)? 
1 


wo F=T—U die Energie des materiellen Systems bedeutet, 4, aber 
keiner anderen Bedingung unterliegt, als zur Zeit ¢, und zur Zeit ¢, zu ver- 
schwinden. (S. pag. 179). 

Soll der Satz des Herrn Voss umkehrbar sein, so muf eine neue 
Vorschrift hinzukommen; eine solche ist z. B. die Forderung, daB bei 
beliebiger Verschiebung der Zeitpunkte ¢, und ¢, innerhalb der Zeitdauer 
der Bewegung die Variation der Aktion bleibend verschwinde, wenn nur 
die oben genannten Variationsvorschriften eingehalten werden. Dies soll 
spiter bewiesen werden; sicher ist aber, daB das Prinzip der Aktion in 
der Vossischen Form nicht faquivalent ist dem Hamiltonschen Prinzip, 
welches die natiirliche Bewegung, ohne jedwede Verriickung der Zeit- 
punkte ¢, und ¢,, eindeutig ausscheidet. 

IV. Man kann aber an Stelle der Vossischen Variationsvorschrift 
(V, V,) eime andere setzen, die eine wahre Verallgemeinerung der La- 
grangeschen Vorschrift (U) ist, — eine solche namlich, bei deren Ein- 
haltung das Verschwinden der Aktion selbst ohne Verriickung der Zeit- 
punkte ¢, und ¢, die natiirliche Bewegung aus der Mannigfaltigkeit aller 
anderen eindeutig ausscheidet. 
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Eine solche Vorschrift bildet z. B. diese Gleichung: 


| ar ans = 
(19) a(arar+ >} 5g 84 a) —(#7-S} aaa) ae=0 


oder auch diese: 


n n th 
, oT , 
(20) d(Tét) — > Q,0'¢,dt = 0; at a, = 0, 
1 1 


fo 


oder eine Gleichung, die aus (19) und (20) auf die Weise entsteht, dab 
man zur linken Seite 6’ 7d multipliziert mit einer Konstanten hinzufiigt. 

Das Prinzip wird dann, falls (19) als Vorschrift dient, vom D’Alem- 
bertschen, falls (20) als Vorschrift dient, vom Hamiltonschen blo8 in Betreff 
der Umstiindlichkeit des Ausdrucks verschieden. Diese Vorschriften stimmen 
nimlich mit der Lagrangeschen (U) darin iiberein, daB sie ebensowenig 
eine Abhingigkeit zwischen den 0’q; festsetzen, als die Vorschrift (U) 
eine solche zwischen den dg; bedingt; wohl aber ordnen sie dem System 
der Zeitfunktionen 4’q; eine ganz bestimmte Zeitfunktion d¢ zu. Man 
iiberzeugt sich leicht, daB die Vorschrift (U) eigentlich die folgende Fest- 


setzung ausspricht: 
1oT 
xz: ™ J. 


t 
+ f Sir GE— &) — tee) oa 
fo 


Die Vorschrift (19) lautet dem analog 


d oT , 
[27st], fs & ~ aie Q,) d’qat = 0 


to 


n t 


dt = dt, + |) 


und die erste der Gleichungen (20), wie folgt: 


t 
[Tot], -{> Q,0’g,dt = 0 
1 
to 
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§ 2. 
Die Mannigfaltigkeit der mit dem Hamiltonschen iquivalenten 
Integralprinzipien; Formen des Aktionsprinzips. 


V. Man substituiere in der Identitét (11*) an Stelle von ® das 
Hamiltonsche f= 7+ U, wo U eine Funktion der q,, q;, ¢ sei; und 
integriere nach ¢. Man hat dann 


t 4 
n 4 n 
(21) af ra - rat +> a va, = f > Leqat, 
1 , f 1 
ty to 


B 
t. wo zur Abkiirzung gesetzt ist 
n- 
, — Of _ 4 of 
ff (21*) ‘=%q aida 
mn 
ig Man zerlege f beliebig in additive Teile 
)) f=hthi 
a es besteht fiir f, und f, je eine Identitét von der Form (21). 
M Ich setze fest, dab die Grenzwerte von d¢ der Vorschrift unterliegen 
} - 


n 4 
(22) 0= [iats Staal: 
1 ‘ f 


Dann geht die Identitiit (21) in die folgende Gleichung iiber: 


(23) ) fra — [f,dt} = Af > L,0'q,at. 


Wirken auf das materielle System, dessen lebendige Kraft 7’ ist, 
auBer den zum Potential U gehérigen keine anderen Krifte, so ist 


> L,6’q,; = 9. Bei der Festsetzung (22) ist daher die natiirliche Be- 
1 


wegung des Systems derart, daB fiir alle virtuellen Verriickungen 0’g; 


4 
(24) é f ‘fadt — [fot =0 


wird, eine Gleichung, die sich auch in der Form schreiben laBt: 


ty t 
(24*) df fat +8’ fyat=0. 
4 to 


Mathematische Annalen. LVIII. 
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Man hat namlich 


8 frat tnant= f 0a ageon= ~f(en-4 ats 9t) at, 
d. i. 


(25) bf frat —[frot}: = [0 fat. 


Die Gleichung (24*) spricht demnach den Satz aus: 

Zerlegt man f in zwei additive Teile f, und f,, und trifft beziiglich 
der Grenzwerte von dt die Festsetzwng (22), so ist die Summe gebildet aus 
der Variation von Fj f,dt und aus dem Zeitintegral von 9d’ f, gleich Null 
fiir stimtliche virtuellen Verriickungssysteme 8’q,, sobald nur die Bewegung 
des Systems die vom Potential U bewirkte natiirliche ist. 

Dieser allgemeine Satz liBt sich aber auch, wie folgt, umkehren: 

Zerlegt man f in zwei additive Teile f, wnd fy, trifft beziiglich der 
Grenzwerte von dt die Festsetewng (22), und fordert, daB die Summe ge- 
bildet aus der Variation von yi f,dt und aus dem Zeitintegral von 0'f, fiir 
stimtliche virtuellen Verriickungssysteme 0’q, verschwinde, so ist die Be- 
wegung des materiellen Systems jedenfalls die durch das Potential U be- 
wirkte natiirliche Bewegung, und nur diese. 


Da niamlich die Gleichung (23), bei Riicksichtnahme auf die Identitiit 
(25), die Form annimmt 


(23*) fins fe f,dt f Setaw 


da ferner die Gleichung (23), also auch diese Gleichung (23*), eine Folge 
der Identitiit (21) ist, sobald nur im Sinne der Primissen die Variations- 
vorschrift (22) cingehelien wird; da endlich im Sinne der Priimissen die 
linke Seite der Gleichung (23*) fiir alle virtuellen 6’¢, Systeme = 0 sein 


soll: so mu8 fiir diese auch die Rechte von (23*) verschwinden. Man 
hat also 


4 
(23**) / >! L,8'¢,dt = 0, 
bs 1 
to 


wenn nur die é’g, ein System virtueller Verriickungen bilden. Daraus 
folgt, daB der Integrand > L,0'q; verschwindet. Die Gesamtheit der 


1 
Forderungen ergibt daher die Forderung des D’Alembertschen Prinzips. 











ich 
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VI. Der SchluBsatz folgt aber aus (23**) nicht wie, wenn nicht 
nur die Summe zur Linken von (24*), sondern auch f O’f,dt fiir sich 
verschwinden soll. Mit Riicksichtnahme auf die Identitat (10*) wird 
nimlich so gefordert, dab 0 f f, dt nur dann verschwinde, wenn die Ver- 


fo 
riickungen 0’q; virtuell sind, die Vorschrift (22) eingehalten wird, und 
die 0g, auerdem noch der Gleichung 


é ah g ss 
(26) iby f i+ 38 +, 84) dt =0 


entsprechend gewiahlt werden. Diese Gleichung (26) bildet aber fiir die 
6’q,; eine neue Beschrankung. 

Ich unterscheide zwei Fille: 

A) Ich fordere, daB die 6’g, gemaB® der Gleichung 


(27) Pa + $8 584) =F Oa, 84, 
1 


bestimmt sind, wo die a, gegebene Funktionen bedeuten; dabei soll an 
Stelle von (22) die Grenzbedingung treten: 


(27%) i dt +> (55 —a) va) = 0. 


Unter diesen Fall subsummiert sich der bisher ausschlieBlich in Betracht 
gezogene Spezialfall, wo simtliche a,= 0 sind. 


t 
B) Ich fordere ganz allgemein, dab @ fi f,dt fir fixe 4, ¢, und fiir 


alle virtuellen 6’q; und d¢ verschwinde, die aun Gleichungen (26) und (22) 
gemi8 gewahlt sind. 

Ad A). Solange keine fernere Bedingung hinzutritt, entspricht simt- 
lichen Forderungen eine jede Bewegung, die den Gleichungen 


Ly = At Ah + (52 = om) — qo (54 - a), 


(¢=1,--+, m) 


gem&B verliuft, wenn nur die Zeitfunktion 4, zu den Grenzzeiten 4, 


und ¢, verschwindet. 
12° 
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Man hat niimlich bei Riicksichtnahme auf (16*) die Gleichung 


Sina SCS 49) 40+ Cha) her 
- 4, Ay > (52 “ a) 0g; 
me 





Da das erste Glied zur Rechten dieser Gleichung laut (27) verschwindet, 
so hat man aus ihr mittels Integration nach der Zeit 


J Reus 3 6 ) #2) -0, 


da doch 4, zu den Grenzzeiten verschwindet. q. e. d. 


@ 
os 











Lehrsatz. Tritt hingegen als fernere Bedingung hinzu, dap den 
Forderungen bei beliebig verschiebbaren Grenzzeiten t, und t, Geniige ge- 
schehen soll, so entspricht den Forderungen im Allgemeinen einzig und 
allein die natiirliche Bewegung des materiellen Systems; eine Ausnahme 


bildet nur der Fall, wenn 
n= 3 (ha) 


entweder an und fiir sich oder in Folge der Bedingungsgleichungen (15), 
(16) verschwindet. 

Wenn wir nimlich diesen Ausnahmefall ausschlieBen, so liBt sich 
F, mittels der genannten Bedingungsgleichungen jedenfalls auf die Form 
bringen 


1 (2 — 
(28) eS (52 - a) 04; ->! N94; 
1 1 
wo die 6’q, freie virtuelle Verriickungen bedeuten, und wo die N, weder 


an und fiir sich noch mittels der Bedingungsgleichungen (15) verschwinden. 
Die Gleichung (27) reduziert sich dann auf 





a-?Tr 


(27) > (af0'94. + ™ ; 9'4,) = 0. 
1 


Es sei N, einer der nicht verschwindenden Koeffizienten; dann setze man 
0’q, als von 0 verschieden voraus, wihrend alle iibrigen 6’q verschwinden. 
Dann folgt aus der Gleichung (27**) 


, d,s 
M,0'9; + N; 7; 99,;= 9. 























e- 
ad 
ne 


er 
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Daher ist 
(29) dq; = [0'q,).€%, 
wo 
to 
M, 
(29*) G,= -f¥ dt 
J 


endlich ist. 
Man hat daher fiir dieses System virtueller Verriickungen 


S14 = 4 = 4G e", 
1 


und gemaB der Gleichung (23**) 


t 4 


(30) 0= rd > Lo gat = [dah / Ce dt. 
1 * 


to fo 
Ks ist aber [0q,],, eine beliebige Konstante, ferner e") positiv und nicht 
=, und die Gleichung soll fiir beliebig nahe gelegene 4, und 4, giiltig 
sein. Daher ist notwendigerweise 
(30*) C,=0. 
Es sei ferner N, einer der verschwindenden Koeffizienten N,; dann 
setze man 6’q und auch é’q, als von 0 verschieden voraus, wihrend alle 


iibrigen 6’q verschwinden. Dann folgt aus der Gleichung (27**) 
M,0'q + M,0'9; + N; vag q, = 9; 


es ist daher 6’q, ganz beliebig; man kann nimlich aus dieser Gleichung 
6’q; immer dem beliebig gegebenen 0’q, gemi8 bestimmen. 

Da nun simtliche ©, verschwinden (30*), und nur noch é’q, von 0 
verschieden ist, so hat man gemaB® der aes (23**) 


fr d’q, dt fe 8’q, dt. 


Aus der Willkiirlichkeit von dq, folgt aie, daB auch 
(30*) €,=0 
ist. Man hat demnach bei Einfiihrung der 0’q 


M1, 04; -3 €, dq, = 0; 
1 1 


d. h. fiir das materielle System besteht das D’Alembertsche Prinzip. 
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Ad B.) Ich beweise den Satz mittels der in A) eingefiihrten Funk- 
tionen @,, die ich den Beschrankungen unterwerfe, daB 


weder an und fiir sich noch infolge der Bedingungsgleichungen ver- 


n 


schwinde, und da8 ferner > 4,84 zu den festen Zeiten 4, und ¢, einen 


und denselben Wert annehme. Da die erste Beschrinkung » — v — 1 Un- 
gleichungen iaquivalent, und die zweite sich nur auf die Grenzwerte der 
a; bezieht, so kann diesen Bedingungen auf unendlich mannigfaltige Weise 
entsprochen werden. Dann sind aber die Schliisse in (Ad A)) nicht nur 
bis zur Gleichung (30) erlaubt, sondern man kann weiter schlieBen, daB 
die G, von der Wahl der a, abhingen, daher Funktionen von ¢ sind, die 
je nach Wahl der a; von ¢, an bis ¢, ebensogut wachsen wie abnehmen 
kénnen. Daher sind die ©; = 0; ebenso verschwinden auch die ©,; also 
ist das D’Alembertsche Prinzip eine Folge der in B) gestellten Forderungen. 

VIL. Die Forderung, daB die N, nicht simtlich verschwinden, ist 
zum Beweis des Satzes in VI. ad A) wesentlich. Hat man den entgegen- 
gesetzten Fall vor Augen, daB also 


(31) Pte 


ist, falls nur die g,; und 0’qg; den Bedingungsgleichungen des materiellen 
Systems gemaB sind, so gehen die Gleichungen (27) und (27*) tiber in 





= a) 0g, = 0 


n 


—_— _%, 4 Oh 
(31*) > i 8’4, = 03 “oi = Bq, dt dq,’ 


1 
(31**) [iat + S54 a'a]! 


Es sind zwei Falle méglich: entweder ist zur Erfiillung der Gleichung 
(31*) auch noch die Heranziehung der zu bestimmenden Differentialglei- 
chungen der Bewegung notwendig; oder es geniigen zu ihrer Erfiillung 
schon die Bedingungsgleichungen fiir sich. 

Im letzteren Fall ist die Bewegung notwendigerweise die natiirliche. 
Da nimlich die Variationsvorschrift (27**) fiir simtliche virtuellen Ver- 
riickungen erfiillt ist, wie auch sonst die Bewegungsgleichungen beschaffen 
sind, an Stelle von (22) aber die Vorschrift (31**) tritt, die bloB eine 
Beziehung zwischen df, und d¢, feststellt, so ist die Gleichung (23**) 
fiir simtliche virtuellen Verriickungen 6’q, zu erfiillen. Daraus folgt, selbst 
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wenn ¢, und ¢, fixe Zeitpunkte bedeuten, daB die Bewegung des Systems 
notwendigerweise die natiirliche ist. 

Im ersteren Fall ist hingegen die Bewegung nicht notwendigerweise 
die natiirliche. In diesem Fall ist namlich die Gleichung (31*) als neue 
Bedingungsgleichung zu betrachten, die fiir die Wahl der 6’q,; eine neue 
Beschrinkung bildet. Daher sind die Bewegungsgleichungen von der Form 


(32) Dy Aggy + DH, = 9, (6=1,---,m), 


1 


wo A, ein Lagrangescher Koeffizient ist. Als Beispiel fiir diesen Fall 


diene, wenn a, = oh ist fiir simtliche i=1,- -,n. 
. rn 0"% 


n 


Der Koeffizient 2, la8t sich naher bestimmen, falls nur >! 9,9) von 


1 
Null verschieden ist. Substituiert man namlich in (31*) 0’¢,;=0q;— 4; 64, 
so nimmt sie die Form an 


” n 


OL = >! 4,84; 
1 


1 


n 
%%; 


dt = >! Ag: 8 43 Ay, =——: 


1 , ’ 
> % 54; 


1 


Fiihrt man dieses 6¢ in den Vossischen Bedingungsgleichungen (16) 
ein, so hat man fiir diese 


n 


(16**) > (as + Mooi) dq, = 9. 


1 


Ebenso geht die Gleichung (23**) iiber in diese 


4 
L (S480 -St4; 31404) dt = 0, 
te . . 


e 
to 


t 
=. ]14') 04,8t—0. 


d. i. 
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Da nun hier die dq; im Zeitintervall 4, bis ¢, bloB den Gleichungen 
(16**) unterliegen, so folgt aus dieser Gleichung, selbst bei festen 4 und 
t,, fiir die Bewegungsgleichungen die Form: 


L,— Ay, >) Ly 4, + A# Ai + Mo Aoi) = 95 
1 1 


(Sn, q; -> hte + Atdg; = 9; 
i 





"F. 4 49; q 


1 


also 


(32*) = =t_(- x qs > Ta Tat) 
2}  ; q; 


Die Bewegung des Systems ist daher gar nicht die natiirliche, es 
ware denn daB zu den Forderungen des Variationsproblems noch die 
Giiltigkeit des Satzes von der lebendigen Kraft hinzukime; dann ist naim- 
lich 4, = 0. 

VII. Es seien die Gleichungen 
(15) Ogg + Oy Gy + Mede +++ + Onde = 9, 

(k =1,---, v) 
die Bedingungsgleichungen des materiellen Systems; ¢,, ¢,,---,¢, ein solches 
nur von den a,; abhiangiges partikuldres Lésungssystem dieser Gleichungen, 
daB die c, samtlich verschwinden, wenn die a,, samtlich verschwinden. 
Dann bildet das System 
09; = (6,—4,)9t; (¢=1,---,m) 

ein partikulaéres System von virtuellen Verriickungen. Wire also f, von 
der Eigenschaft, daB bei entsprechenden Koeffizienten 1, 


(33) > ch 0°49; +> 1 Sauda =0 
1 1 


ist, dann ware auch 


yi oh,  (,—4 ) + Sade a) =9, 
das ist 
Bhat + Bi (omt Slaual)= BG 
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n Bedenkt man dies, so folgt aus dem Lehrsatz in VI, pag. 180 ame 
d 
Lehrsatz. Ist f,=f—f, von der Eigenschaft, dap die 24 qs 
mittels der linearen Substitution (15) nicht auf die Form Sal da * gebracht 
werden kann, wo die ¢,, falls die Gleichungen (15) homogen, stimtlich ver- 
schwinden und auch sonst unabhiingig von den gq; sind: so ist die 
Forderung, daB die simultanen Gleichungen 
4 
df f,dt=0 
J dt = 0, 
0 (f—f,) =9 
a n 4 
| oe a 
. 28d =0, (k=1,--4») 
2- n 
Ayo + Sagi =0, ” 
1 
fiir beliebig verschiebbare t, und t, Bestand haben, dquivalent damit, dap 
die q, das System gewodhnlicher Differentialgleichungen befriedigen 
aS d of : 
n, hoe ~ dt oq; +a a, = 0, (i=1,--+,m) 
n. 
wo die 4,,4,,---+,4, Lagrangesche Koeffizienten sind. 
IX. Zerlegt man demnach 7'+ U in zwei beliebige additive Teile /, 
und f,;, so erhalt man bei Anwendung der in VII bewiesenen Siitze 
n 


Variationssitze, die dem Hamiltonschen Satz iiquivalent sind. 
Wirken auf das System auch Kriifte ohne Potential, so erleidet das 


Variationsprinzip die Modifikation, daB an Stelle von Sh dt der Aus- 


druck / (# + Seu) dt tritt. 
1 
Die bisher untersuchten Fille sind: 
1. f,=27, f= U-T, 


9 af, 
2 f- Seu, fh-f-DSisfa=-F 
1 


Herr Voss hat den Fall 1., wie oben erwahnt wurde, nur in dem Fall 




















186 M. Reérny. 


untersucht, wenn U von den q; unabhingig ist. Bei der Beschrinkung 
ot = O wurde der Fall 2. von Herrn A. Mayer untersucht; ohne dieser 
Beschrankung von mir. Aus der unendlichen Mannigfaltigkeit méglicher 
Zerlegungen sind hervorzuheben 

8 A=U fh=T; 

4 f=f f=0. 

Die Funktionen f, und f, sind natiirlich auch umkehrbar. Die Um- 
kehrung von 1. fiihrt auf ein Prinzip, welches der Herzschen Form*) 
aihnelt, von dieser aber im Grunde genommen ganz verschieden ist. Die 
Zerlegung von f in 

Bo f=-T-U, f,=20 
gibt ebenfalls ein Prinzip von solcher Form; diese, wie auch die Um- 
kehrung von 3., naimlich 
6& A=-% A=, 

liefern ein Beispiel fiir den Ausnahmefall VII, a), wenn das System nur 
von Kraften angegriffen wird, denen ein von Geschwindigkeiten unab- 
hingiges Potential zukommt. Der Ausdruck des dem Hamiltonschen 
aiquivalenten Prinzips lautet nimlich im Fall 6. wie folgt: Die Variation 


h 
0) Jj Tat ist = 0 bei Einhaltung der Variationsvorschriften 


bo 
4 
: aes U) 5 
éU=0 Tét+ v4 | = 0 
5 late 


Sa,t'a=0, (v=1,---,v) 


1 





fiir die natiirliche Bewegung und nur fiir diese, falls fiir die Bewegung die 
Erhaltung des Prinzips der lebendigen Kraft giiltig sein soll. Man erhilt 


von 5. aus ein gleichwertiges Prinzip: es ist dann 0 f (7’— U) dt = 0, wenn 


an Stelle der zweiten Vorschrift diese kommt 


th 
jr U)ot+ art Dg a «= ®, 
to 


wahrend alles iibrige mania bleibt. 

Die Zerlegung 5. auf das Theorem VI, im Fall B) angewandt, fiihrt 
auf einen korrekten arithmetischen Ausdruck des vielumstrittenen Ostwald- 
schen Prinzips. Fordert man nimlich, daB die Variationsgleichungen 


5 Gesnmmelte Werke Bd. 3, pag. 363. 
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4 t, 
of ra—0, foa-vjat=0, [rt+ STL) org _ - 
to to 


fiir jedes virtuelle Verschiebungssystem 0’q; Bestand haben, so entspricht 
diesen Forderungen ausschlieBlich nur die natiirliche Bewegung des Systems. 
T und U kénnen ihre Rollen auch vertauschen, was dem Sinne des 
Ostwaldschen Ausspruchs gemiB ist. 

Ad 1. Ich bezeichne im Falle 1. das ff,dt mit A,, also 


4 
A, = (2Tat; 
t 


es ist dies die Aktion des materiellen Systems im gewohnlichen Sprach- 
gebrauch. 
In diesem Falle besteht fiir die Grenzwerte von d¢ im Sinne von (22) 


(22,) [eras SJ2te My ul = 


Ist U unabhiingig von den q;', so geht diese in die Vosssche Grenz- 
gleichung tiber. Sind auBerdem noch die Bedingungsgleichungen der Be- 


wegung unabhingig von der Zeit, also >H q =2T, so geht (22,) iiber 


in die bekannte Form 


Ad 2. Ich bezeichne im Falle 2. das Sat mit A,, also 


uf Siw 


ich habe dieses Integral in meinen oben genannten Arbeiten mit dem 
Namen ,,Aktion des Systems“ belegt; ich werde es hier Aktion A, nennen. 
Fiir diesen Namen spricht der Umstand, daB das Integral im einfacheren 
Fall, wo die Bedingungsgleichungen der Bewegung unabhiingig sind von 
der Zeit, und das Potential unabhiingig ist von den Geschwindigkeiten, 
identisch ist mit A,. Sind aber die Bewegungsgleichungen der Bewegung 
auch von der Zeit abhingig, so ist dies dem Umstande zuzuschreiben, 
daB das System mit fuBern beweglichen Massen in Verbindung steht; 
diesem vollstdndigen System kommt daher eine lebendige Kraft zu, die 
auBer der Summe der lebendigen Krifte der beiden Systeme auch noch 
additive Glieder enthilt, in denen die Geschwindigkeiten des innern Systems 
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linear vorkommen. Enthialt endlich das Potential auch die Geschwindig- 
keiten des Systems, so ist das nach Helmholtz der Bewegung verborgener 
Massen zuzuschreiben, mit denen das eigentliche System zu ergiinzen ist: 
daher steht an Stelle von 7 die Summe 7 + U. 

Zwischen den Grenzwerten von d¢ und den 0’q,; besteht in diesem 
Falle die Gleichung 


F y a ,q Ot + > i aa) = (), 
das ist: , 
n 4 
of 
22 >} =,0q,| =0. 
( 2) 04; a 


Es gibt kaum eine andere wirkliche Zerlegung von /f, zu der eine 
solch’ einfache Grenzgleichung gehért. 

Diese Zerlegung zeichnet sich auch durch andere EKigenschaften aus. 
Zu diesen gehért die Eigenschaft, daB die Funktion 


10h, + 

Par Vi» 
die beim Ausspruch des Prinzips eine wichtige Rolle spielt, nur in singu- 
laren Punkten der natiirlichen Bewegung verschwindet. Es ist namlich, 


da f=f—-h: 


a 5) of ae Of, 
SHhew=3 1 09; % - 3 aq & = hi- Dat 


ah x. om 
1 OG q= = — 2 Tae, Gi Qj» 


Es ist demnach yi q;, Wenn man die 


also 


= of —~ als Koeffizienten auffaBt, 
04; 09; 
eine quadratische Funktion der Geschwindigkeitskomponenten; und die 
Determinante dieser quadratischen Funktion ist die Funktionaldeterminante 


von f, namlich 





i. 
Ogg,” ested 
ee ae vk 

» . af 
09, 0%? =? 09, ON 

dieselbe Determinante, die bei der Lésung der Differentialgleichungen der 

zu f= 7+ U gehérigen natiirlichen Bewegung eine so wichtige Rolle 

spielt; die im Falle U das Potential von Kraften ist, wie sie in der Natur 
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vorkommen, und das materielle System, wie auch deren Bedingungsglei- 
chungen natiirliche sind, héchstens in isolierten Punkten, nie aber identisch 
verschwinden kann. Dasselbe kann also auch beziiglich P sh f -q; aus- 
gesprochen werden, auch diese verschwindet héchstens in isolierten Punkten. 
Bei dieser Zerlegung ist also f, von der im Lehrsatz zu VIII (pag. 185) 
vorausgesetzten Eigenschaft, da sonst, sobald die Bedingungsgleichungen 
(15) in homogene iibergehen, die Funktionaldeterminante verschwinden 
miiBte. Bei dieser Zerlegung entspricht daher den im Lehrsatz aufgestellten 
Forderungen nur die natiirliche Bewegung des materiellen Systems. Der 
Lehrsatz umfaBt demnach das Prinzip der kleinsten Aktion, wenn man 
mit letzteren Namen das Integral 


belegt. 
Ad 4. In diesem Fall besteht zwischen den Grenzwerten von d¢ und 
von den dq; die Gleichung 


irs aber ‘I —0, 


und bei Einhaltung dieser einzigen Variationsvorschrift liefert die Gleichung 


6f fat =0 
bo 


die natiirliche Bewegung, und nur diese. 
Ist hingegen /, = 0, fp =f, so besteht die Grenzgleichung 


[dan ?a]-o 


und bei Einhaltung dieser einzigen Vuriationsvorschrift liefert die Forderung 


4 
oe 


die natiirliche Bewegung, und nur diese. 
Dies ist das Hamiltonsche Prinzip. 
X. Aus der Identitéit (21) folgt mittels (25) die Identitit 


+ ‘ % 
n 4 7 7” 

a fia for dt — E ot + S176 va =f Srsua. 
1 : to 1 

to b to 
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Aus dieser folgen die a 


1. Fordere ich, daB d fi f, dt = 0 sei fiir jedes virtuelle System 0’q,, 


vorausgesetzt nur, daB ae d¢ und den d’q; zu jeder Zeit die Gleichung 


‘ d ot os d , 
(19%) 8'f, — 4 2 84, = (ht) ~ 3Q 4 
1 1 


als Variationsvorschrift gilt, so ist die Bewegung notwendigerweise und 
ausschlieBlich die zum kinetischen Potential f= 71+ U und dem Krifte- 
system @; gehérige natiirliche Bewegung. 

2. Dasselbe gilt auch, wenn die Variationsvorschrift (19*) durch die 
folgenden zwei Gleichungen ausgedriickt wird: 


(20*) of, = 5 (f, ot) -—»? Q:9°9,; Pe re o al =o 


3. Diese Variationsvorschrift kann ebenso ersetzt werden durch 


(20**) wh =F, (i — SH “) a — 10.04; 
, ar 4 
[2Hes|- 


Diese Vorschriften bestimmen niimlich (auf dieselbe Weise, wie (19) 
und (20) in IV) die Variation d¢, welche dem System der Zeitfunktionen 
6’q; im Verlauf der ganzen Bewegung zugeordnet wird. Demzufolge sind 
diese Ausspriiche des Prinzips vom D’Alembertschen resp. Hamiltonschen 
bloB durch ihre Weitschweifigkeit verschieden. 

XI. Bemerkung zur Methode der Lagrangeschen Multiplikatoren. Be- 
handelt man das Problem, alle Systeme von Differentialgleichungen zu 
om , fiir welche bei beliebig verschiebbaren 4, und ¢, die Variation 


0) f f, dt = 0 ist, falls f, = einer gegebenen Zeitfunktion ist und zwischen 


ie Grenzwerten von d¢ und dq, die Gleichung (22) bestehen soll, mittels 
der Methode der Lagrangeschen Multiplikatoren, so kommt man zu den- 
selben Resultaten. Diese Methode laBt sich aber auf das in VI. behandelte 
allgemeinere Problem nicht anwenden. Dies ist die Ursache, weshalb ich 
von der genannten Methode hier keinen Gebrauch gemacht habe. 
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8 3. 


Die Jacobische Transformation der Aktion A,. 
XI Es sei f=7+U eine quadratische Funktion der q/. 


schreibe f in der Form 


(34) f= f+ f+ f, 
wo die Indizes (0), (1), (2) den Grad des Gliedes in gq; bedeuten. 
hat so 
(35) r= De 7 qi =f) + 2f®, 
daher 
(36) fe=f—h=f%—f®. 
Demnach ist die Energie 
(37) F= >) 7. o/—f=f% — 7%, 
und ; 

4 
(38) A, = ff (2f® + f) dt. 
Ich schreibe i 

dq, dq; 

(39) p= Sey aes 2p = Shin, = 7 


ferner die Gleichungen (37) und (38) in der Form 


> jb; dq; dq, 





= + dt? — =f + F; 
b,,d 
A; ff [| Pe + Saas]; 
a. i. 
(40) dt =f 2s A444 
2(f%4 F)’ 





0%) A, =f (V2(F°FF) B0,,dq,dg, + Sd,dq,); 


und mit s eine nicht zu variierende Variable bezeichnet 





(41) A, = J (V2 F) > hs +3) ds 


! 





pce SS 
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Diese nach der Jacobischen Methode transformierte Form der Aktion A, 
hat nun die Eigenschaft, daB sie formal zu den natiirlichen Bewegungs- 
gleichungen fiihrt, wenn man fordert, daB ihre bei der Supposition d¢=0, 
dF =0 gebildete Variation verschwinde, sobald nur die Grenzwerte der 
dq, verschwinden. Ich setze, um dies zu beweisen 


(42) gp = 43 gp” =>) b; G:455 
1 1 


dann ist 

at_ Vf Wo 
(42*) ds Vita A, =f 2 (f° + F) )p + p”) ds. 
Man hat 


22 dV (f+ Fg — 58,9 + 25° 4,f0. 


Nun ist bei Riicksichtnahme auf (42) und (39) 


ds d 
8,90 77 ds = 8,9 SS dt = 28,fPdt. 


Da endlich 
dgMds = 6,fMdt, 


ds- V2 dV (fF + F) g® = (6,f + 6,f) dt, 


so hat man als Ausdruck der ersten Variation der Aktion A, bei der ge- 
nannten Supposition 


(43) 0A, = fi ’,f dt. 


Die Forderung, daB dieses dA, verschwinde, wenn die Grenzwerte der dq; 
verschwinden, ist demnach mit dem Hamiltonschen Prinzip formal aquivalent; 
sie fiihrt daher zu denselben Differentialgleichungen der Bewegung. Die 
Rechnungen héren aber auf, rein formale zu sein, und haben reelle Be- 
deutung, wenn man das Problem wie folgt auffaBt: 

Man denke sich, F' = E(¢) als numerische Funktion gegeben, so wie 
sie bei der wahren Bewegung, bei den numerisch gegebenen Anfangslagen 
und Anfangsgeschwindigkeiten zum Vorschein kommt; aus F' = E(t) die 
numerisch feste Zeitfunktion t= 2(F’) berechnet; und in den b,, b,;, f 
an Stelle von ¢ iiberall diese Zeitfunktion gesetzt. Man betrachte alsdann 
die Gleichung (40) als Definitionsgleichung fiir dt, und frage nach dem 
System von ses “ineiaaaiiente die der Aktion 





‘ dq; “y dq; , 
(44) 44 (Voyeur So “WsaP dP + >)b, oh) ak 
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ihren gréBten oder kleinsten Wert verschaffen, wenn F die unabhingig 
variable ist, und die Anfangs- und Endwerte der dq, verschwinden. 

Die Lésung dieses Problems ist ein System von Differentialgleichungen, 
die sich von den Bewegungsgleichungen der Dynamik nur dadurch unter- 
scheiden, da® an Stelle der im kinetischen Potential explizit vorkommen- 
den Zeit ¢ die Zeitfunktionen z(¥’) zu stehen kommt. Es sind dies die- 
selben Gleichungen, zu denen ich durch die Interpretation des Helmholtz- 
schen Verfahrens gelangt bin; die Gleichungen, von denen ich gezeigt 
habe, daB nur ihre von jenen numerisch gegebenen Anfangslagen und 
Anfangsgeschwindigkeiten ausgehenden partikuliren Lésungen mit den 
wahren Bewegungen des materiellen Systems sich decken. Demzufolge 
gehen diese Gleichungen, wenn man hinzufiigt, daB nur von diesen 
partikuliiren Lésungen die Rede ist, in die Lagrangeschen Bewegungs- 
gleichungen iiber*). 


§ 4. 
Verallgemeinerung fiir kinetische Potentiale hoherer Ordnung. 
XIII. Es sei f eine beliebige Funktion der Variablen 
t, Gi» Ns Pil qe”, ca qi” (i — 1, a r); 
und es sei g; mit g,° bezeichnet. Man hat dann 
aé 


(47) f= “I> Pen oO: 


Ks ist nimlich, wie i. 


dfdt — dfat “33h ro — (bq, —g,8+ dt) dts 


aus dieser folgt der Satz (47), wenn man die Gleichung (7) in der Form 
schreibt , ‘ 
oq, — =F dt = * (0a- q; 9t), 


an Stelle von g, die Differentialquotienten g,*-», --- substituiert und so 
die Identitiiten verifiziert: 


agi" dqi'-» ) = ¥ + ( r-2)_ daft ) 
(48) dg —— Pat= 4 (aq ) — —S— t) = a5 (8a) "7 ot 


= a5 0g, 





*) Siehe § 3 und § 6 meines in den Math. Ann. Bd. 48 erschienenen Aufsatzes. 
Ich bemerke, daB pag. 526 Z. 6 v. u. und pag. 529 Z. 8 v. o. an Stelle von ,,dq, zu 
schreiben ist ,,0q; und dt; pag. 529 Z. 19 v. 0. sind die Worte ,nothwendige und“ 
za streichen; pag. 530 Z. 7 v. u. ist an Stelle von ,des Satzes (2) zu schreiben ,,der 
Siitze (1) und (2)*. 
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Da ferner 
O'fdt = dfdt — df dt =d(fdt) — d(fdt), 


so erhalt man von (47) aus auf bekanntem Wege 








(49)  d(fdt)=d (101+ 3} Stags 64) +>) L.8'aat, 
ae 4 1 
—- oe a Of mo ae! 
Me = aq, ae ag TOM Tm Gg 
oe of d er roe qm—*-1 of 
Da = Fen dé ggetD * cle el li rs) aq” 


Aus (49) folgt mittels Integration 


h 
(50) fiae| fot+ >} Sag val +f >) L,8'q,at, 
ty 1 
ty 


eine ldentitat, die sich von der von Herrn Kénigsberger zum Aus- 
gangspunkt genommenen Form nur dadurch unterscheidet, daB hier die 
Variationen 0g; eingefiihrt sind. 

Man zerlege f in zwei beliebige additive Teile f, und f, und treffe 
fiir die Grenzwerte der d¢ und 0’q; die a 


n m—-1 
(51) fat+ 3} taf ae O%| 


Die Gleichung (50) laBt sich dann mit Riicksichtnahme auf die 
Identitét (25) in der Form schreiben 


4 4 4 
(52) fiars fona-f ? L,0'q,dt. 
t t, t = 


Diese Gleichung ist der fiuBern Form nach mit (23*) identisch; da die 
Identitit (47) bloB eine Verallgemeinerung der Form (10*) bildet, wie 
auch die beziiglich der Grenzwerte getroffene Festsetzung (51) bloB eine 
Verallgemeinerung von (22) ist, so ergeben sich die Verallgemeinerungen 
der in § 2 ausgesprochenen und bewiesenen Sitze von selbst. 
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Beitrage zur Theorie der Punktmengen. I. 


Von 


A. Scnornriies in Kénigsberg i./Pr. 


Als eines der allgemeinsten Probleme aus der Theorie der Punkt- 
mengen kann man die Aufgabe bezeichnen, die grundlegenden Siitze der 
Analysis Situs mengentheoretisch zu formulieren und zu begriinden und 
die Beziehungen darzulegen, die zwischen den mengentheoretisch -geometrischen 
und den analytischen Ausdrucksweisen derselben Begriffe und Siitze ob- 
walten. Die paradoxen Resultate, wie sie z. B. in der eineindeutigen Ab- 
bildung der Continua und in der Peanoschen Kurve vorliegen, haben die 
naiven Vorstellungen der Analysis Situs griindlich zerstért. Um so mehr 
mu8 man verlangen, daB die Mengentheorie wiederum Ersatz schafft und 
die geometrischen Grundbegriffe in einer Weise definiert, die ihnen ihren 
natiirlichen fiir die Analysis Situs charakteristischen Inhalt wieder zuriick- 
gibt. Ist auch die vielgeschmahte Anschauung keine Quelle des Beweises, 
so scheint es mir doch — wenigstens im Gebiet der Analysis Situs — ein 
Ziel der Forschung zu sein, den Inhalt der geometrischen Definitionen mit 
dem Anschauungsinhalt in Ubereinstimmung zu bringen. 

Einen ersten Beitrag zur Lésung dieser Aufgabe hat bekanntlich Herr 
C. Jordan durch seinen Kurvensatz geliefert; einen zweiten ich kiirzlich 
selbst, indem ich zeigte*), in welcher Weise der Kurvensatz des Herrn 
C. Jordan einer Umkehrung fahig ist. Dieser Satz besagt bekanntlich, 
daB eine im Intervall /,---¢, umkehrbar eindeutige und stetige Beziehung 
x =f(t) und y= g(t) — falls zu 4 und ¢, dasselbe Wertepaar x, y ge- 
hért — eine Punktmenge bestimmt, die die Ebene in ein AuBeres und 
ein Inneres teilt. Es erweist sich aber nicht jede Punktmenge, die die Ebene 
in ein AuBeres und ein Inneres teilt, als eine stetige Kurve. Der geo- 
metrische Begriff der Gebietsgrenze, die eine Scheidung der Ebene in zwei 
getrennte Gebiete bewirkt, kann daher nicht als Aquivalent der analytischen 
Stetigkeit angesehen werden. Er ist vielmehr der weitere; um ihn in den 
engeren Begriff der stetigen Kurve iiberzufiihren, muB man zu ihm, wie 
ich a. a. O. zeigte, eine wesentliche Bedingung hinzufiigen. 


*) Nachr. d. Gittinger Ges. d. Wiss. 1902. 
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Was diese Bedingung betrifft, so kann man sie als eine Verallgemeinerung 
derjenigen axiomatischen Tatsache ansehen, die dem Dedekindschen Schnitt- 
prinzip zu Grunde liegt. Dieses Prinzip, das eine eineindeutige Beziehung 
zwischen dem Zahlenkontinuum und den Punkten einer Geraden herstellt, 
lést damit fiir den elementaren Fall einer Geraden die gleiche Aufgabe, 
die hier fiir eine beliebige Kurve behandelt wird; es ist geometrisch da- 
mit fiquivalent, daB zwei auf verschiedenen Seiten einer Geraden liegende 
Punkte durch ihre Verbindungslinie stets einen und nur einen Punkt der 
Geraden ausschneiden. Die EHigenschaft, die fiir diejenigen Punktmengen 
erfillt sein muB, iiber die Werte eines Parameters stetig und ein- 
eindeutig verteilt werden sollen, ist hiervon die genaue Verallgemeinerung. 
Sie verlangt, daB zwei auf verschiedenen Seiten der Punktmenge liegende 
Punkte durch einen Streckenzug verbindbar sind, der einen und nur einen 
Punkt der Punktmenge enthilt. Dieser Punkt ist alsdann wieder der 
Schnitt der beziiglichen Kurve mit dem Streckenzug. 

Der eben erwihnte Streckenzug kann eine unendliche Zahl von Strecken 
enthalten; er besitzt aber dann nur einen einzigen Grenzpunkt, niimlich 
den Kurvenpunkt selbst. Das Auftreten solcher Streckenziige wird ver- 
stindlich, wenn man beachtet, wie umfassend die Kurvenklasse ist, auf die 
sich der fragliche Satz bezieht. So gehéren zu ihnen auch diejenigen, die 
aus funktionentheoretischen Fundamentalbereichen ableitbar sind, indem 
man diese Bereiche den zugehérigen Substitutionen unterwirft; voraus- 
gesetzt nur, daB hierdurch eine Teilung der Ebene in zwei Gebiete der 
genannten Art entsteht*). 

Im Folgenden gebe ich eine ausfiihrliche Darlegung dieser Dinge, 
die in vieler Hinsicht von dem Beweisgang, den ich in meiner Note be- 
folgte, abweicht, iibrigens inhaltlich in vielen Punkten iiber sie hinausgeht. 
Ich gehe von den Eigenschaften des einfachen Polygons als geometrischer 
Grundlage aus und bestimme die beziiglichen Punktmengen so, daB sie 
sich als natiirliche Verallgemeinerungen des einfachen Polygons ergeben. 

Wenn die ausfiihrliche Darlegung etwas umstindlich ausgefallen ist, 
so liegt dies an zwei Umstinden. Da man niimlich von einer rein geometri- 
schen, resp. mengentheoretischen Problemstellung ausgeht, so entbehrt 
man die einfachen Hiilfsmittel, tiber die die Analysis verfiigt, und hat 
die ihnen entsprechenden Tatsachen aus den axiomatischen Grundlagen 
der Geometrie und der Mengenlehre erst abzuleiten. Um dies durchzufiihren, 
konstruiere ich eine Punktmenge, die mit Bezug auf die gegebene iiberall 
dicht ist und zu ihr dieselbe Stellung einnimmt, wie die endlichen Dezimal- 





*) Ein vorziigliches Beispiel bildet die von Herrn Fricke untersuchte Kurve, die 
aus einem Kreisbogenvierseit als Fundamentalbereich entsteht. Vgl. diese Annalen, 
Bd. 44, 8S. 584 ff. 
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briiche zur Gesamtheit aller Zahlen. Ich gelange zu ihr mittelst der oben 
genannten Streckenziige, die von einem inneren Punkte zu gewissen Kurven- 
punkten hinlaufen und sich um ihn immer mehr verdichten. Die zweite 
Schwierigkeit besteht darin, daB die Natur der verschiedenen Punkt- 
mengen auferordentlich mannigfach ist; erst eine allmihliche Analyse 
aller Méglichkeiten fiihrt auf diejenigen Mengen, die als die einfachsten 
Typen anzusehen sind, und sich als stetige Kurven in dem obigen Sinne 
erweisen. Gerade hierin liegt aber die Schwierigkeit des Beweises. Denn 
der Beweisgang muB auch die Natur derjenigen Punktmengen erkennen 
lassen, die der oben eingefiihrten Bedingung nicht geniigen; er mu ferner 
erkennen lassen, warum fiir diese Punktmengen die Umkehrung des 
Jordanschen Satzes nicht zutrifft. 

In gewisser Hinsicht beriihren sich die folgenden Untersuchungen auch 
mit dem Inhalt des von Herrn Hilbert unlingst veréffentlichten Aufsatzes: 
Uber die Grundlagen der Geometrie*). Dort wird die Umkehrung des 
Jordanschen Kurvensatzes fiir einen speziellen Fall (den sogenannten ,,wahren 
Kreis“) ebenfalls bewiesen. Freilich ist der Ausgangspunkt hier und dort 
wesentlich verschiedener Art. Wiihrend bei den folgenden Untersuchungen 
nur elementare geometrische Hilfsmittel angewandt werden, und die ana- 
lytische Darstellung das letzte Ziel der Untersuchung bildet, operiert 
Herr Hilbert von vornherein mit den umkehrbar eindeutigen und stetigen 
Transformationen der Zahlenebene in sich. Aus ihnen scheidet er mittelst 
gewisser Axiome die ,Bewegungen“ aus, und beweist mit Hilfe dieser 
Axiome, daB alle Lagen, in die ein Punkt durch diejenigen ,,Drehungen“ 
iibergeht, bei denen ein Punkt fest bleibt, eine Jordansche Kurve bilden 
(den ,,wahren Kreis“), die stetig und eineindeutig auf den gewéhnlichen 
Kreis abbildbar ist. Dies beruht wesentlich darauf, daB der wabre Kreis 
in einfacher Weise durch die Punkte eines gewéhnlichen Kreises bestimmt 
ist. Im iibrigen spielen auch im Hilbertschen Beweis die Wege, die einen 
iuBeren oder inneren Punkt mit den Punkten des wahren Kreises ver- 
binden, eine wichtige Rolle. Wahrend aber bei ihm die Existenz solcher 
Wege eine fast unmittelbare Folge seiner Annahmen iiber die Abbildung 
ist, ist bei der vorliegenden Untersuchung die Punktmenge mur durch die 
Kigenschaften der Gebietsteilung gegeben; die den Wegen entsprechenden 
Streckenziige sowie die auf der Kurve durch sie bestimmte Teilmenge 
miissen daher konstruktiv Schritt fiir Schritt erzeugt werden**). Gerade 
diese konstruktive Erzeugung sowie der Nachweis der aus ihr flieBenden, 
fiir den Beweisgang nétigen Eigenschaften bilden eine Hauptaufgabe der 
folgenden Darlegung. 


*) Diese Annalen, Bd. 56, S. 381. 
**) Dies geschieht hier im wesentlichen ebenso, wie in der 8. 195 zitierten Note. 

















A. Scuoenruizs. 


§ 1. 
Einige Sitze iiber ebene Polygone. 


Sind A,, A,, A;,---, A, beliebige Punkte, so soll die Gesamtheit 
der Strecken A, A,, A,A;,---, A,_,A, als Streckenzug oder Weg be- 
zeichnet werden. Falls der Streckenzug sich nicht selber kreuzt, mége 
er einfach heiBen. Fallt der Endpunkt des Streckenzuges mit dem Anfangs- 
punkt zusammen, so heiBbt er geschlossen; er bildet dann ein Polygon. 
Das Polygon heiBt einfach, wenn der Streckenzug ein einfacher ist. Alle 
Polygone, von denen im Folgenden die Rede sein wird, liegen ganz im 
endlichen Gebiet*). 

Eine grundlegende Eigenschaft eines einfachen Polygons ist die, dab 
es die Ebene in ein Aueres und ein Inneres zerlegt. Wird ein einfacher 
Weg, der entweder ganz oder doch abgesehen von seinen Endpunkten 
dem Inneren oder AuBeren des Polygons angehért, als innerer, resp. 
diuBerer Weg bezeichnet, so lautet der Satz, der die beziigliche Eigen- 
schaft ausdriickt, in ausfiihrlicher Darstellung folgendermafen: 

I. Jedes einfache ebene Polygon 8 bestimmt in der Ebene € drei 
Punktmengen, néimlich die Punkte des Polygons 3, die Menge U der duperen 
Punkte und die Menge 3 der inneren Punkte, sodaB 


E=~P+A+9 


ist, und folgende Beziehungen statthaben: 1) Je zwei Punikte von 3 oder A 
lassen sich durch einen einfachen inneren resp. duBeren Wey verbinden, und 
umgekehrt. 2) Auch jeder Punkt von 8 lapt sich mit jedem Punkt von 3 
oder X durch einen einfachen inneren oder duBeren Weg verbinden; jeder 
Punkt von U lapt sich daher mit jedem Punkt von 3 durch einen Weg 
verbinden, der nur einen Punkt von $B enthiilt. 

Aus diesem Satz folgt noch, daB zwei Wege, die denselben Punkt 
von % oder 3 mit demselben Polygonpunkt verbinden, niemals einen 
weiteren Polygonpunkt einschlieBen. 

Auf den Beweis**) gehe ich nicht niaher ein; dagegen ist es fiir 
das Folgende niitzlich, zu zeigen, wie man die im Satz genannten Wege 
wirklich ausfiihren kann. 

Auf zwei beliebigen Strecken, die keinen Punkt gemein haben, gibt 


*) Eine wesentliche Beschrankung ist hierin nicht enthalten. Die Transfor- 
mation mittelst reziproker Radien kann eine gegebene Punktmenge in eine andere 
iiberfiihren, die im Endlichen liegt, und im Sinn der Analysis situs mit der ersten 
gleichwertig ist. 

**) Wie Herr Hilbert kiirzlich hervorgehoben hat, beruht der vorstehende 
Satz auf der axiomatischen Tatsache, daB eine unbegrenzte Gerade die Ebene in 
zwei durch sie getrennte Gebiete zerlegt; vgl. Grundlagen der Geometrie, S. 7. 





—_ 








rd 


2 


er 
eg 


kt 


ir 


ze 


bt 


re 
en 





—-. é 





Beitrige zur Theorie der Punktmengen. I. 199 


es ein Punktepaar, dessen Abstand ein Minimum ist. Ein solches Minimum 
existiert daher auch fiir je zwei nicht anstoBende Seiten des Polygons §. 
Ist 6 das kleinste von ihnen, so ziehe man im Abstand ¢ < 1,0 zu jeder 
Polygonseite eine aufere Parallele und schlage um jede konvexe Ecke 
von §% einen Kreis mit dem Radius ¢, so bilden diese Parallelen mit den 
innerhalb jedes Kreises liegenden Verbindungslinien ihrer Beriihrungs- 
punkte ein einfaches Polygon §,, das im AuBern von 8 verliuft. Analog 
kann man mittelst innerer Parallelen und der um die konkaven Ecken 
geschlagenen Kreise ein einfaches Polygon §, konstruieren, das im Innern 
von $$ verliuft. Beide Polygone haben die Eigenschaft, da® keiner ihrer 
Punkte von $§ um mehr als ¢ entfernt ist. 

Sind nun a, und a, zwei iiuBere Punkte, die mindestens den Ab- 
stand 7 von $ haben, so zeichne man ein Polygon %,, sodaB «<4 und 
é< 0 ist, und ziehe einen einfachen Streckenzug, der von a, nach a, 
fiihrt. Enthilt er keinen Punkt von §, so ist er von selbst ein aiuBerer 
Weg. Enthialt er dagegen einen Punkt von §, so kreuzt er notwendig 
auch $8,; ist a’ der erste und a” der letzte Kreuzungspunkt, so ersetze 
man das zwischen a’ und a” gelegene Wegstiick durch denjenigen Teil 
des Polygons $%,, der von a’ bis a” reicht. Der so modifizierte Strecken- 
zug ist dann ein auBerer Weg. Analog verfihrt man mit zwei inneren 
Punkten. Endlich kann man mittelst der Polygone $%, und $8, auch er- 
reichen, dafB ein von einem fiuBeren zu einem inneren Punkt fiihrender 
Weg das Polygon nur einmal und zwar an einer beliebig gegebenen 
Stelle trifft. 

Die im Satz I. enthaltenen Eigenschaften sind, soweit das Gebiet 
der Analysis situs in Frage kommt, fiir den Polygonbegriff grundlegend. 
Insbesondere flieBen aus ihm die bekannten Folgerungen iiber Teilung, 
Zusammensetzung und Kreuzung von Polygonen. Ihr Bestehen soll daher 
als charakteristisches Merkmal aller derjenigen Punktmengen angesehen 
werden, die ich als Verallgemeinerungen des Polygonbegriffs einfiihre. Es 
gelten dann auch fiir diese Punktmengen alle die ebengenannten Folge- 
rungen, deren alleinige Quelle der Satz I. ist. 

Die niichste Verallgemeinerung des Polygonbegriffs, die ich vornehme, 
besteht darin, daB die Seitenzahl unendlich groB wird. Um dies durch- 
zufiihren, leite ich zuvor einen Hiilfsatz iiber ebene Polygone ab (§ 2). 
Abgesehen von Satz I. und den eben genannten aus ihm flieBenden 
Folgerungen benutzt er noch die Tatsache, daB® bei jedem ein Polygon 
kreuzenden Streckenzuge die Kreuzungspunkte in Fintritts- und Austritts- 
punkte geschieden werden kénnen, und deren gegenseitige Beziehungen. — 
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§ 2. 
Beweis eines Hiilfsatzes iiber ehene Polygone. 


Sei q ein Quadrat mit dem Mittelpunkt O, und A, L, L’ Punkte auBer- 
halb q. Man zeichne (Fig. 1) zwei einfache Streckenziige 
{=AB---L wun {=AB’.--L’ 
und nehme innerhalb von q zwei Punkte M und M’ in der Weise an, daB 
{ und {’ mit MOM’ ein einfaches Polygon 


p=AB.--LMOM'L'.-.-BA 


bestimmen, von dem keine Ecke auf q fallt. Im iibrigen kann dieses 
Polygon das Quadrat beliebig oft kreuzen. Die Schnitt- 
punkte von LM und L’M’ mit q seien Y und YY’. 

Wir verbinden die Punkte A und O durch einen 
in Bezug auf p inneren Weg A---O. Dieser Weg 
kreuzt das Quadrat q entweder nur einmal, oder es 
gibt einen Punkt, in dem er q zum letzten Mal kreuzt. 
Sei K der Kreuzungspunkt und PP’ dasjenige not- 
wendig existierende Intervall von q, das K enthiilt, 
sodaB P auf dem Streckenzug [, P’ auf {’ liegt und PP’ keinen weiteren 
Punkt von p enthalt. Dadurch wird ein Polygon 

$=AB-.-- PP’... BA 

bestimmt, das, weil K, also auch die Punkte von PP’ innere Punkte 
von p sind, ein Teilpolygon von yp ist. Es gehért daher O, und damit 
auch der Streckenzug MOM’, zu den duferen Punkten des Polygons §. 
Da ferner der von A nach O fiihrende Weg bei K in q eintritt, so folgt, 
daB auch der Streckenzug { bei P in q eintritt, und ebenso [’ bei P’. 

Die Punkte Q und Q’ zerlegen q in zwei Teile. Einer von ihnen 
ist dadurch definiert, daB die inneren Punkte von PLP’ ihm nicht an- 
gehéren; wir bezeichnen ihn durch q’. Wird er von den Streckenziigen 
{ und 1’ nicht gekreuzt, so besteht er aus lauter duBeren Punkten von p. 
Dies ist unmittelbar klar, falls P und P’ mit Q und Q’ identisch sind. 
Ist aber P von Q verschieden, so folgt es daraus, daB der Streckenzug [ 
sowohl bei P, wie auch bei @ in das Quadrat q eintritt. Wird dagegen 
q’ von [ oder [’ gekreuzt, und ist R der erste Kreuzungspunkt von @Q 
aus, so folgert man zuniichst wieder, daB QR eine aiuBere Strecke fir p 
ist. Der bei R in q eintretende Streckenzug wird dann q in einem Punkt 
S verlassen, der notwendig auf q’ liegt; denn sonst miiBte er den Strecken- 
zug @MOM’Q’ kreuzen, was ausgeschlossen ist. Es sind dann entweder 
alle Punkte von SQ’ auBere Punkte von p, oder es gibt ein in S be- 
ginnendes Intervall S7' dieser Art, sodaB wieder 7’ ein Kreuzungspunkt 
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von p und q ist, und der bei 7 in q eintretende Streckenzug in einem 
Punkt U austritt, der auf q zwischen S und Q’ enthalten ist, usw. 

Nun sei 6 der kleinste Abstand der Streckenziige L---A--- LZ’ und 
MOM", so konstruiere man auf die in § 1 angegebene Weise mit «<<, 0 
das Polygon pg. Dieses mag die auf q’ gelegenen fiuBeren Strecken 
QR, ST,--- im Q, R,, 8,, 7,, U,, +--+ schneiden. Alsdann bestimmen 
die von FR, bis S,, von 7, bis U, «++ reichenden Streckenziige dieses 
Polygons p, nebst den Strecken QR,, S,7,,--- und dem Streckenzug 
QL..-A-:-I’Q’ ein einfaches Polygon 


Dem A:-- LOR, ---8%:--QL::-A, 


von dem klar ist, dab p ein Teilpolygon von ihm ist; denn der ganze 
Streckenzug QR, ---S,7,---Q’ besteht, von den Endpunkten abgesehen, 
aus iiuBeren Punkten von p. Es ist daher O ein innerer Punkt von 0. 

Da yp Teilpolygon von © ist und $ Teilpolygon von », so ist auch 
% Teilpolygon von O. Aus der Definition von % und © ist daher er- 
sichtlich, daB das Polygon R, das $ zu O ergiinzt, definiert ist durch 

R= P--- LER *+-ST,--- VU ++ PB, 
und da® auch fiir R der Punkt O ein innerer Punkt ist. 

Die vorstehenden Betrachtungen beruhen, insoweit das Polygon p 
in Betracht kommt, ausschlieBlich darauf, daB man mit zwei einfachen 
Streckenziigen 

ML.--A---U’'M wid MOM’ 
operiert, die einander nicht kreuzen und der Bedingung geniigen, dab 
A, L, L’ auBberhalb und MOM’ innerhalb von q liegen. Der Verlauf 
von MOM’ innerhalb von gq kommt jedoch fiir den Beweis nur insofern 
in Frage, daB dieser Streckenzug durch O gehen muB. 

Die erhaltenen Resultate kénnen daher auch als Higenschaften der 
Streckenziige 

AB---LM wid AB’.-.-UM 
angesehen werden. Um in diesem Fall das Intervall PP’ zu definieren, 
kann man folgendermafen verfahren. Man kann zuniichst zeigen, dab 
sich M mit M’ durch einen innerhalb q verlaufenden Streckenzug [, ver- 
binden léBt, der mit den beiden gegebenen Streckenziigen ein einfaches 
Polygon p bestimmt, und dann PP’, wie vorstehend mittelst p definieren. 
Oder aber man definiere, ohne [, zu zeichnen, PP’ als dasjenige Intervall 
von q, das mit den Streckenziigen A--- P und A--- P’ ein einfaches 
Polygon $8 bestimmt, das den Punkt A enthilt, und, falls es mehrere 
solche Polygone gibt, so ist 98 dasjenige, das alle andern als Teilpolygone 
enthilt. Mit PP’ ist dann wieder der Teil q’ von q bestimmt. Was 
ferner 0 betrifit, so beruht seine Bestimmung nur auf der Existenz 
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einer GréBe 6 und der Méglichkeit, von dem Polygon yp, die von R, bis 
S,, von 7, bis U,--+ reichenden Streckenziige zu konstruieren. 
Hiervon werden wir in § 3 Gebrauch zu machen haben. 


§ 3. 
Die Polygone mit unendlich vielen Seiten. 


Es handelt sich jetzt darum, den Polygonbegriff auf den Fall aus- 
zudehnen, daB die Zahl der Seiten iiber alle Grenzen wiichst. 


_ {A,} = A,, Ag, As,---, A,,-> 
eine Menge unendlich vieler Punkte, so soll die Gesamtheit der Strecken 
A, A,, A, A3,:+--, A,A,41,°** wiederum als Streckenzug bezeichnet werden. 

Er heibt einfach, falls nur je zwei aneinander grenzende 
A, Strecken einen gemeinsamen Punkt besitzen. Dieser Strecken- 
A, zag hat mindestens einen Grenzpunkt; er kann aber auch 
>>, umnendlich viele haben, die sogar eine beliebige Kurve aus- 
machen kénnen, und die wir zu dem Streckenzug hinzu- 
rechnen. 

Die nebenstehenden Beispiele sollen eine Vorstellung 
von der groBen Mannigfaltigkeit solcher Streckenziige geben. In Fig. 2 
bilden die Hiufungspunkte ein Stiick einer Geraden g, in Fig. 3 erfiillen 
sie den Umfang eines Quadrats; man kann diese Beispiele 


A; 


Fig. 2. 


























A A,| auch so modifizieren, da die Strecken mit wachsendem v 
a. T beliebig klein werden. 

Auch diese Streckenziige lassen sich so kombinieren, 

k: la, daB die von ihnen gebildete Figur, wie das einfache 

‘< 4,| Polygon, die Ebene in ein AuBeres und ein Inneres 

Fig. 3. teilt. Fiir den Streckenzug von Fig. 2 kann dies z. B. 


so geschehen, daB man ihn zuniichst an g spiegelt, und 
die so entstandene Figur noch einmal an der Geraden, die A mit dem 
aus ihm entstandenen Spiegelbild verbindet. Die so entstandene Punkt- 
menge soll jedoch nicht als Verallgemeinerung des Polygonbegriffes be- 
trachtet werden, da sie nicht den siimtlichen Eigenschaften von Satz I. 
geniigt. Es ist unméglich einen auf g enthaltenen Punkt p der Punkt- 
menge mit einem inneren oder fiuBeren Punkt durch einen Streckenzug 
zu verbinden, der auBer p nur innere oder fiubere Punkte enthiilt. 

Aus diesem Grunde beschriinken wir uns im Folgenden auf solche 
Streckenziige, die nur einen einzigen Grenzpunkt A,, besitzen; er ist dann 
auch Grenzpunkt der Punktmenge {A,}, Nur diese Streckenziige be- 
zeichnen wir von jetzt an als Wege, und falls sie sich nicht selber kreuzen, 
als einfache Wege. Bei einem einfachen Weg soll auch ausgeschlossen 
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sein, daB der Punkt A,, in eine Seite A,A,,, hineinfallt. Die Punkte <A, 
und A,, bilden den Anfangspunkt und den Endpunkt des Weges. Eine 
endliche Linge braucht jedoch ein solcher Weg nicht zu besitzen*). 

Zwei derartige einfache Wege, die von demselben Anfangspunkt zu 
demselben Endpunkt laufen, die einander nicht kreuzen und von denen 
jeder aus einer endlichen oder unendlichen Zahl von Strecken besteht, be- 
zeichne ich nunmehr allgemein als einfaches Polygon. Auf sie kann namlich 
der Satz I. vollinhaltlich iibertragen werden. Naturgemi8 kann dies nur 
so bewiesen’ werden, daf man stets mit Polygonen von endlicher Seitenzahl 
operiert; diese sollen, falls es zur Unterscheidung nétig ist, auch als ge- 
wohnliche Polygone bezeichnet werden. 

Seien also 

2=AA,A,-+-A, und VY = AA,’A,’--- A, 
zwei einfache Wege, die zusammen das einfache Polygon 
% = AA,---A,---A,'A 
bilden. Man lege (Fig.4) um A,, als Mittelpunkt ein Quadrat g,, das durch 
keine Ecke von §% hindurchgeht; iiberdies soll A auBerhalb von q, liegen. 
Die letzten Schnittpunkte von q, mit & 
und 2’ seien Q, und Q,’, und es falle Q, 
in die Seite A,A,,, und Q,’ in die Seite 
Ay Ao+1; ferner seien 
,=AA,--+ A, und [,’=AA,--- Af ' 
die von A nach A, und A, gehenden Teile 
von 2 und 2. Auf sie kénnen wir dann 4: 
die Betrachtungen von § 2 anwenden. Ge- 
maB § 2 bestimmen wir auf ihnen zwei 
auf q, liegende Punkte P, und P,’ und 
damit ein Polygon 
P, = P,- ++ AAA +++ Py, aie 
sodaB A,,1, Ag: und A,, zu den dueren Punkten von $8, gehéren. 
Wenn 0 den kleinsten Abstand der beiden Streckenziige 
Ay-++A+++ Aj und Agyi-++Aw+++ Abas 
bedeutet, so kann man, wie in § 2, zu denjenigen Teilen von [, und [,’, 
die innerhalb von q, liegen, mit ¢<‘/,0 die zugehérigen aiuBeren Strecken- 
ziige konstruieren, und erhalt somit wieder das einfache Polygon 
O,=A---A,Q,R,--+S,T,--+ QA A. 
Fiir dieses Polygon sind A,,1, Ag.1 und A,, innere Punkte. 
*) Die Punkte 
x=1/n, y=(—1)"-1/n m=1,2,38,---, 
durch Strecken verbunden, liefern einen solchen Weg. 
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Endlich ist wieder 


R, = P,--- A, QR, +++ 8,7, --- Ql + Py’ 
dasjenige Polygon, das $8, zu O, ergiinzt; es ist daher A, innerer Punkt 
auch von ¥i,. Aus der Definition von $8, und Q, ist iiberdies klar, dab 
beide den Streckenzug P,---A--- P,’ enthalten. 

Aus der Bestimmung von , und ©, folgt weiter, daB der Abstand 
des Punktes A, von $8, und 0, gréBer als 1,0 ist. Man kann daher 
um A,, als Mittelpunkt ein zu q, paralleles Quadrat g, so legen, dab q, 
innerhalb ©, und auferhalb §, liegt; es geniigt, die Seite von q, kleiner 
als 4,02 zu nehmen. Wir wihlen q, iiberdies so, daB A,,, und Aout 
zu seinen iiuBeren Punkten gehéren. Mit diesem Quadrat kann man 
ebenso operieren, wie mit gq, und gelangt dadurch zu den drei Polygonen 

P, = P,--- A, AA,’ +--+ Py’, 

OD, = A--- A, Qo Ry ++ ST, +++ QA, +++ A, 

R, = Py +--+ A, Qy My ++ Sy Ty +++ Qe’ A,’ ++ Py, 
wo w >A und 6 >@ ist und A,A,,,, resp. AgAj41 die letzte Strecke 
der Streckenziige L und 2’, die q, kreuzt. Diese drei Polygone besitzen 
zu A, und zueinander die namlichen Bezichungen, wie $,,0,, R,. Ins- 
besondere enthalten 8, und 0, beide den Streckenzug P,---A--- P,’. 
Ferner aber ist 3, Teilpolygon von 8, da $8, eine Strecke von q, ent- 
halt, und gq, auBerhalb von §, liegt; ebenso folgt, dab O, Teilpolygon 
von ©, ist. Was schlieBlich KR, betrifft, so zeigt man leicht, daB es 
innerhalb des Quadrates q, liegt. Von dem Streckenzug QR, --- Q,' ist 
es unmittelbar klar, denn er liegt gem#B seiner Definition (§ 2) entweder 
auf q, oder innerhalb q,. Da nun A, gemiB Festsetzung von dem Strecken- 
zug A,--- A--- A, mindestens den Abstand 0 besitzt, so kénnen die auf 
q, liegenden Punkte P, und P,' diesem Streckenzug nicht angehéren. Sie 
liegen daher auf A,--- A,---A,, und da A,A,,, und A,A,,, auBerhalb 
von q, liegen, auf A,,;---A,---Ag41. Dieser Streckenzug liegt aber nach 
Festsetzung innerhalb von q,, denn A, A,,, und A, A,,, sind die letzten 
Strecken von & und 2’, die q, schneiden. Daher liegt auch P,--- A, Q, 
und P,’--- A; Q,’ innerhalb von q,, also auch , selbst. 

In dieser Weise kann man fortfahren, indem man eine gegen A,, 
konvergierende Reihe von Quadraten 


G1» Ger %a9 °°» Ger 

benutzt. Man erhalt durch sie drei Reihen von Polygonen 
%, R., oe R,, sai 
a 

R,,; R,, resy R,, esy 
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sodaB je zwei Polygone $,, $,,, und O,, O,,, in der oben angegebenen 
Beziehung zueinander stehen und ft,,, innerhalb q, liegt. Aus der Kon- 
struktion dieser Polygone geht iiberdies hervor, daB fiir irgend einen von 
A,, verschiedenen Punkt p von $ stets ein kleinster Index 1 existiert, 
sodaB p den Polygonen $, und QO, als Polygonpunkt angehért. 

Mit Hiilfe dieser Polygone beweisen wir den folgenden Satz: 

Il. Ist $ ein einfaches Polygon mit unendlich vielen Seiten, haben 8, 
und 2, die oben angegebene Bedeutung, ist ferner 3 die Menge der Punkte, 
die fiir irgend ein 4 innere Punkte eines Polygons $,, also auch aller Poly- 
gone J,,, sind, und %X die Menge aller Punkte, die fiir irgend ein a 
diuBere Punkte eines Polygons Q, und damit auch aller Polygone O,,, 
sind, so geniigen diese Mengen der Gleichung 

EC=P+A+9 
und es gilt fiir sie der Satz I. des § 1. 

Aus der Definition der Polygone $,, 0,, R, folgt zuniichst, daB 
jeder Punkt, der nicht dem Polygon $ angehért, fiir jedes 4 entweder 
dem Innern oder dem Umfang von $$, und damit dem Jnnern von $,,,, 
oder dem Aufern resp. dem Umfang von ©,, also auch dem Aufern von 
Q.41, oder aber dem Jnnern von Rt, angehért. Punkte, die weder zu §,, 
noch zu 3, noch auch zu % gehéren, kénnen daher an sich nur solche 
sein, die fiir jedes 4 innere Punkte von ®, sind. Da aber ®t, innerhalb 
von q,_, liegt, so sind diese Punkte zugleich innere Punkte aller q,; 
es giebt aber nur einen solchen Punkt, namlich A,. Da nun A, au $ 
gehért, so ist damit die obige Gleichung erwiesen. 

Sind nun 7’ und 7” zwei Punkte von 3, so existiert ein erstes Poly- 
gon §,, dem beide als innere Punkte angehéren. Sie sind mithin durch 
einen Weg verbindbar, der innerhalb 8, liegt und daher zu J gehort. 
Sind a’ und a” Punkte von %, so gibt es ein erstes Polygon O,, auBer- 
halb dessen sie liegen; sie sind daher durch einen Weg verbindbar, der 
auBerhalb von ©, verliiuft, also zu M% gehért. Ist p ein von A,, ver- 
schiedener Punkt von $$, und # ein Punkt von 3, so gibt es ein erstes 
Polygon $,, sodaB 7 innerhalb und p auf $B, liegt, woraus die beziigliche 
Verbindbarkeit von p mit i folgt; ebenso folgt sie fiir p und einen Punkt 
von &. Ist endlich p mit A, identisch, und ¢ ein Punkt von 3, der 
innerer Punkt von $,, also auch aller J,,, ist, so betrachte man die 
auf den Quadraten q,, 4,41, °°*» 4,4, liegenden intervalle 


q , ’ , 
P.P., Peri Pes; rT Tae Poses Press, - 
und nehme auf ihnen je einen Punkt 


” ” 
Py, Preis Prise 
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an. Man kann dann é mit P,” durch einen Weg verbinden, der inner- 
halb $B, liegt, P,” mit Pr, durch einen Weg, der innerhalb $,,, und 
auferhalb $%, liegt, usw. Die Gesamtheit dieser Wege bildet dann einen 
inneren Weg, der nur A, als Grenzpunkt enthalt. Analog beweist 
man die Verbindbarkeit von A, mit einem Punkt von & durch einen 
diuBeren Weg. 

Der Satz Il. laBt sich auch auf solche Polygone ausdehnen, in die 
eine endliche Zahl von Streckenziigen mit je einem Grenzpunkt eingeht. 
Doch ist damit die Grenze der Verallgemeinerungsfikigkeit des Polygon- 
begriffes nicht erreicht. 

Es ist ersichtlich, daB die in § 1 erwihnten Siitze iiber Teilung, Zer- 
legung und Zusammensetzung von Polygonen auch fiir die hier be- 
trachteten Polygone in Kraft bleiben. 


§ 4. 
Einige allgemeine Eigenschaften der Punktmengen. 


Die Punktmengen, mit denen wir uns zuniichst beschiaftigen, sind 
abgeschlossen, soda® ihre Grenzpunkte ihnen zugehéren. Line solche 
Menge zerfillt nach einem von Herrn G. Cantor herriihrenden Satz*) 
in eine gewisse abzihlbare Menge isolierter Punkte, und eine perfekte 
Menge. Es geniigt daher, zuniichst perfekte Mengen in Betracht zu 
ziehen. Da eine perfekte Menge, die in einem Gebiet iiberall dicht ist, 
alle Punkte des Gebiets enthilt, so ist sie durch die Grenze des Gebiets 
hinlinglich charakterisiert; wir werden daher zuniichst nur mit nirgends 
dichten Mengen operieren. Fiir eine solche existiert kein auch noch so 
kleines Fliichenstiick, dessen siimtliche Punkte ihr zugehéren. Wir nehmen 
wieder an, daB die zu betrachtenden Mengen ganz im Endlichen ent- 
halten sind**). 

Fiir diese Mengen sind zuniichst einige allgemeine Begriffe und Eigen- 
schaften zu erértern. Ich beginne mit dem Abstandsbegriff. 

Fiir eine jede abgeschlossene Menge & lassen sich bekanntlich stetige 
Funktionen des Orts definieren; alle aus dem Stetigkeitsbegriff flieBenden 
Folgerungen gelten fiir sie in der gleichen Weise wie fiir das Kontinuum***), 
Insbesondere gilt auch der Satz, daB eine stetige Funktion des Orts, die 
eine obere oder untere Grenze besitzt, an mindestens einer Stelle der 


*) Math. Ann. 23, 8. 463 ff. 
**) Vgl. die Anmerkung auf S. 198. 
***) Vgl. meinen Bericht iiber Mengenlehre, Jahresber. d. deutsch. Math. Ver. 
Bd, 8, 2, S. 115 ff. 
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Menge Z ein Maximum resp. ein Minimum erreicht. Dies fithrt zu 
folgender Definition des Abstands eines beliebigen Punktes p der Ebene 
von der Menge &. Ist ¢ irgend ein Punkt von ZT, und o(p, ¢) der Ab- 
stand von p und t, so ist e(p,t) eine in & stetige Funktion, wie aus 
elementaren geometrischen Tatsachen folgt. Andrerseits gibt es fiir alle 
GréBen o(p,?) eine untere Grenze, also auch mindestens einen Punkt 
von &, fiir den sie angenommen wird. Den so bestimmten Minimums- 
wert von @ bezeichnen wir als Abstand o(p, Z) des Punktes p von &. 
Er ist selbst eine stetige Funktion von p, wie ebenfalls leicht gezeigt wird. 

In thnlicher Weise kann man den Abstand zweier abgeschlossener 
Mengen & und &’ definieren. Sind niimlich ¢ und ¢’ zwei ihrer Punkte, 
so ist o(t, t’) stetige Funktion von ¢ und ¢’; es gibt daher wieder ein 
Minimum aller Werte o(¢, ¢’), das wir durch 9(Z, TZ’) bezeichnen und als 
Abstand der Mengen & und ©’ definieren. 

Sei nun q ein Quadrat, in dem & enthalten ist, und €(q) die Menge 
aller Punkte, die dem Innern und dem Umfang von q angehéren. Setzt 
man dann 

Eq) = T+ Ma), 
so heiBt Dt(q) die Komplementiirmenge von & beziiglich q. Kiirzer be- 
zeichnen wir die Mengen €(q) und M(q) auch durch E und M, 
schreiben also 
E=T+ M; 
es kann dann € insbesondere auch die siimtlichen Punkte der Ebene 
bedeuten. 

Um einen Punkt m von Yt lege man jetzt ein Quadrat, dessen innere 
Punkte ebenfalls zu Yt gehdren, und lasse es parallel mit sich so wachsen, 
daB m sein Mittelpunkt bleibt. Da o(m,Z) stetige Funktion von Tf ist, 
so gibt es unter diesen Quadraten ein gréBtes, und auf seinem Umfang 
liegt mindestens ein Punkt von &. Man lasse das Quadrat nun weiter 
wachsen, doch so, daB diejenigen Seiten, die Punkte von & enthalten, 
fest bleiben, und nur die andern sich weiter von m entfernen. Auf diese 
Weise werden schlieBlich simtliche Seiten fest, und es entsteht ein Recht- 
eck, dessen Inneres zu Yt gehért, wihrend auf jeder Seite mindestens ein 
Punkt von & liegt. Dieses Rechteck nenne ich den zu m gehdrigen punkt- 
freien Bereich. 

Dabei ist zu bemerken: 1) Fallt beim Wachstum des Quadrats ein 
Punkt von & in eine Ecke, so kénnen beide in der Ecke zusammen- 
stoBende Seiten fest werden (Fig. 5), es kann eine bestimmte Seite fest 
werden (Fig. 6), es kann aber auch das weitere Wachstum des Quadrats 
so erfolgen, daB eine beliebige der beiden Seiten fest wird (Fig. 7). Im 
letzten Fall wihle man eine von ihnen beliebig als festwerdend. Es liegt 
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dann freilich eine Unbestimmtheit in der Gestalt des Rechtecks vor, doch 
ist dies ohne Belang. 2) Da Z im Innern eines Quadrates q liegt, so 


= 
t t p+ 


t 











m m m 





























Fig. 5. Fig. 6. Fig. 7. 


kann eine Seite auch dadurch fest werden, daB sie mit einer Seite von q 
zusammenfallt*). 

Der so definierte Bereich hat gemiiB seiner Konstruktion die folgen- 
den Eigenschaften: 

1) Seine inneren Punkte gehéren zu Mt. 2) Auf seinem Umfang 
liegt eine zu Z gehdrige Teilmenge &,,, die aus einer endlichen oder un- 
endlichen Zahl von Punkten besteht, und sogar die Miichtigkeit des Kon- 
tinuums haben kann. 3) Hine Vergriferung durch Parallelverschiebung 
auch nur einer seiner Seiten laBt der Bereich nicht zu. 

Diese Bereiche habe ich bereits in meinem Bericht eingefiihrt**); sie 
bilden das Analogon zu den punktfreien Intervallen der linearen Mengen. 


§ 5. 
Der Begriff des Zusammenhangs. 


Der Zusammenhang ist sowohl fiir eine perfekte Menge ZT, wie auch 
fiir ihre Komplementiirmenge Xt zu definieren. Da es sich hier um 
Kigenschaften allgemeinster Art handelt, so nehme ich Z zuniichst als 
beliebige perfekte Menge an. 

Herr G. Cantor, der allen diesen Dingen zuerst methodisch gerecht 
geworden ist, benutzt fiir die Definition des Zusammenhangs den Abstands- 
begriff. Er definiert eine beliebige Punktmenge 7’ als zusammenhingend***), 
»wenn fiir je zwei Punkte ¢ und ¢’ derselben, bei vorgegebener beliebig 
kleiner Zahl ¢ immer eine endliche Zahl Punkte ¢,, ¢,,---¢, von 7 auf 
mehrfache Art vorhanden sind, sodaB die Entfernungen ¢t,, ¢,¢,, tt;,--- t,t’ 
simtlich kleiner sind, als «. Wenn nun auch der Abstand zweier Punkte 
fiir die hier vorliegenden Untersuchungen einen axiomatischen geometrischen 


*) Der an sich migliche Fall, daB eine Seite eines neuen Bereiches an eine 
Seite eines schon vorhandenen stéBt, ist hier ausgeschlossen; vgl. § 8. 
*) a. a. O. S. 81ff. 
***) Math. Ann. Bd. 21, S. 575. 
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Grundbegriff bildet, so scheint es mir doch zweckmiBig, rein mengen- 
theoretische Definitionen iiberall da zu bevorzugen, wo es miglich ist, 
besonders aber, wenn ihnen der Vorzug theoretischer Einfachheit zukommt. 
Kine solche Definition ist fiir eine perfekte Menge { méglich; ich definiere 
nimlich: 

Eine perfekte Menge & heipt zusammenhiingend, wenn sie nicht in Teil- 
mengen zerlegbar ist, deren jede perfekt ist. 

Diese Definition findet sich, wie ich nachtriglich bemerkte, bereits 
bei Herrn Jordan*); Herr Study, dem ich sie brieflich mitteilte, hat 
sich ihr angeschlossen**). Herr Jordan stellt jedoch die Definition nur 
auf, um aus ihr die Cantorsche Formulierung abzuleiten und dann mit 
dieser zu operieren. Demgegeniiber ist zu bemerken, daB die Definition 
nicht etwa nur formale Vorziige besitzt. Es geniige, auf folgendes hinzu- 
weisen. Der Zusammenhang ist eine fiir die gesamte Analysis situs wichtige 
und grundlegende Eigenschaft. Da man nun die Analysis situs als diejenige 
Wissenschaft auffassen kann, die sich bei den wmkehrbar eindeutigen und 
stetigen Abbildungen invariant verhdlt***), so muB auch der Zusammenhang 
der Gebilde bei solechen Abbildungen invariant bleiben. In der Tat kann 
aber diese Eigenschaft aus der obigen Definition auf das einfachste ge- 
folgert werden, was ich hier noch anfiihren méchte. 

Seien nimlich die beiden perfekten Mengen Z und fT, eineindeutig und 
stetig aufeinander abgebildet, und sei die Menge Z zusammenhiingend. 
Wiire nun die Menge &, nicht zusammenhiingend, so miiBte sie in zwei 
Teilmengen &,' und &,” zerfallen, die beide perfekt sind. Die ihnen bei 
der stetigen Abbildung entsprechenden Teilmengen & und &” von FT 
miiBten daher ebenfalls perfekt sein}), was jedoch, da & zusammen- 
hiingend ist, unméglich ist. 

Ich erwihne noch, daB die Invarianz des Zusammenhangs bei den 
stetigen aber nur einseitig eindeutigen Abbildungen nicht vorhanden ist. 
Es geniige, auf dasjenige Beispiel als Beleg hinzuweisen, das ich in meinem 
Bericht ausfiihrlich behandelt habe, und das die Peanosche Abbildung 
des Quadrats auf die Gerade betrifft}+). Einer das Quadrat durchziehen- 
den Strecke entspricht niimlich bei dieser Abbildung stets eine nirgends 
dichte auf der Geraden liegende Punktmenge, die als solche in beliebig 
viele abgeschlossene Punktmengen zerlegbar ist. 





*) Cours d’analyse, 2. Aufl. Bd. 1, S. 25. 
**) Geometrie der Dynamen, 8. 248. Als ich Herrn Study die beztigliche briefliche 
Mitteilung machte, war mir die Stelle des Jordanschen cours d’analyse, unbekannt. 
***) So verfahrt auch Herr Thomae, AbriB einer Theorie der Funktionen, S$. 5. 
+) Vgl. meinen Bericht iiber Mengenlehre, a. a. O. §. 117. 
+t) a. a. O. S. 121 ff. 
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Wir beschrinken uns nunmehr. auf zusammenhiingende Mengen &. 

Um den Zusammenhang fiir die Menge It zu definieren, die Komple- 
mentiirmenge einer zusammenhingenden Menge & ist, verfahre ich folgender- 
maBen. Sei m irgend ein Punkt von Mt, so gibt es jedenfalls andre 
Punkte von Yt, die sich mit m durch einen einfachen Weg verbinden 
lassen, der ganz zu Mt gehdrt; man sieht auch leicht, dab ein solcher 
Weg immer nur eine endliche Zahl von Strecken enthilt. Nun ist m 
entweder mit jedem andern Punkt von Mt durch einen solchen Weg 
verbindbar, oder nicht. Im ersten Fall folgt, daB man auch je zwei 
Punkte m’ und m” durch einen solchen Weg verbinden kann. Die beiden 
von m’ und m” nach m fiihrenden Wege stellen ihn nimlich unmittelbar 
dar, falls sie sich nicht kreuzen; kreuzen sie sich, so liefern ihn die 
Teilwege bis zum ersten Kreuzungspunkt. Wir definieren daher: 

Die Komplementiirmenge M einer zusammenhiingenden perfekten Menge T 
heiBt zusammenhingend, resp. zusammenhdngendes Gebiet, falls je zwei ihrer 
Punkte durch einen einfachen Weg verbindbar sind, der ihr ganz angehirt*). 

Ist die Menge 2% nicht zusammenhingend, so scheiden wir sie in 
zwei Teilmengen 2% und 3 und zwar auf folgende Weise. Zu % rechnen 
wir die Punkte auf dem Umfang des Quadrates q, in dem & enthalten ist, 
sowie alle diejenigen, die mit ihnen durch einen einfachen zu Yt gehérigen 
Weg verbindbar sind; alle andern rechnen wir zu 3. Zwei Punkte a’ 
und a” von % sind dann wieder durch einen zu % gehdrigen Weg ver- 
bindbar; die Menge & stellt daher ein zusammenhiingendes Gebiet dar. 
Dagegen ist kein Punkt von & mit einem Punkt von 3 durch einen zu 
M gehdrigen Weg verbindbar. Wir bezeichnen daher Y und J als getrennte 
Mengen, resp. als solche, die durch Z voneinander getrennt sind. 

Da &Z zusammenhiingend ist, so schlieBen zwei Wege, die von einem 
Punkt m zu einem Punkt m’ gehen, entweder alle Punkte von Z ein, 
oder keinen. Nun liefert das Quadrat q ein zu % gehériges Polygon, das 
& einschlieBt. Daraus folgt, daB zwei zu 3 gehérige Wege, die von 7 
zu 7’ laufen, niemals einen Punkt von & einschlieBen. Denn sonst lige 
& ganz in dem von ihnen gebildeten Polygon p und es wiirden alle 
zwischen q und »p liegenden Punkte zu %& gehdren, also auch p, resp. 7 
und i’ selbst. Wir bezeichnen daher XU als Auperes, 3 als Inneres be- 
ziiglich Z. 

Ist die Menge 3 nicht zusammenhiingend, so zerfillt sie in zwei 
Mengen 3%, und %,’, sodaB 3, alle Punkte von 3 enthiilt, die mit einem 
beliebig fixierten Punkt 7, verbindbar sind, und 3,’ die iibrigen. Es sind 

*) Diese Definition ist mit der Cantorschen inhaltlich iibereinstimmend. Doch 


diirfte es sich empfehlen, die Definitionen fiir die Mengen ET und Mt zu sondern. 
Vgl. auch Study, a. a. O. 
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daher 3, und 3,’ getrennte Mengen. Mit 3,’ kann man ihnlich verfahren, 
und gelangt so zu dem Resultat, daB J in eine Reihe getrennter Teil- 


mengen 

ye Sn Se 
zerfallen kann, deren jede ein zusammenhingendes Gebiet ist. Die Indizes 
v kénnen bis zu transfiniten Ordnungszahlen aufsteigen; die Gebiete lassen 
sich aber auch so ordnen, da nur endliche Indizes auftreten, z. B. so, 
daB man in jedem 3, den Punkt m, beliebig annimmt, und die Gebiete 
nach der GréBe des Abstandes e(m,,Z) ordnet. Es folgt schlieBlich: 

Ill. Die Komplementiirmenge einer zusammenhingenden Menge & bildet 
entweder ein zusammenhdngendes Gebiet, oder sie zerfillt in zwei getrennte 
Mengen X% und 3, sodaB es in 3 kein Polygon gibt, das ZX einschlieBt, 
wiihrend in XU solche Polygone existieren. Die Menge % ist stets zusam- 
menhiingend, die Menge 3 bildet entweder ein zusammenhiingendes Gebiet, 
oder sie zerfillt in eine endliche oder abzihlbare Menge getrennter Gebiete 
a; & a. 

€E=T+A+ S¥,. 

Ist im besonderen Z wieder eine nirgends dichte Menge, so stellt 
ein in beliebig viele Teile zerlegtes einfaches Polygon den einfachsten 
Typus solcher Mengen dar. Es war aber notwendig, die Natur dieser 
Mengen aus den zu Grunde gelegten Definitionen in allgemeinster Weise 
abzuleiten. 

Die einfachsten zusammenhiingenden Mengen & sind diejenigen, deren 
Komplementiirmenge in zwei getrennte Gebiete zerfillt, oder selbst zusam- 
menhiingend ist. Auf sie lassen sich die tibrigen Mengen Z zuriickfiihren. 
Mit ihnen werden wir uns daher zunichst ausschlieBlich beschiftigen. 


§ 6. 
Die zu einem zusammenhingenden Gebiet gehorige Gebietsteilung. 


Sei also & eine nirgends dichte, zusammenhiingende Menge, deren 
Komplementirmenge nur aus einem oder héchstens zwei Gebieten besteht. 
Irgend eines von ihnen bezeichnen wir jetzt durch Mt. Zu jedem Punkt 
m gehért ein punktfreier Bereich (§ 4). Diese Bereiche stehen zu der 
Menge & in einer einfachen Beziehung. Wie ich in meinem Bericht ge- 
zeigt habe*), la8t sich niimlich das Gebiet 2% mit einer abzahlbaren 
Menge solcher Bereiche so bedecken, daB die auf dem Umfang der 
Bereiche enthaltenen Punkte von I nebst deren Grenzpunkten die gesamte 
Menge & konstituieren. Die Menge Z steht also zu diesen Bereichen genau 


*) a. a. 0. S. 81ff. 


14* 
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in derselben Beziehung, wie die lineare nirgends dichte Menge zu ihren 
punktfreien Intervallen. 

Wihrend es sich in meinem Bericht nur darum handelte, den Evxistenz- 
beweis fiir diese Tatsachen zu fiihren, wollen wir hier eine spezielle Kon- 
struktion der Bereiche ausfiihren, die fiir die vorliegenden Aufgaben 
zweckmaBig ist. Um die Begriffe zu fixieren, denken wir uns in der 
Ebene eine a- und eine y-Achse beliebig angenommen und lassen die 
Seiten der Bereiche diesen Achsen parallel laufen. Um ferner die Be- 
trachtung méglichst einfach zu gestalten, mége der Menge & ein Stick 

einer Geraden nicht angehdren; ferner soll die 














2 . = zu & gehérige Menge Pt in zwei Mengen A und 

5, F (“* © zerfallen, und man ziehe zuniichst die Menge 3 
-” in Betracht. 

ia Sei m irgend einer ihrer Punkte und S der 

“tL om s,  zugehdrige punktfreie Bereich. Auf dem Um- 

Vig. &. fang von S liegt dann (Fig. 8) eine endliche oder 


unendliche Menge von punktfreien Intervallen s’, 
deren innere Punkte zu Yt gehéren, wiihrend ihre Endpunkte und deren 
Grenzpunkte eine Teilmenge von Z konstituieren. Ein solches Intervall s’ 
kann tibrigens auf zwei verschiedenen Seiten von S enthalten sein; dies 
wird immer und nur dann der Fall sein, wenn ein Eckpunkt von S zu 
M gehort. 

Die so bestimmte Intervallmenge denken wir uns der GréBe nach 
geordnet, und bezeichnen sie durch 
(1) Si = (8, } = 81, 83, 8g °° + 8,07 + 

Man fixiere nun eine positive Umlaufsrichtung fiir den Umfang von 
S, die wir im folgenden festhalten, und bestimme eine Reihe gegen Null 
abnehmender Zahlen 

& > & >& >-+::>8,>---. 
Die Intervalle s; ><, teilen den Umfang von S in eine endliche Zahl 
konsekutiver Teile. Dazu gehéren sie selbst, sowie die etwa zwischen je 
zweien von ihnen enthaltenen ‘Teilintervalle. 

’ Diese alle denken wir uns in positiver Reihen- 
folge durchlaufen, und bezeichnen sie, von irgend 
einem beginnend, durch 
(2) S, = (5, %,---s,}, 
sodaB in diese Menge jedenfalls alle Intervalle 
s; >, eingehen. 

Fiir jedes zu S’ und S, gehérige Intervall s, 
benutzen wir (Fig. 9) nun seinen Mittelpunkt als Konstruktionspunkt m, 














Fig. 9. 
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fiir einen neuen punktfreien Bereich S;,; es bleibt dann fiir S, von vorn- 
herein die Seite fest, auf der m, liegt. Gehért dem Intervall s, eine Ecke 
von S an, so kann der Bereich S; mit einer oder mit zwei Seiten an S 
angrenzen (Fig. 9). Den Bereich S bezeichnen wir jetzt noch als Polygon - 

Die Bereiche S; bilden mit S zusammen ein Polygon $f’, dessen 
Inneres zu Yt gehért, wihrend auf seinem Umfang eine Teilmenge &’ 
von & liegt, die auf $ eine Intervallmenge 


(3) SY = (8,"} = 81%, 89°42 Sy ++ 


bestimmt, die wieder der GréBe nach geordnet sein soll. Wir definieren 
nun auf 8’ eine zu ©, analoge Intervallmenge ©, und zwar folgendermaBen. 

GemaB der angegebenen Konstruktion wird ein Intervall s,, das 
einen Punkt m, enthilt, durch einen zu $8’ gehérigen Linienzug [, ersetzt, 
der durch Z’ in gewisse zu S” gehérige Intervalle zerfallt. Unter ihnen 
mégen solche enthalten sein, die nicht kleiner als « sind. Fiillen sie den 
Linienzug [,; nicht ganz aus, so zerfiallt er in sie und die etwa zwischen 


je zweien von ihnen resp. zwischen seinen Endpunkten liegenden Inter- 


valle. Alle diese, im positiven Sinn durchlaufen, bezeichnen wir durch 


Sity Stay °° * Siu 


dabei ist zu beachten, daB s,, und s,, mit s, ein Stiick gemein haben 
kénnen. Enthilt jedoch {, kein Intervall s;’>, so bezeichnen wir den 
ganzen Linienzug [; durch s,). 

Ist andrerseits s, ein solches Intervall von ©,, das nicht zu S’ gehért, 
und enthalt es kein Intervall s,” >, so bezeichnen wir s; nunmehr durch 
Sio, 80 daB s; =<, ist. Dasselbe soll geschehen, wenn s; ein einziges Intervall 


8; > & darstellt, sodaB also ¢, > s," >, ist. In jedem 














andern Fall zerfallt s; in mindestens ein resp. mehrere > 
Intervalle s,” > und in die etwa zwischen je zweien —— 
von ihnen resp. zwischen seinen Endpunkten liegenden s a 
Intervalle; alle diese, in positiver Reihenfolge durch- 
laufen, bezeichnen wir alsdann durch 

Fig. 10. 


Sit> Sian * * Siu: 
Auf diese Weise ist der ganze Umfang von in lauter Intervalle s,, 
zerlegt; sie konstituieren die Intervallmenge 
(4) S. = (S,}, 
in die jedenfalls alle Intervalle s/’ > eingehen. 

Ein Intervall s;, kann, wie Fig. 10 zeigt, auBer auf einer, zwei oder 
auch auf drei Seiten von $8 enthalten sein. 

Wir fahren nun in der Konstruktion der Bereiche fort. Fiir jedes 
Intervall s;,, das keine konkave Ecke von $§’ enthilt, benutzen wir seinen 
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Halbierungspunkt m,, als Konstruktionspunkt eines Bereiches S,,. Falls 
jedoch s,, eine konkave Ecke enthilt, so soll diese (Fig. 11) den Punkt m,, 
abgeben; dann bleiben fiir m;, von vornherein zwei Bereichseiten fest. 
Alle diese Bereiche S;, bilden mit 8’ zusammen ein Polygon $8”, dessen 
Inneres zu Yt gehért, wiihrend sein Umfang eine Teilmenge I” von FT 
enthalt, die auf $8” eine gewisse Menge punktfreier Intervalle 


(5) SP m8," 8s Beg By 
bestimmt. 

Wir definieren nun wieder eine auf 98” liegende Intervallmenge ©,. 
Jedes Intervall s,, von ©,, das zugleich zu S” gehért, wird durch unsre 
Konstruktion durch einen zu $8” gehérigen Linienzug [;, ersetzt. Liegt 
auf ihm kein Intervall s,”” > <,, so bezeichnen wir ihn durch s;,,; enthiilt 
jedoch [;, solche Intervalle, so bezeichnen wir sie, sowie die etwa zwischen 
je zweien von ihnen resp. zwischen den Endpunkten von [;, liegenden 
Teilintervalle, in positiver Reihenfolge durch 


Siztr Sina” ** Sizy- 
Ist dagegen s,, ein Intervall, das nicht zu 6” gehért, und enthilt es 
kein Intervall s;” ><, so bezeichnen wir es durch s;,5; ebenso, falls es 
ein einziges Intervall s;” >, darstellt; es ist also s;,—s,,,. In jedem 
andern Fall zerfallt s;, und enthilt mindestens ein Intervall s;” > «,; 
alsdann bezeichnen wir diese Intervalle und die etwa zwischen ihnen resp. 
den Endpunkten von s,, liegenden Teilintervalle durch 


Sixt» Sizer’ * * Sik: 


Auf diese Weise ist der ganze Umfang von $8” in lauter Intervalle s,,, 
zerfallt, die zusammen die Menge 





. Ce * (6) Ss = {Sia} 
ausmachen, die alle Intervalle s;/” > «, entlhiilt. 
{ Auch die Intervalle s;,, sind héchstens auf drei Seiten 
Mik 


von $8” enthalten. Dies beruht darauf, daB (Fig. 11) bei 
den Intervallen s;,, in die eine konkave Ecke fiallt, diese 
Ecke als Punkt m,, benutzt wird, und daB auf jedem Intervall s,,, das 
auf drei Seiten von $8’ liegt, eine solche Ecke vorhanden ist (Fig. 10). 
In dieser Weise fahren wir fort. Wir gelangen so zu den Bereichen 


(7) 8, 8;, Sixs Sia atts Sy, 

wo N eine Gruppe von v Indizes bedeutet, zu den Polygonen 

(8) $F, BF, BY BY. P+: 

deren Inneres stets zu Yt gehért, und zu den auf ihnen liegenden Inter- 
vallmengen 


Fig. 11. 
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(9) S, S", S”,.-- SG, Sern, 
resp. 
(10) G,, S,, S;,:°:S,, 6,41 


sodaB S,=({sy} alle Intervalle s) ><, enthilt und jedes sy hdchstens 
auf drei Seiten von $°~” liegen kann. 

Die so definierten Bereiche Sy bezeichne ich als eine zw Wt gehdrige 
einfache Gebietsteilung. 

Wir haben im Vorstehenden die Menge % als eine Menge 3 voraus- 
gesetzt. Ist sie eine Menge %, oder gehért zu Z nur eine einzige zusam- 
menhiingende Komplementirmenge Yt, so benutzen wir die Ecken des 
Quadrats q, in dem & liegt, als erste Punkte fiir die Konstruktion der 
Bereiche. Wir beginnen mit irgend einer Ecke, verfahren ebenso mit einer 
zweiten, die nicht bereits dem zur ersten konstruierten Bereich angehért, 
und eventuell noch mit der dritten und vierten. Wir erhalten dann ein 
erstes Polygon $8’, dessen Aueres zu M gehirt, wihrend auf seinem Um- 
fang eine Teilmenge Z’ liegt, und auch hier jedes punktfreie Intervall auf 
héchstens drei Seiten von $8’ enthalten ist. Mit diesem Polygon verfahren 
wir nun analog wie oben, und gelangen zu den gleichen Resultaten, wie 
fiir die Menge $, nur mit dem Unterschied, daB® hier das Aufere aller 
Polygone 8%) zu Mt gehért. 

Es eriibrigt noch die Frage, ob ein Bereich Sy an einen bereits vor- 
handenen Bereich Sy angrenzen kann. Ist dies der Fall, so kann der 
ihnen gemeinsame Punkt nicht zu Mt gehdren. Denn giibe es einen 
solchen Punkt m, und faBt man ihn zunichst als Punkt von Sy auf, so 
kénnte man einen zu It gehdrigen Weg legen, der von m, tiber m,, m;,,--- 
nach my und zuletzt nach m fiihrte, und ebenso einen Weg von mz, iiber 
my nach m. Diese beiden Wege bilden dann ein Polygon p, das zu Mt 
gehért, und es wiirden Punkte von Z sowohl auBerhalb wie innerhalb 
von p liegen, was ausgeschlossen ist. 

Es kénnen daher Sy, und Sy nur Punkte von Z gemein haben. Dies 
ist aber auch méglich. Da & nach Annahme kein Stiick einer Geraden 
enthalten sollte, so folgt weiter, daB nur ein Eckpunkt von Sy mit einem 
Eckpunkt von Sy zusammenfallen kann. Dadurch wird aber die weitere 
Konstruktion der Bereiche nicht modifiziert; ebensowenig wird die ein- 
deutige Bestimmtheit der Polygone $8”) und der Mengen ©) resp. S, 
dadurch geiindert. 

Ich bemerke noch, daB, wenn Sy und Sy den Punkt ¢ gemein haben, 
die beiden von m, nach ¢ durch Sy resp. Sy fiihrenden Wege ein Polygon 
p bilden, sodaB sowohl sein AuBeres wie sein Inneres Punkte von & enthiilt. 
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o%. 
Die einfache geschlossene Kurve. 


Der allgemeine Kurvenbegriff der Analysis hat im Lauf der. Zeit 
einen auBerordentlich ausgedehnten Inhalt angenommen. Ihn durch eine 
iiquivalente mengentheoretische Definition zu erschipfen, ist ausgeschlossen. 
Es geniige, auf zwei Beispiele hinzuweisen. Der Peanoschen Kurve, bei der 
x und y eindeutige und stetige Funktionen einer Variablen sind, gehéren 
alle Punkte eines Quadrates an. Bei der mengentheoretischen Definition 
kann aber die Punktmenge immer nur als Ganzes in Betracht kommen; 
andrerseits gehért es zu den elementarsten Erfordernissen der Analysis 
situs, die Dimension als Invariante zu betrachten und zwischen Strecke 
und Fliche zu unterscheiden, sodaB hier ein prinzipieller Gegensatz zu 
Tage tritt. 

Ein zweites Beispiel ist das folgende. Wird eine Epicyhkloide so be- 
stimmt, daB die beiden Kreisradien in einem irrationalen Verhiiltnis stehen, 
so. besteht sie aus unendlich vielen einfachen Bégen, die einen Kreisring 
iiberall dicht erfiillen, ohne daB ihr jedoch jeder Punkt des Kreisringes 
zugehért. Hier sind also x und y in der Weise stetige und eindeutige 
Funktionen einer Variablen, daB die durch sie dargestellte Punktmenge 
nicht abgeschlossen ist, wihrend es doch ein grundlegendes Erfordernis der 
Geometrie ist, unter den Begriffen Kurve, Fliiche usw. abgeschlossene Mengen 
zu verstehen. 

Angesichts dieser Schwierigkeit halte ich es fiir zweckmibig, die 
Definitionen zuniichst so eng wie méglich zu fassen und von solchen 
Punktmengen auszugehen, die Vertreter der einfachsten Kurventypen sind. 
Dabei lasse ich mich von einer doppelten Uberlegung leiten. Wie bereits 
oben bemerkt wurde (§ 5), diirfte es im Sinn der Analysis situs liegen, 
die Bezeichnungen so zu wihlen, daB sie bei eineindeutigen und stetigen 
Abbildungen invariant bleiben, genau wie die Dimension und der Zusam- 
menhang. Zweitens aber sollen sie den natiirlichen Verallgemeinerungen 
der einfachsten Figuren entsprechen, zumal derjenigen, die sich mit Strecken- 
ziigen bilden lassén, d. h. des einfachen Polygons. 

Eine der wichtigsten geometrischen Eigenschaften der einfachen ge- 
schlossenen Kurve ist die, daB sie, genau wie das Polygon, eine einfache 
Gebietsgrenze ist, also die Ebene in zwei durch sie getrennte Punktmengen 
teilt, in ein AuBeres M und ein Inneres S. Doch fallt, analog zu den 
Ausfiihrungen von § 3, nicht jede Punktmenge, die eine solche Teilung 
bewirkt, unter den einfacheu Kurvenbegriff. Man betrachte nur die im 
Beginn des § 3 erwihnten Beispiele, die sich auf Kurven iibertragen 
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lassen*). Die einfache Kurve erhalten wir dann erst, wenn wir fiir die 
Mengen & und 3 die dem einfachen Polygon zugehérigen und im Satz I 
enthaltenen Eigenschaften voraussetzen. Wir definieren also: 

Wenn eine perfekte Menge & die Ebene in zwei Teilmengen UX und § 
zerlegt, die den Bedingungen des Satzes I geniigen, so heiBt sie eine ge- 
schlossene einfache Kurve. 

Fiir eine geschlossene einfache Kurve © sind demnach die Mengen 
2% und 3 so definiert, daB je zwei innere, resp. je zwei aiufere Punkte 
durch einen. gew6hnlichen inneren resp. fiuBeren Weg verbindbar sind, 
und da8 auch jeder Kurvenpunkt ¢ mit jedem tiuBeren und jedem inneren 
Punkt durch einen Weg verbindbar ist, der von ¢ abgesehen, nur fiufere 
resp. innere Punkte enthilt. Ein iiuBerer und ein innerer Punkt kénnen 
daher so verbunden werden, daB der Verbindungsweg nur einen Kurven- 
punkt enthalt; einen muB er aber auch mindestens enthalten. 


§ 8. 
Allgemeine Eigenschaften der zu einer einfachen geschlossenen 
Kurve gehorigen Gebietsteilung. 


1) Ist Z eine einfache geschlossene Kurve, so fillt bei der zum Innern 
oder Auperen gehirigen Gebietsteilung niemals ein Punkt eines Bereiches Sy 
mit einem Punkt eines Bereiches Sy zusammen. 

Man betrachte zuniichst die zur Menge 3 gehdérigen Bereiche. Giibe 
es nun einen den Bereichen Sy, und Sy gemeinsamen Punkt, so kénnte 
man zu diesem Punkt, wie in § 6, von m aus einen Weg sowohl durch 
Sy, wie durch Sy hindurchlegen, und diese beiden Wege wiirden ein 
Polygon liefern, das in seinem Innern, wie in seinem AuBern Punkte 
von & enthilt**). Das steht aber damit in Widerspruch, daB bei den hier 
betrachteten Mengen jeder Punkt ¢ mit jedem innern und jedem itiuBern 
Punkt durch einen innern resp. fuBern Weg verbunden werden kann. 
Daraus folgt noch, daB die siimtlichen Polygone 8°) gewodhnliche Poly- 
gone sind. 

Das gleiche folgt fiir die Bereiche, die zur Gebietsteilung der Menge 
% gehéren. 

2) Sei s’ irgend ein punktfreies Intervall der Menge S’ = {s,’} (§ 6), 
und m irgend ein auf thm liegender Punkt von M, so gibt es einen angeb- 
baren Bereich Sy, dem m angehért. 





*) Ein einfaches Beispiel stellt auch ein in einem Rechteck enthaltenes end- 
liches Stiick der Kurve y= sin 1/a dar. 
**) Wie z. B. ein Kreis mit einem seiner Radien. 
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Sei niamlich m’ der Konstruktionspunkt von s’. Wenn dann (Fig. 12) 
der zu m’ gehérige Bereich S’ den Punkt m nicht enthilt, so endet er in 
einem zwischen m und m’ gelegenen Punkt m,, der eine konkave Ecke eines 

gewissen Polygons $ (§ 6) ist. Das Intervall, das 





S’ diesen Punkt m, enthilt, gehdrt einer gewissen Menge 
{ all | ©, an; es ist als solches durch sx zu bezeichnen, und 
mm, besitzt den Punkt m, als Konstruktionspunkt mx, 


wo K eine Gruppe von x Indizes bedeutet. Wenn 
dann der zugehérige Bereich Sx den Punkt m noch 
nicht enthalt, so endet er in einem zwischen mx und m gelegenen Punkt, 
der wieder ein Konstruktionspunkt m, eines Intervalles s, ist, usw. Ist 
nun d das Minimum aller Abstiinde e(mm’, Z) so hat jeder zu einem Punkt 
von mm’ konstruierte Bereich mindestens die Breite 6, wie aus der Defi- 
nition dieser Bereiche unmittelbar ersichtlich ist. Unsre Konstruktion 
kommt daher nach einer endlichen Zahl von Schritten zu Ende. Es gibt 
also auch einen Bereich Sy, der den Punkt m enthilt. 

Der vorstehende Satz gilt auch fiir jedes Intervall irgend einer Menge 
SM = {s}; also: 

3) Sei s™ irgend ein punktfreies Intervall einer Menge GS“) = {3s}, 
und m ein auf thm liegender Punkt von Mt, so gibt es einen angebbaren 
Bereich Sy, dem m angehort. 

Der Beweis wird ebenso gefiihrt, wie der Beweis von Satz 1). 

4) Sei x irgend ein rechteckiger Bereich, dessen Inneres zu MN gehért, 
so kann es nicht unendlich viele aneinandergrenzende Bereiche Sy geben, die 
das Rechteck + durchsetzen. 

Angenommen, es gabe unendlich viele solche 
Bereiche, sei Sx einer von ihnen, und s, dasjenige 
auf ihm enthaltene punktfreie Intervall, das: r 
durchdringt. Wir wihlen die zu s, senkrechte 
Mittellinie von r als y-Achse eines rechtwinkligen 
Koordinatensystems und legen die x-Achse so, daf 
die im folgenden zu betrachtenden Bereiche posi- 
tive Ordinaten besitzen (Fig. 13). Die Breite des Rechtecks r sei 2d. 
Ferner sei h,, die Gerade, gegen die sich die Bereiche Sy verdichten, und 
es seien 


Fig. 12. 


y 





Fig. 13. 


y=%, und y=e; y,<e 


die Gleichungen der Geraden h, und der oberen Grundlinie / von r. 
Seien nun g’ und g” zwei durch die Gleichungen 


u=d—s, x=—d+e, 0<e<d 


_ gegebene Geraden. Wenn dann der Konstruktionspunkt m, des Intervalls s; 
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zwischen g’ und g” liegt, so ist die Héhe h, des zugehérigen Bereiches S, 
im allgemeinen mindestens gleich «. Nur in dem Fall, daB der Abstand 
des Bereiches S, von der Geraden / kleiner als ¢ ist, kann auch hy <é 
sein; es wiirde aber dann der Bereich S; bis an / heranreichen. Da aber 
die Héhen der Bereiche gegen Null konvergieren, wenn es unendlich viele 
solehe Bereiche gibt, so folgt, da8 der Konstruktionspunkt m, nur fiir 
eine endliche Zahl von Bereichen zwischen g’ und g” fallt. Da «¢ beliebig 
ist, so gilt dies auch fiir das Innere von r selbst. 

Sei nun der Bereich Sx so gewahlt, da® fiir ihn und alle folgenden 
Bereiche dies nicht mehr der Fall ist; wir nehmen an, der Punkt m, habe 
eine positive Abscisse. Der zuge- 
hérige Bereich S, kann dann an 1y 
sich noch auBerhalb r liegen; gemiB 
Satz 4) gibt es aber einen angeb- 
baren Bereich, der in r eindringt | 2’ “mn” 
und daher auch r durchdringt; wie m ed 
aus den in § 4 angegebenen Higen- 
schaften dieser Bereiche hervorgeht, dyad r 
kann er nicht innerhalb r endigen. 
Dieser Bereich (Fig. 14) sei S’; sei 
m’ der Konstruktionspunkt, zu dem er gehért, &’ dessen Abscisse, und h’ 
die Héhe von S’. GemiiB seiner Definition enthilt dieser Bereich auf der- 
jenigen Seite, die r durchdringt, im Intervall 

gh. BP +h’ + hg*) 
mindestens einen Punkt ¢’ von &’; ist & seine Abscisse, so ist also 
(1) ESE +N + Ix. 

Mit demjenigen Intervall dieses Bereiches, das r durchdringt, ver- 
fahren wir nun ebenso. Wenn der zu seinem Konstruktionspunkt gehérige 
Bereich noch auferhalb r liegt, so gibt es einen angebbaren Bereich S”, 
der r durchdringt. Der Konstruktionspunkt m” dieses Bereiches kann 
dann ebenfalls eine positive Abscisse &” haben; ist dies der Fall, so ist 
m” Mitte eines Intervalls, dessen linker Endpunkt links von r liegt, es 
ist also, wie man leicht findet, 


» _—4 _€+8 +h,—4 
(2) g < — s 5) “ 7 

Ferner enthilt S” auf der Gegenseite von m” wieder einen Punkt ¢”, so 
daB diesmal 


3) bi" <b" +0" 


























Fig. 14. 








*) Der Summand h, entspricht der Méglichkeit, daB m’ auch auf derjenigen 
freien Seite von S, liegen kann, die zur y-Achse parallel ist, und deren Linge h, ist. 
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ist. Hat auch der Konstruktionspunkt m”’ des niachsten Bereiches S’”, 
der r durchsetzt, eine positive Abscisse §’”, so folgt ebenso 





“nr g ” “7 “nr “nr 
(4) E Ca, é, <& +h ; 
und falls sich dies g-mal wiederholt, sodaB auch &¢+ > 0 ist, so ist 
=e hy n® a d d 
wait: "Ss 24°F 


Diese Ungleichung zeigt, daB &@) nicht bestiindig positiv sein kann; man 
kann ja Sx so wihlen, dab sogar 

he th’ +h’ +---+h@ 
beliebig klein wird. 

Der Konstruktionspunkt m®) tritt daher fiir ein gewisses @ auf die 
linke Seite der y-Achse; er kann aber auch nicht immer links bleiben, 
er tritt alsdann wieder nach rechts und dies 
KG) SI, Sr wiederholt sich unaufhirlich. 

















| a 7 . a . . . 

| ld od att “+f Wir projizieren jetzt (Fig. 15) die Punkte 

1} | E LiF me m’,m”,---m®,--- auf die #-Achse. Die Pro- 
 Sier 2. 9 % jektionspunkte &’, &’,---&,--- besitzen links 


und rechts von der y-Achse je einen Grenz- 
punkt, dessen Abscisse & und &, absolut ge- 
nommen, ein Minimum ist. Diese Punkte liegen nicht innerhalb der 
beiden Geraden g’ und g”, und da « beliebig war, so folgt 


E|>d und [&|>d. 


Man nehme nun 0@ beliebig an und ziehe die Geraden g; und g,”, 
deren Gleichungen 


Fig. 15. 


e=&+0, «=—§,—0 
sind, und die Geraden g,’ und g,.” mit den Gleichungen 

er=§.—d, er=—§.4+0. 
GemaB der Definition von &. und & kann man, welches auch 0 sei, einen 
Index @ so bestimmen, daB fiir ¢ >o kein Punkt m zwischen g, und 
g, fallt, und zugleich je unendlich viele Punkte zwischen g, und g,” und 
zwischen g,’ und g,” liegen. Man kann aber den Index @ noch der weiteren 
Bedingung unterwerfen, daB fiir jedes 6 >@ die Abscissen & und &(¢+» 
verschiedenes Zeichen besitzen. Sei z. B. &¢) > 0, sei wieder S) der zu 
m®) gehdrige Bereich, h® seine Hohe, und mége der rechte Endpunkt ¢, , , 
des Intervalles s¢@+" von S‘), das den Punkt m¢+” enthilt, die Abscisse 
—,,, besitzen. Wenn nun auch &¢+ > 0 sein soll, so muB jedenfalls 


S041 — , —0)>§&, —d+d 
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sein, wie leicht ersichtlich. Nun ist aber &,,< &, und daher gemif 
Gleichung (1) 

E41 SEO TWO +R <E d+ LO + 12, 
wo h® die Héhe des Bereiches ist, auf dem der Punkt m®) liegt. Die 
obige Ungleichung fiihrt daher auf 
(6) h® +hO>E +d — 30, 
was fiir hinreichend groBes 4 resp. @ niemals der Fall ist. Man kann 
daher @ in der angegebenen Weise bestimmen. 

Da nun die Bereiche S®@ und S@+” beide das Rechteck r durch- 
dringen und da m+» Halbierungspunkt des in ¢,,, endigenden Intervalles 
s@+ ist, so folgt weiter, daB der Bereich S® mindestens um das Stiick 

d, = 5.41 — § — 36 
iiber g,’ nach links hinausragen wird. Da aber das Rechteck r zu M 
gehirt, so muB, &,, 2d sein, also ist 
(7) d, >d— §, — 30. 
Solcher Bereiche gibt es daher unendlichviele, und ebenso gibt es unend- 
lichviele, die nach rechts um 
(8) d,=d+&,—30 
hinausragen. 

Man unterwerfe g endlich noch der weiteren Bedingung, daB fiir 
6>o nicht allein die Punkte m zwischen g,; und g,’ resp. zwischen 
g, und g,” fallen, sondern auch die durch ; 
sie bestimmten Punkte ¢, was gemiiB Glei- en 12 he, 
chung (3) immer méglich ist. 

Seien nun (Fig. 16) S und S® zwei 
Bereiche, die die gleiche Lage haben, wie 
der eben bestimmte Bereich S), sodaB also ‘ | 
m?°*+) und m+ und zugleich ¢°*+” und — 
t+) zwischen g, und g,’ liegen, wihrend S® und S® iiber g/ min- 
destens um 4d, hinausragen. Wiahlt man nun auf der y-Achse zwei 
Punkte 4, und y, innerhalb S und S® und wihlt & so, dab 
ist, so bestimmen die Geraden 


a=0, ©=§, Y=%, Y= % 
ein Rechteck, das den Punkt ¢+" von © im Innern enthilt. Es muBb 
also auch sein Umfang mindestens einen Punkt von & enthalten, und der 
kann gemiéB der Bestimmung des Rechtecks nur auf der Geraden 2 = & 
liegen. Da es nun unendlichviele solche Bereiche S und S gibt, so 
miissen sich diese Punkte gegen die Gerade h,, hiiufen, also muB der 
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Schnitt von x= € mit h, zu Z gehdren, und zwar fiir jedes gemaiB (9) 
bestimmte &. 

Diese Folgerung enthialt aber einen Widerspruch. Verbindet man 
nimlich zwei dieser Punkte, p, und p,, mit einem inneren Punkt m durch 
je einen inneren Weg, so stellen diese beiden Wege im Verein mit der 
Strecke p, p, ein Polygon p dar, auf das der Satz I resp. II zutrifft. 
Innerhalb dieses Polygons liegen nun aber Punkte von Z. Denn ist p 
ein Punkt zwischen p, und p,, so liegen auf der durch ihn parallel zur 
y-Achse laufenden Geraden Punkte von Z in beliebiger Nahe an p. Diese 
Punkte kénnten aber von einem zur Menge % gehérigen duferen Punkt 
nicht durch einen fiuBeren Weg erreicht werden, da jeder solche Weg das 
Polygon kreuzen, und demnach Punkte von 3 oder Z enthalten miiBte. 
Damit ist der Satz 4) bewiesen. 

5) Je zwei dupere oder je zwei innere Punkte lassen sich durch Wege 
verbinden, die nur eine endliche Zahl von Bereichen der Gebietsteilung durch- 
setzen. 

Es geniigt den Beweis fiir solehe Wege zu fiihren, die einen beliebigen 
Punkt m mit dem Ausgangspunkt m, der Gebietsteilung verbinden. 

Sei { ein von m, zu einem Punkt m fiihrender einfacher innerer resp. 
iuBerer Weg und 2% das Minimum aller Abstiinde o({, 2), wo #> 0 
ist. Wir ersetzen jede Strecke 7 von { durch einen Streckenzug, dessen 
Seiten den Achsen parallel laufen, und dessen Punkte von / héchstens 
den Abstand # besitzen. Der so konstruierte Streckenzug ist ebenfalls ein 
innerer resp. iuBerer Weg [' mit endlicher Streckenzahl. Dieser Weg wird 
den Bereich S, in einem Intervall s,’ kreuzen; es gibt dann eine bestimmte 
Strecke J,’ von {’, die den Kreuzungspunkt m,’ enthiilt, und ganz oder 
teilweise auBerhalb von S, liegt. Das Intervall s,’ gehért ‘einer gewissen 
Menge GS an ($ 6); gemiB Satz 3) existiert daher ein wohldefinierter 
Bereich ‘Sy, dem m,’ angehért, und in dem daher die Seite J,’ ganz oder 
teilweise enthalten ist. 

Nur der Fall bedarf der weiteren Erérterung, daB der Kreuzungs- 
punkt m” von { mit Sy ebenfalls noch auf /,’ enthalten ist. Er fiallt 
dann in ein punktfreies Intervall s® einer gewissen Menge 6, und gemaB 
Satz 3) gibt es einen Bereich Sp’, dem der Kreuzungspunkt m” angehdrt, 
und in den daher die Strecke /,' eintritt. Fallt nun auch der Kreuzungs- 
punkt von [’ mit Sp’ in die Strecke J,’, so kann dies doch nicht unend- 
lich oft geschehen. Dies folgt unmittelbar aus Satz 4). Zieht man niim- 
lich zu 1,’ zwei Parallelen, die von /,’ héchstens den Abstand '/,@ haben, 
so bestimmen sie einen Bereich r, der J,’ einschlieBt und ganz zu M 
gehért, und auf den daher Satz 4) anwendbar ist. 

Die Strecke 7,’ kann daher nur eine endliche Zahl von Bereichen 
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durchdringen .Da andrerseits gema® Satz 3) die Konstruktion neuer Be- 
reiche niemals abbrechen kann, so folgt nunmehr, da8 man durch eine 
endliche Zahl yon Schritten zu einem letzten wohlbestimmten Bereich der 
Gebietsteilung kommt, der den Endpunkt m im Innern oder auf dem 
Umfang enthiilt, womit der Satz bewiesen ist. 

Durch die vorstehenden Sitze ist die Besonderheit der einfachen ge- 
schlossenen Kurve, resp. der zugehérigen Gebietsteilung vollstiindig charakte- 
risiert. Sie geniigen jedenfalls zur Ableitung der weiteren Folgerungen. 
Ehe ich hierzu iibergehe, bemerke ich noch folgendes. 

Ist die Menge Z keine einfache geschlossene Kurve, so kann, wie der 
Beweis von Satz 4) zeigt, die Notwendigkeit entstehen, die Konstruktion der 
Bereiche bis zu transfiniten Indizes fortzusetzen. Falls nimlich die Gerade 
h,, das Rechteck r kreuzt, werden sich die Bereiche, die den endlichen 
Indizes entsprechen, nur bis h,, erstrecken; man hat dann mit dem auf 
h,, liegenden punktfreien Intervall s,, die Bereichkonstruktion von neuem 
zu beginnen*), Es gilt daher fiir eine solche Kurve auch nicht der Satz 5). 

Bei einer einfachen geschlossenen Kurve bleibt man jedoch mit allen 
Konstruktionen im Endlichen. Diese fiir die folgenden Schliisse wichtige 
Tatsache zeigt die ZweckmiBigkeit der hier gewiihlten Gebietsteilung. Sie 
versteht sich jedoch nicht von selbst und bedurfte eines ausfiihrlichen Be- 
weises, und dies um so mehr, als sie sich als die wesentliche Quelle der 
weiteren Resultate erweisen wird. 


§ 9. 
Eine Figenschaft der Bereiche Sy bei unbegrenzt wachsendem 1. 


Ich leite nunmehr einige Eigenschaften der Gebietsteilung ab, die 
sich auf die Bereiche Sy bei unbegrenzt wachsendem » beziehen. 

Ist die Menge & keine einfache geschlossene Kurve, so kann es un- 
endlich viele Bereiche Sy geben, die ein punktfreies Intervall’ von gegebener 
Linge enthalten. Ein einfaches Beispiel einer solchen Menge bildet z. B. 
die Kurve y = sin ~ **). Fiir eine einfache geschlossene Kurve trifft dies 
jedoch nicht zu. Vielmehr besteht der Satz: 

6) Bei einer einfachen geschlossenen Kurve haben die Bereiche Sy der 
Gebietsteilung die Eigenschaft, daB mit wachsendem v die Liinge der auf 
thnen liegenden punktfreien Intervalle unter jede Grenze sinkt. 

Der Beweis dieses Satzes ist etwas umstindlich, weil es sich niamlich 


*) Es ist nicht schwierig, sich derartige Kurven herzustellen; das in § 3 aus 
Fig. 2 abgeleitete Polygon stellt bereits eine derartige Kurve dar. 


**) Auch das in §2 erwiihnte aus Figur 2 abgeleitete Polygon bildet bereits ein 
Beispiel einer solchen Menge. 
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wieder darum handelt, diejenigen Punktmengen auszuscheiden, fiir die 
der Satz nicht zutrifft. Wir beweisen ihn wie folgt: 
Trife der Satz nicht zu, so giibe es fiir unendlich viele Indizes 

1, M,°°° ¥ 

mindestens je einen Bereich 
Sx) Sm, +++ Sy oo 

der ein punktfreies Intervall enthielte, das gréBer als 2d ist. Dabei 
geniigt es, Intervalle, die aus zwei oder drei Strecken bestehen, nur dann 
hierher zu rechnen, wenn mindestens eine 


i ** 























4 d, x Att. w 4, dieser Strecken gréBer als 2d ist. Ich 
hes ri eae 5 rm -—4,, bezeichne diese Strecken jetzt durch Ty 
Es gibt dann auch unendlichviele dieser 

Strecken, die der 2-Achse oder der y-Achse 

parallel laufen; es sei die #-Achse. 
~~ = oa Wir projizieren wieder (Fig. 17) die 
reo Mittelpunkte w, der Strecken r, in die 
Fig. 17. 


Punkte g, der «-Achse. Diese Punkte 
haben mindestens eine Hiiufungsstelle &,; durch sie legen wir parallel zur 
y-Achse die Gerade g,. Man bestimme nun wieder zwei Geraden g, und 
g, durch die Gleichungen 


e= Fi —e, e=E +e 
und projiziere die zwischen ihnen liegenden Punkte uw, auf die y-Achse, 
so haben auch diese Projektionspunkte mindestens eine Grenzstelle 7,,, und 
es gibt unter ihnen unendlichviele Punkte 
A i ee 
die sich in der vorstehenden Reihenfolge von derselben Seite her gegen 
yn, Verdichten. Seien 
w, wu’, coe au, we 
die zugehérigen Halbierungspunkte und 
ae 
die entsprechenden Bereiche. 
Man bestimme nun noch zwei Geraden d, und d, durch die Gleichungen 
e=&—d+e und e—§,+d—e, 
so werden die simtlichen Bereiche R® den Streifen zwischen d, und d, 
durchsetzen und sich gegen eine durch y,, gehende Gerade h,, verdichten. 
Die zwischen d, und d, liegenden Punkte von h,, kénnen daher nicht zu 
M gehbren; dies steht, wie leicht ersichtlich, damit im Widerspruch, daf 
es fiir jeden Punkt von Mt gemiB § 8 einen angebbaren Bereich Sy gibt, 
der ihn im Innern oder auf dem Umfang enthiilt. 
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Es miiBte daher das ganze zwischen d, und d, liegende Stiick von 
h, za Z gehéren. Man wiihle zwei seiner Punkte p, und p,, die sym- 
metrisch zu g,, liegen, und verbinde sie mit einem inmneren Punkt 7 und 
mit einem duferen Punkt a durch je einen inneren resp. aiuBeren Weg. 
Analog wie in § 8 schlieBt man dann, daB die beiden Polygone p, und yp,, 
die durch p,p, und diese Wege bestimmt werden, nur imnere resp. nur 
diuBere Punkte enthalten. Sie liegen daher auf verschiedenen Seiten von 
h,, und zwar mége p, auf derselben Seite liegen, wie die Bereiche R. 
Nun seien p,’ und p,’ zwei zwischen p, und p, symmetrisch zu g,, ge- 
legene Punkte, so gibt es fiir die Punkte von p,’p,’ ein von Null ver- 
schiedenes Minimum g ihrer Abstiinde von den Wegen, die i mit p, und p, 
verbinden. Zieht man daher im Abstand 9’, so daB 9’<@ und zugleich 
o' <_p,p. ist, eine das Polygon p, durchsetzende Parallele zu h,,, so wird 
durch sie und p,’p,’ ein Rechteck r bestimmt, dessen Inneres zu Mt gehdrt 
und dieses Rechteck wiirde von unendlich vielen Bereichen R® durch- 
kreuzt. Dies ist aber, wie wir sofort zeigen, unméglich. 

Mégen namlich unter ihnen zunichst unendlich viele enthalten sein, 
fiir welche die Seite, die die Strecke r, enthalt, naher zu h,, liegt als 
die Gegenseite und sei R® einer von ihnen. Falls nun fiir das punkt- 
freie Intervall, dem r, angehért, der Konstruktionspunkt m™ in den Mittel- 
punkt fallt, so wird er bei hinreichend groBem 4 zwischen g, und g, 
enthalten sein, und der zugehérige Bereich miiBte bis h,, heranreichen. 
Es entsteht also ein Widerspruch. Fiallt er nicht in den Mittelpunkt des 
Intervalls, so kann der zugehérige Bereich zuniichst auBerhalb des Recht- 
ecks r liegen; wir nehmen an, es sei rechts von r. GemiéB Satz I. von 
§ 7 gibt es aber einen Bereich, der in r eindringt, und falls er nicht bis 
h,, heranreicht, wird er das Rechteck durchsetzen. Auf der das Rechteck r 
durchziehenden Seite liegt dann rechts von r ein Punkt ¢, und diese Seite 
enthailt ein punktfreies Intervall, das r durchzieht. Fiallt dessen Kon- 
struktionspunkt innerhalb r, so reicht der zugehérige Bereich bis h,,. 
Fallt er auBerhalb r, so gibt es einen Bereich, der in r eindringt, und 
entweder bis h,, heranreicht, oder r durchsetzt; man gelangt also ent- 
weder zu einem bis h,, sich erstreckenden Bereich oder zu einer unend- 
lichen Folge angrenzender Bereiche, die r durchsetzen, was in § 7 eben- 
falls als unméglich erkannt wurde. 

Gibt es schlieBlich nur eine endliche Zahl von Bereichen, fiir welche 
die Strecke r, niher an h,, liegt, als die Gegenseite, so gibt es unendlich 
viele, bei denen die Strecke r, den gréBeren Abstand von h,, hat als die 
Gegenseite. Sind R® und R“ zwei von ihnen, so wiederhole man die 
vorstehenden Schliisse fiir das zwischen R® und R liegende Gebiet. 
Bei hinreichend groBem 4 wiirde folgen, daB Bereiche existieren, die bis 
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in den Bereich R® hineinreichen, oder aber die durch § 7 ausgeschlossene 
Lage besitzen. Damit ist der beziigliche Satz bewiesen. 

Aus dem somit bewiesenen Satz zieht man endlich die Folgerung, daB 
auch die Seiten der Bereiche Sy mit wachsendem v gegen Null konvergieren. 
DaB dies fiir den Flicheninhalt der Fall ist, ist klar; fiir jede einzelne 
Seite bedarf es des Beweises. 

Giibe es unendlich viele Bereiche, bei denen eine Seite gréfer ist 
als 2d, so giibe es wieder unendlich viele, bei denen diese Seite derselben 
Achse parallel ist; sei es die x-Achse. Man projiziere wieder die Mittel- 
punkte dieser Seiten auf die v-Achse, und betrachte einen Grenzpunkt &,, 
der so entstehenden Punktmenge. Wie oben, schlieBt man, daB die Be- 
reiche, fiir welche die Projektionen ihrer Konstruktionspunkte «© nahe 
bei &, liegen, gegen mindestens eine Gerade h,, konvergieren miiBten; auf 
ihr giibe es wieder ein Stiick, das zu ZT gehdrte, und ein wie vorstehend 
bestimmtes Rechteck r, dessen Inneres zu Jt gehéren miiBte und das von 
unendlich vielen Bereichen R durchsetzt wiirde. Innerhalb von r miiBten 
aber andererseits Punkte ¢ liegen, da die punktfreien Intervalle, die auf 
den Bereichen R® enthalten sind, mit wachsendem Index, wie eben be- 
wiesen, unter jede Grenze sinken. Also folgt: 

7) Bei einer einfachen geschlossenen Kurve haben die Bereiche Sy der 
zugehdrigen einfachen Gebietsteilung die Eigenschaft, daB mit wachsendem v 
jede ihrer Seiten unendlich klein wird. 


§ 10. 
Die in & iiberalldichte Teilmenge 7,. 


Im § 6 haben wir eine unendliche Folge von Polygonen 


%, x, ¥", ieee _— Ate 

sowie die auf ihnen gelegenen Intervallmengen 

S,, ©, °° G,-- 
eingefiihrt, und zwar besteht ©, = {sy} aus einer endlichen Menge kon- 
sekutiver Intervalle, die den Umfang des Polygons $°-" bilden, und zu 
der jedenfalls alle auf $°-» liegenden punktfreien Intervalle s{ > e, ge- 
héren. Die Endpunkte dieser Intervalle sind Punkte von &; sie mégen 
die Menge Z, konstituieren. Es ist dann Z, eine Teilmenge von & 
Sei nun &, diejenige Menge, die alle Mengen &, enthalt, sodaB 
(1) ft, = lim f, 


r= @ 


v+i1° 


ist, so ist £, wie sich zeigen wird, eine in & iiberall dichte Menge, aus 
der durch Hinzufiigung ihrer Grenzpunkte die Menge Z hervorgeht. 


~~ - 
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Dieser Beweis folgt, was ich vorausschicke, aus der oben gewiihlten 
Bezeichnungsweise der in ©, eingehenden Intervalle sy. Sie stellt eine 
Erweiterung des Dezimalsystems dar, und zwar in der Weise, daB die 
Basis beliebig ist und von Stelle zu Stelle wechseln kann*); auch kénnen, 
wie im Dezimalsystem, die endlichen Briiche, die die Menge &,. darstellen, 
als unendliche Briiche geschrieben werden. Die in § 6 eingefiihrte Be- 
zeichnungsweise in Verbindung mit den Sitzen von § 9 liefert damit den 
geometrischen Ersatz fiir das im Gebiet der Analysis unmittelbar gegebene 
Dezimalsystem. Dies beweist ihre innere Zweckmibigkeit, ja vielleicht 
Notwendigkeit; sie ist die Quelle, aus der die behauptete Eigenschaft 
von &, flieBt. Die Konstruktion dieser Intervalle sy und der in § 6 resp. 
§ 9 enthaltene Nachweis ihrer formalen und materiellen Analogie mit 
dem Dezimalsystem diirfte das hauptsichlichste Hiilfsmittel darstellen, 
das fiir die vorliegenden Untersuchungen zu schaffen war. 

Die hiermit angedeutete Beziehung der Punkte von Z, zu den Inter- 
vallen sy wollen wir nunmehr genauer untersuchen resp. begriinden. 

GemaB der iiber Z gemachten Annahme 1aBt sich jeder Punkt ¢ mit 
dem Ausgangspunkt m der Gebietsteilung durch einen Weg [ verbinden, 
der, falls er unendlich viele Strecken enthilt, in ¢ seinen einzigen Grenz- 
punkt besitzt. Der Punkt m kann sowohl zu & als auch zu 3 gehéren; 
wir werden fiir das folgende m als imneren Punkt wihlen. Er liegt da- 
mit innerhalb aller Polygone $3. 

Liegt zuniichst ¢ nicht auf dem Umfang eines Polygones $, so wird 
der Weg [ jedes Polygon % kreuzen. Falls nétig, liBt er sich so redu- 
zieren, daf er %$°) nur einmal kreuzt; hierzu geniigt es, m mit dem letzten 
Kreuzungspunkt von $8” durch einen innerhalb 8° verlaufenden Weg 
za verbinden. Auf dem Umfang des Polygons $’-" sei sy dasjenige 
Intervall, das den Kreuzungspunkt enthilt, und py der Kreuzungspunkt, 
so wird durch den Weg eine unendliche Reibe von Intervallen 


(2) Sir Siza Sinty °° *y SN ** 
definiert, und eine unendliche Folge von Punkten 
(3) Pir Pizr Pint» © °°» PN» ** "> 


die nach Annahme in ¢ ihren einzigen Grenzpunkt besitzen. 
Die hier definierte Intervallfolge ist durch ¢ eindeutig bestimmt. Ge- 
hérte nimlich zu einem von m nach ¢ fiihrenden Weg [’ die Intervallfolge 


, 


, , , 
Sj» Siky Sikty ** *, SNy** *) 


*) Eine solche bewuBte Verallgemeinerung des Dezimalsystems diirfte sich zu- 
erst bei StrauB finden, Acta math. Bd. 11, 8.13. Vgl. auch Brodén, Math. Ann. 
Bd. 51, 8. 302, sowie meinen Bericht tiber Mengenlehre, Jahresber. d. Deutsch. Math. 
Ver. Bd. 8, 2, S. 102. 


15* 
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und wiiren fiir irgend ein vy die Intervalle sy und sy verschieden, so 
wiirden die Wege [ und [’ ein Polygon bestimmen, das mindestens einen 
auf dem Umfang von $°~-” gelegenen Punkt von & einschlieBt. Kreuzen 
sich nimlich { und [’ zwischen $"-" und ¢, so wire dies ein gewdhn- 
liches Polygon, kreuzen sich { und [’ nicht, ein Polygon mit dem Grenz- 
punkt ¢ Damit ist die Eindeutigkeit der Intervallfolge 2) erwiesen. 

Dasselbe ist der Fall, wenn ¢ auf dem Umfang des Polygons $@-” 
liegt, aber nicht zur Menge Z, gehdrt. Alsdann kann man ¢ mit m 
durch einen gewéhnliehen Streckenzug verbinden, und erhilt so eine zu- 
nichst endliche Reihe von Intervallen 


(4) Sir Sizy °° *y SL5 


und zwar ist ¢ imnerer Punkt von s,;. Andererseits ist ¢ in diesem Fall 
gemeinsamer Punkt aller Polygone 


(5) Be-, KO, Ber, rey Ber, _ 


und jedes dieser Polygone enthilt ein wohldefiniertes Intervall, dem ¢ 
als innerer Punkt angehért. Es wird also auch in diesem Fall durch ¢ 
eine Intervallfolge 


(6) Sip Sippy + * ty Shy SLiy SLiky * 


bestimmt; daB sie eindeutig ist, bedarf hier keines besonderen Beweises. 
Also folgt: 

8) Jeder Punkt t, der nicht zu &, gehirt, bestimmt eindeutig eine 
Intervallfolge {sy} *). 

Wenn dagegen ¢ ein Punkt von &, ist, so ist er gemeinsamer Punkt 
zweier auf einem Polygon $¢-" liegenden Intervalle s; und s,;. Er ist 
auch in diesem Fall auf allen Polygonen 5) enthalten, und bestimmt zu- 
niichst wieder die endliche Reihe 4). Jetzt kann man aber diese Reihe auf 
zwei verschiedene Arten zu einer unendlichen Reihe ergiinzen. Sei ¢ Anfangs- 
punkt des Intervalles s,, wo dies Intervall die in § 6 definierte Richtung 
hat. Es kann dann s,; auch noch dem Umfang von $8 angehéren, als- 
dann erhilt es gemiB § 6 die Bezeichnung s;»9. Gehért aber s, nicht 
dem Umfang von $ an, so entsteht aus ihm ein zu $$ gehdriger 
Linienzug, und dieser wird gemaiB § 6 entweder ebenfalls durch szo be- 
zeichnet, — falls er niamlich kein punktfreies Intervall enthilt, das der 
Menge ©,,, angehért —, oder aber er zerfallt in gewisse Intervalle s;;. 


*) Man kann diesen Satz als eine Ausdehnnng des in § 7 angefiihrten Satzes 
ansehen, daS zwei Bereiche S,, und Sy keinen Punkt gemein haben. Der Satz von 
§ 7 gilt dann fiir Punkte von &,, der obenstehende auch fiir Punkte von Tf. 








Beitrige zur Theorie der Punktmengen. I. 299 


Dann wird ¢ Anfangspunkt von sz; sein. In analoger Weise behandelt 
man das so bestimmte Intervall szo resp. sz:. Man erhialt also auch hier 
eine unendliche Folge von Intervallen ; 


(7) SL, SLiy SLiky oe SLN) 5 Sallis 


wo alle Indices 7, k,1,---, 0 oder 1 sind, sodaB ¢ gemeinsamer Anfangs- 
punkt aller dieser Intervalle ist. Das gleiche ergibt sich fiir das Intervall 
s,, nur mit der MaBgabe, daB in diesem Fall statt s,, das Intervall 
$1, zu wahlen ist, wo (§ 6) w den gréBten zuliissigen Index darstellt. 
Die so bestimmte Intervallreihe sei wieder 


(7a) Sz) Suity Suriky * * *y SUN) 


wo i, k,--- diesmal 0 sind oder den gréBten zuliissigen Index be- 
deuten. Man hat also hier zwei unendliche Folgen von Intervallen, die 
beide den Punkt ¢ bestimmen. Also folgt: 

9) Jeder Punkt von &, bestimmt zwei verschiedene Folgen von Inter- 
vallen {sy}, von der Art, dap von einem gewissen Glied an t gemeinsamer 
Endpunkt aller dieser Intervalle ist. 

Von den Intervallen sy der durch ¢ bestimmten Folgen laiBt sich 
zeigen, daB sie mit wachsendem vy unendlich klein werden. Gemii8 Satz 6 
bedarf dies nur fiir diejenigen Intervalle sy eines Beweises, die (§ 6) 
nicht selbst punktfreie Intervalle s) >, sind, sondern zwischen je zwei 
solchen konsekutiven Intervallen liegen. Ist sy ein solches, so enthilt 
es eine endliche oder unendliche Menge punktfreier Intervalle s() < «,. 
Sei s’ das gréBte von ihnen, so gibt es eine kleinste Zahl oe, sodaB 
s’ >, ist; daher wird s’ ein Intervall sp der Menge ©,, und es zerfallt 
Sy in mindestens zwei Intervalle sz und sy. Mit jedem dieser Intervalle 
tritt fiir einen gewissen Index o resp. o das gleiche ein. Da nun die 
Intervalle s(”) auf sy iiberall dicht liegen, so kann es keinen Teil von sy 
geben, der bei allen Zerfallungen als Ganzes erhalten bleibt; woraus die 
Behauptung folgt, d. h.: 

10) Die Intervalle sy der Mengen ©, werden mit wachsendem v un- 
endlich klein. 

Beachtet man nun, da ein Punkt ¢ entweder Endpunkt resp. Grenz- 
punkt der auf den Intervallen sy liegenden Punkte py war, oder daB diese 
Intervalle von einem bestimmten an den Punkt ¢ als gemeinsamen End- 
punkt besitzen, so folgt noch, daB ¢ in allen Fallen Grenzpunkt von End- 
punkten von Intervallen sy, also von Punkten von f&, ist. Also folgt 

IV. Die Endpunkte aller auf den séimtlichen Bereichen Sy liegenden 
punktfreien Intervalle {s)} bestimmen eine in & iiberall dichte Menge &,. 
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Die Beziehung zwischen den Intervallen sy und den Punkten von & 
findet ihren Abschlu8 durch folgenden Satz: 


V. Jeder Folge {sy} von Intervallen 
Sir Siny Sixt * * *» SNy ° 
entspricht ein und nur ein Punkt von &. 

Wie wir eben sahen, wird mit wachsendem yv jedes Intervall sy un- 
endlich klein. Da aber gemiB § 9, Satz 7 auch Breite und Hohe der 
Bereiche Sy mit wachsendem vy unendlich klein werden, so wird auch 
der Abstand der Intervalle der obigen Folge zuletzt unendlich klein, also 
auch der Abstand ihrer Endpunkte. Diese Endpunkte gehéren zu f&, sie 
bestimmen daher zum mindesten einen Grenzpunkt, der als solcher eben- 
falls zu Z gehdrt. Falls nun die Intervalle sy von einem bestimmten 
Glied an einen gemeinsamen Endpunkt besitzen, so bestimmen sie diesen 
Punkt, und nur diesen. Ist dies nicht der Fall, so schlieBt man die Ein- 
deutigkeit des zu ihnen gehérigen Punktes ¢ folgendermaBen. Die Folge 6) 
bestimmt mindestens einen Punkt von &; er sei ¢’ und gehért nicht zu f,. 
Andrerseits gehért zu ¢’ eine und nur eine Folge; diese ist daher mit 
6) identisch. Zu der durch ¢’ bestimmten Folge gelangten wir aber oben 
so, daB wir einen Weg [ legten, der gewisse Punkte py und damit 
die sie enthaltenden Intervalle sy definierte, und in ¢’ seinen einzigen 
Grenzpunkt besitzt. Da nun die Intervalle s¥ mit wachsendem v un- 
endlich klein werden, so besitzen ihre Endpunkte denselben Grenzpunkt, 
wie die Punkte py, also auch nur einen, womit der Satz bewiesen ist. 


§ 11. 


Die umkehrbar eindeutige und stetige Abbildung der einfachen 
geschlossenen Kurve auf den Kreis. 


Um den Punkt m, der den Konstruktionspunkt des Bereiches § bildet, 
legen wir einen Kreis , der innerhalb S liegt, und bilden ihn folgender- 
maBen auf die Menge & ab. 

GemiB § 6 liegen auf dem Umfang von S die 4 konsekutiven 
Intervalle 
(1) Sty Sg» 53, °° *y Sz, 


deren Endpunkte die Teilmenge Z, von & bilden. Wir verbinden die 
Punkte von Z, mit m; sie zerfillen den Kreis in 4 konsekutive Kreis- 
bégen, die wir durch 


(2) k, ky, ks, ila k, 


—a7~ 
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bezeichnen. Ihre Endpunkte mégen die Menge §, bilden. Diese Menge 8, 
beziehen wir so auf Z,, daB den Endpunkten von i; die Endpunkte von 
s, zugeordnet werden. 
Beim Ubergang von S zu $8’ entsteht nach § 6 aus einem Intervall 
5, entweder ein einziges Intervall s,), das auch mit s; identisch sein kann, 
und stets dieselben Endpunkte hat wie s,, oder es gehen aus ihm die 
uw Teilintervalle 
Sity Sign *y Sin 
hervor. Die Endpunkte aller so aus den Intervallen s; abgeleiteten Inter- 
valle s,, bilden die Teilmenge Z, von ZT. DemgemiB soll, falls aus s, ein 
8,9 entsteht, k; durch k,, bezeichnet werden, sodaB hk, =k,, ist; im andern 
Fall teilen wir den Bogen k; in w der Einfachheit halber gleiche Teile 
Ki, kis, . ae Ky: 
Die Endpunkte aller dieser aus den Kreisbégen k, entstehenden Bégen k;,, 
bilden die Menge &,; wir beziehen sie so auf T,, daB den Endpunkten 
von s;, die Endpunkte von k,, entsprechen. 
In dieser Weise fahren wir fort; es entstehen so die auf dem Kreis & 
liegenden Mengen 


(3) &,, &:, ats &,, i 

die den auf den Polygonen $8) liegenden Mengen 
(4) %,, %,, a z,, nae 
entsprechen. Wird insbesondere durch 

(5) R,. = lim &, 


die Menge bezeichnet, die alle &, enthilt, so sind die Mengen &, und &, 
eineindeutig aufeinander bezogen. 

Von der Menge Z, haben wir bereits gesehen, daB sie (§ 10) eine 
in £ iiberall dichte Menge ist, das gleiche gilt aber auch fiir die Menge &, 
in Bezug auf den Kreis &. Um dies nachzuweien, ist nur zu zeigen, 
daB es keine Folge {sy} gibt, bei der sich schlieBlich dauernd der 
neue Index 0 einstellt. Dies ergibt sich leicht als Folge der in § 6 ent- 
haltenen Konstruktionsvorschrift, und zwar folgendermaBen. 

GemaB § 6 kann das Intervall sy auf drei verschiedene Arten in ein 
Intervall syo tibergehen. Es kann zuniichst sy einen Punkt my enthalten, 
doch so, daB der aus sy entstehende Linienzug von $) ein einziges 
Intervall syo bildet. Auf diesem Linienzug liegt dann ein gréftes punkt- 
freies Intervall s’ und es existiert ein Index 9, sodaB s’ ><, ist, also 
gemiB § 6 s’ ein Intervall der Menge ©, wird. In diesem Fall ist dann 
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e derjenige Index, sodaB der beziigliche Linienzug zwar noch in die 
Menge ©,_,, aber nicht mehr in die Menge S, als ganzes Intervall ein- 
geht; beim Ubergang von So zu ©, zerfallt er daher in mindestens 
zwei Intervalle, deren eines s ist. 

Analog ist es, wenn sy selbst ein punktfreies Intervall einer gewissen 
Menge ©, darstellt. Beim Ubergang von ©, m S,,, entsteht dann aus 
ihm ein Linienzug, der entweder selbst aus mehreren Intervallen von 
©, 41 besteht, oder aber unter die vorstehende Betrachtung fallt. 

Wenn endlich sy nicht selbst ein Intervall s, darstellt, so enthilt es 
wieder ein gréBtes Intervall s’, das einer Menge ©, angehdrt; es wird 
daher sy als ganzes Intervall zwar noch der Menge ©,_,, aber nicht mehr 
der Menge ©, angehéren. . 

Jeder Kreisbogen ky muB daher fiir einen angebbaren Index 9 in 
mindestens zwei gleiche Kreisbégen zerfallen, woraus der iiberall dichte 
Charakter der Menge &, hervorgeht. 

Aus der eineindeutigen Beziehung der Mengen &, und &, kann ihre 
umkehrbar stetige Beziehung leicht geschlossen werden. Sei niamlich ¢ 
ein Punkt von &, der nicht zu Z, gehért, und seien 


(6) (WO) mt, t,t, - ++, --- 


7? “F? “9? 


irgend welche Punkte von &T,, deren Grenzpunkt ¢ ist. Alsdann gibt es 
notwendig ein A, sodaB ¢, einem Intervall s; als Endpunkt angehért, 
ebenso ein w, sodaB ¢, Endpunkt eines Intervalles sy ist, usw. Durch 
die Folge {#9} wird daher eine Folge von Intervallen 


(7) Si; su, es SR; ahi 

definiert, deren Endpunkte nach Annahme gegen ¢ konvergieren. Andrer- 
seits gehért zu ¢ auch eine Folge 

(8) Six Sing * °°» Sinay © * *» Sy * 

und diese Folge enthalt gewisse Intervalle 


(9) Sx, Sm) ** *y SRy** 4 


bei denen die Indicesanzahlen mit denen der Folge (7) iibereinstimmen. 
Um die Beziehung zur Menge &, herzustellen, hat man die Folge (7) in 
die Form (8) iiberzufiihren; dies kann auf folgende Weise geschehen. 

In der Folge (9) ist der erste Index konstant; er sei 7. Fiir die 
Folge (7) braucht dies nicht der Fall zu sein; es ist aber ausgeschlossen, 
daB ein von 7 verschiedener erster Index 7 unendlich oft in ihr vor- 
kommt. Ware dies der Fall und wiren 


é, 3", Geils s@), ate al 
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die zugehérigen Intervalle, so miiBten auch sie gegen ¢ konvergieren, also 
auch irgend welche auf ihnen gelegenen Punkte p@’; zugleich wiire ¢ der 
einzige Grenzpunkt dieser Punkte. Sie miiBten daher einen Weg I’ be- 
stimmen, der von m nach ¢ fiihrt. Aber dieser Weg kreuat den Bereich S 
nicht auf demjenigen Intervall, wie der zur Folge (8) gehirige Weg {; die 
Wege { und [’ wiirden also ein Polygon bilden, das einen Punkt von & 
im Innern enthielte, was unmédglich ist. Daher mu in (7) der erste 
Index von einem bestimmten Glied an derselbe Index i sein, wie in (9) 
resp. (8). ° Damit ist der erste Index der Folge (8) bestimmt. 

Man tilge jetzt aus (7) diejenigen Intervalle, die nicht den Index i 
enthalten. Von der iibrigbleibenden Folge beweist man dann genau wie 
eben, daB sie nur eine endliche Zahl von Intervallen enthilt, deren 
zweiter Index von dem zweiten Index k der Folge (8) verschieden ist. 
Fiir die Folge (7) existiert also ein angebbares Intervall, von dem an 
alle folgenden Intervalle die nimlichen Indices ¢ und k enthalten, wie die 
Intervalle von (8), womit auch & bestimmt ist. In dieser Weise kann 
man fortfahren und so beliebig viele Indices von (8) bestimmen. Damit 
ist (7) in (8) iibergefiihrt. 

Den Intervallen von (8) entsprechen auf dem Kreis ® die Kreisbégen 


(10) k;, Kip, Kip y oo", Bm? 

t 
die gegen einen bestimmten Punkt i konvergieren. Gegen diesen Punkt 
konvergieren nun auch die Punkte 


(11) Ky Hipy ++ +) MO, + - 

Wegeu der eineindeutigen Beziehung der Mengen &, und ©, sind namlich 
diese Punkte Endpunkte der Intervalle 

(12) ky, ky, et kr, +o 

deren Indices mit denen der Folge (7) iibereinstimmen. Da in ihr von 
einem bestimmten Gliede an der erste Index den Wert 7 hat, so sind die 
Kreisbégen von (12) von einem bestimmten Glied an simtlich Teilbégen 
von k;. Von einem andern Glied an sind simtliche Kreisbégen von (12) 
Teilbégen von k,, usw. Demnach bestimmen die Folgen (10), (11) und 
(12) denselben Punkt &. Es entspricht daher einem Punkt ¢, welches 
auch die ihn darstellende Folge sei, ein und nur ein Punkt &. 

Analog gestaltet sich der Beweis in dem Fall, daB der durch die 
Folge {¢@} definierte Punkt ¢ zur Menge &, gehért. Auch hier wird 
durch den Punkt ¢ eine Folge (7) bestimmt; von ihr beweist man, dab 
ihre Indices von einem bestimmten Gliede an mit den Indices mindestens 
einer der beiden Folgen iibereinstimmen, die in diesem Fall dem Punkte ¢ 
entsprechen (§ 10). 
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In derselben Weise kann man zeigen, daB jedem Punkt & des 
Kreises ® ein und nur ein Punkt von Z zugehért. Der Beweis, daB 
eine Folge von der Form (7) immer eine Folge von der Form (8) be- 
stimmt, gestaltet sich ebenso, wie der vorstehende. 

Die Mengen &, und &, stehen also in der Beziehung, daB jedem 
Grenzelement der einen Menge ein und nur ein Grenzelement der 
anderen entspricht, womit die gegenseitige stetige Beziehung erwiesen 
ist. Also folgt: 

VI. Jede einfache geschlossene Kurve lift sich wmkehrbar eindeutig 
und stetig auf die Punkte eines Kreises abbilden. 








A 
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Uber den Hilbertschen Unabhangigkeitssatz in der Theorie des 
Maximums und Minimums der einfachen Integrale.*) 


Von 


A. Mayer in Leipzig. 


In seinen hochinteressanten ,,Mathematischen Problemen“ hat Hilbert 
u. a. auch eine vielversprechende neue Methode zur Ableitung der Kriterien 
des Maximums und Minimums der ein- und mehrfachen Integrale an- 
gedeutet.**) Grundlegend fiir diese neue Methode ist ein Satz, der im 
einfachsten Problem der Variationsrechnung, wo es sich um den gréBten 
oder kleinsten Wert eines gegebenen Integrales: 


r ,_a 
= {re,ny)ae, (y=5.), 


bei festen Grenzwerten von x und y handelt, also lautet: 
Hat man von der Differentialgleichung zweiter Ordnung des Problems 
diejenige einfach unendliche Schar von Lésungen: 
y = Y(z,a) 
gefunden, welche fiir «=x, den vorgeschriebenen festen Wert y, annimmt, 
so braucht man nur noch die Differentialgleichung erster Ordnung: 
¥ =p, y) 
zu bilden, deren vollstindige Lésung durch jene Schar dargestellt wird, 
um in der Funktion p = p(x, y) zugleich eine solche Funktion gewonnen 
zu haben, die den Ausdruck: 
id 0 159 
f(x, Y; P) + _y —p) fhe 
zu einem vollstindigen Differentialquotienten, und damit infolge der vor- 
geschriebenen Grenzwerte, das Integral: 





*) Abgedruckt aus den Leipziger Berichten vom 4. Mai 1903. 
**) Géttinger Nachrichten 1900, p. 291—296. 
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é ? J 
mmf f(x,y, p) + (y'—p) TE#?) ax 


(solange die Funktion unter dem Integralzeichen stetig bleibt) unabhangig 
macht von der Wahl der Funktion y von 2. 

Im folgenden handelt es sich darum, diesen Hilbertschen Unab- 
hingigkeitssatz auszudehnen auf das allgemeinere Problem: 

Unter allen Funktionen y,,---, y, von x, die r <n gegebenen, in Bezug 
auf die Differentialquotienten y,',---,y, voneinander unabhingigen Bedingungs- 
gleichungen 

fo(% Yay °° * Yur Yr 9°* "2 Yn) =O 9=1,2,--47 
geniigen, in den beiden gegebenen Grenzen x, und x, > xX, feste Werte be- 
sitzen, und zwischen diesen Grenzen mit ihren ersten Differentialquotienten 
stetig bleiben, diejenigen zu finden, welche dem gegebenen Integrale: 


Sf e, Yrs Yur Vir 2 Yn) U@ 


einen griBten oder kleinsten Wert verschaffen. 

Und zwar soll gezeigt werden, daB der betreffende Satz sich ganz 
von selbst darbietet, wenn man nach der Methode von Clebsch*) die 
Differentialgleichungen des Problems mittels ihrer Hamilton-Jacobi- 
schen partiellen Differentialgleichung integriert hat, mit der iiberhaupt der 
Satz in allerengstem Zusammenhange steht. Ich hatte urspriinglich die 
Absicht, diese Integrationsart als bekanni vorauszusetzen, wodurch dann 
der Beweis des Satzes in ein paar Zeilen erledigt werden kann. In den 
mir bekannten Begriindungen der Clebschschen Integrationsmethode tritt 
aber gerade ein Punkt, auf den es hier wesentlich ankommt, nicht deutlich 
genug zu Tage. Der Klarheit wegen habe ich es daher schlieBlich doch 
vorgezogen, dem Beweise des verallgemeinerten Unabhingigkeitssatzes die 
Ableitung der kanonischen Integrationsmethode der Differentialgleichungen 
der Variationsrechnung selbst vorauszuschicken.**) 


*) Crelle J. 55, p. 387—340. 

**) Fiir den Fall » = 2 ist allerdings der Satz bereits richtig angegeben, aber 
nur ein giinzlich verfehlter Beweis dafiir geliefert worden, obgleich man in diesem 
speziellen Falle die partielle Differentialgleichung des Problems gar nicht heranzu- 
ziehen braucht und auch ohne dieselbe unschwer zeigen kann, daB die Integrabilitats- 
bedingungen erfillt sind. 
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$ 1. 

Integration der Differentialgleichungen des Problems durch 
volistiindige Lésung ihrer Hamilton-Jacobischen partiellen 
Differentialgleichung. 

Setzt man: 


(1) Q f(y Yay Yur Ya 9° Yn) + dayhyla, Ya 9"yYns Yr 9° Yn)» 
1 


so fiihrt das vorgelegte Problem auf die » Lagrangeschen Differential- 
gleichungen zweiter Ordnung zwischen y,,---,Y,) 4,,°**,4, und 2: 
d @Q 02 

@) de by, ~ ey; 
Soll dasselbe daher bei festen Grenzwerten von 2, y,,---, y, tiberhaupt 
moéglich und bestimmt sein, so miissen zu allernichst die » +r Glei- 
chungen (2) und: 
(3) f(x, Yis'**yUnr Mir" **2 Yn) =O 
ein System Differentialgleichungen von der Ordnung 2m bilden, d. h. ihre 
volistiindige Integration muB 2n willkiirliche Konstanten mit sich bringen, 
und das wieder ist identisch damit, daB die n +r Gleichungen: 

02 OaV 

ey ay? fe=9 
auflésbar sein miissen nach den » + 7 Unbekannten 

Ws) > Yur Aye’ 4,.*) 
Die Substitution ihrer Auflésungen: 


’ ov ov’ 
y, =; («, Yir** y Yn» oy’? iy)? 


OV ov’ 
A, = M1 (2, Ys) v8 Yn» By,’ vey iy) 


fiihrt dann die Gleichung 


n n 
OV , OQ OV, 
3 = 2-— > , Yn dy; -f— Dis, Yn 


liber in eine partielle Differentialgleichung erster Ordnung: 


OV OV eV 
(4) Fe (2199-19 Yer Fy ii iu) 


zwischen der unbekannten Funktion V und den »+1 unabhingigen 
Variabeln x, y,,-- +) Yq: 


*) Vgl. Leipziger Berichte 1895, p. 138, 
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Ist daher V = W irgend eine Lésung dieser Hamilton-Jacobischen 
partiellen Differentialgleichung des Problems, so geniigen die Werte: 


’ y Cow ow 
mT Ns («, Yio" * "> Un» oy,’ a ay)? 


(5) ow ow’ 
A, _ TT, (x, Y1>** "9 Yn» oy,’ ~ me 
mit den x +r Gleichungen: 
. e2 ow F 
(6) ig Oy, fe ~® 


von denen sie die Auflésungen sind, zugleich auch der Gleichung: 


) =e - x ey; 


identisch fiir alle Werte sowohl der Variabeln z, y,,---,y, als auch der 
etwaigen willkiirlichen Konstanten der Liésung W. 


Es sei a irgend eine solche, in W nicht bloB additiv vorkommende 
Konstante. 

Denkt man sich dann fiir die y; und 4, die Werte (5) gesetzt und 
differenziiert hierauf die Relation (7) partiell nach y; und nach a, so 
erhailt man, indem sich die partiellen Differentialquotienten der y; von 
selbst wegheben, die Formeln: 


 O @2Q 
den a+ Sire se OY; - Ss * Oy; Gy,’ 


aw dle NY. @ a2 

dada sre ba ed * Ga By, 
Mit den Gleichungen (6) geniigen daher ihre Auflésungen (5) zugleich 
auch fiir alle Werte von z,y,,---,y,, @ identisch den Gleichungen: 


ow ew se, 
Oy, 0x -= ee On, Yi) 


ow yi. 
éadx 34 jepaY 
Sei nun im besonderen: 


(9) V= W(a, Yir** "2 Yur U°**» a,) + const. 
irgend eine vollstindige Lésung der partiellen Differentialgleichung (4). 
Dann ist die Determinante: 
Cow aw ow 
(10) i= Gy 0a, dy, 6a, "Ty, 0a, 


(8) 
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nicht identisch Null. Daher bestimmen die » Gleichungen: 


ow 
(11) A = a, 


in denen auch «@,,---, «, willkiirliche Konstanten bedeuten sollen, stets 
die » Unbekannten y,,---,y,, und wenn die Substitution ihrer Auflésungen: 


(12) Y; = D(X, Ay, +> +, Ay, Hy, - ++, &,) =[y,] 
die Gleichungen (5) iiberfiihrt in: 

(13) 3 ene (a, Ay, > **y Ay, My, **, e,.) =[y], 
‘ A, = %, (2, yy" *y Any ,,+++, @,) = [a], 


so gentigen diese Werte (12) und (13) den Gleichungen (11), (6), (7) 


und (8) identisch fiir jedes x, a,,---,@,,a,,-+-,«@,. Deutet man die Sub- 


stitution der Werte (12) und (13) durch [ ] an, so hat man also einerseits: 
ag aw _ pew 
lav ]=Ley)) «=[Gec) 
und daraus durch partielle Differentiation nach z: 


2a ay; |= Lay, 2e > Fark 


0=([52% 4 +> ate “heal 


Andrerseits ist aber nach (8): 
atu] = Lag - 2! Lesesil 
F4 "7 - SEZ], 


und wenn man diese Identitiiten zu den vorhergehenden addiert, ergibt sich: 


(14) * [ie l= [5s] > sete) (fe! — Iwi), 


> [asea) ee — (vl). 


Nun kann die Determinante (10), da sie an sich nicht Null und ganz 
frei von den unbestimmten GréBen a,,----,«, ist, auch nicht infolge der 
Gleichungen (11) identisch verschwinden. Es ist daher auch die Determinante 














(15) 0 
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der » linearen homogenen Relationen (15) nicht identisch Null und diese 
Relationen verlangen folglich, daB einzeln jedes: 


CLM, 


ea — [yi] = 


sei, wodurch sich die Relationen (14) auf: 


reduzieren, d. h. aber, da auch jedes [f,] = 0 ist: 
Die Differentialgleichungen (2) und (3) werden vollstiindig integriert 
durch die Auflésungen (12) und (13) der Gleichungen (11) und (6), Auf- 


lésungen, welche zugleich fiir alle beliebigen Werte von a,,---,a,, 
die Gleichung (7) identisch erfiillen, und in denen allgemein ist: 


Oy yy Oy 


(16) [yi] = 0). 

Damit haben wir die kanonische Integrationsmethode der Differential- 
gleichungen unsres Problems gewonnen und kénnen nunmelhr zur Ableitung 
des Hilbertschen Unabhiingigkeitssatzes iibergehen. 


g 2. 


Zusammenhang zwischen der Hamilton-Jacobischen partiellen 
Differentialgleichung und dem Hilbertschen Unabhingigkeitssatze. 


Das vorgelegte Problem schreibt den Funktionen y,, ---, y, an den 
beiden festen Grenzen x, und x, fest gegebene Werte vor. Nennt man 
alsO Yi9,-**> Yao die gegebenen Anfangswerte der y, so miissen, damit die 
Aufgabe lésbar sei, weiter nun noch die » Gleichungen (12) zusammen 
mit den  Gleichungen: 

(17) Yin = Pi(Loy Gry > *y Guy yy > *y Wy) 

auflésbar sein nach ihren 2» willkiirlichen Konstanten a und a, oder nur 
anders ausgedriickt, es miissen die letzten Gleichungen auflésbar sein 
nach » von diesen Konstanten, und nach Substitution der Auflésungen 
miissen die » Gleichungen (12) die iibrigen » Konstanten bestimmen. 

Bei der Festsetzung: 


(18) Wy = W(2o, ior" **» Ynor “19° * “> Mn) 

ergeben sich aber aus den Gleichungen (11) sofort die » Gleichungen: 
o(w—W,) _ 

(19) AWW) 0, 


welche, die Anfangswerte 2), ¥,9,---,Y,9 als fest gegeben betrachtet, die 
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Unbekannten y,,---,y, als bloBe Funktionen von # und von den » will- 
kiirlichen Konstanten a,,---, a, bestimmen. 

Ist also, was natiirlich hier immer vorausgesetzt wird, die Aufgabe 
iiberhaupt méglich und bestimmt, so miissen die » Gleichungen (19) auf- 
lésbar sein auch nach den n Unbekannten a,, -- -, a,. 

Es seien: 


(20) y;, = Y,(x, a,,-- +, a,) 
diejenigen Auflésungen der Gleichungen (19) nach den n Unbekannten y,, 
die fiir = die Werte y; = y,, annehmen. 


Die Gleichungen (19) besitzen dann gleichzeitig immer auch solche 
Auflésungen: 


(21) @, = Ay (©, yy ° ++) Yn) ={%} 
nach den » Unbekannten a,, welche die Gleichungen (20) identisch erfiillen, 
also auch von diesen Gleichungen wieder Auflésungen sind, und indem 
man die Werte (20) in die Gleichungen (5) einsetzt, erhalt man nach 
(16) ein Wertsystem der y/ und 4,: 
y; = Yj (",a,,---, ,) = ot, 
A, — L,(@, My*""y ay), 

welches zusammen mit den Werten (20) der y; den Gleichungen (6) und 
(7) identisch geniigt fiir jedes a,,---, a@,, wobei zugleich die Werte der 
y, und 4, ein System partikulirer Lésungen der Differentialgleichungen 
(2) und (3) mit nur noch » willkiirlichen Konstanten a,,---, a, bilden. 

Die Einsetzung der Werte (21) der a,, die durch { } hervorgehoben 
werden mége, erfiillt nun die Gleichungen (20) identisch und verwandelt 
die Werte (22) der y, und 4, in bloBe Funktionen von z, y,,---,y,. Be- 
zeichnen wir diese Funktionen durch p, und Ho» definieren wir also: 


oY; - 
(23) n={Fe}, ue =(L,}, 
so fiihrt die Substitution {} die Gleichungen (20) und (22) iiber in die 
Identitaéten und Gleichungen: 


(24) y¥=y, und ys =p, A,=—M, 
von denen die » Gleichungen: 


(22) 





Yi = Bi; 
ein System von Differentialgleichungen erster Ordnung bilden, das durch 
die Gleichungen (20) vollstiindig integriert wird.*) 
*) Fir «=a, reduzieren sich die Gleichungen (20) auf y; = y,; 9 und bestimmen 


also gar nicht mehr die Unbekannten a,. Daher nehmen notwendig ihre Auflésungen 
(21), und mit diesen auch die Funktionen p; und p, an der Stelle c=, wo den y; 
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Es mégen endlich f, f, und Q diejenigen Funktionen bezeichnen, die 
aus f,f, und Q durch die Substitutionen (24) entstehen, wenn man die 
und 4, zuniichst als beliebige Variable auffaBt. 

Die Werte (20) und (22) geniigen den Gleichungen (6) und (7) 
identisch fiir alle Werte von a,,---,a,. Diese Identititen kénnen daher 


nicht aufgehoben werden durch Substitution der Werte (21) der a,. Nach 
(24) und nach den eben gegebenen Definitionen gehen sie aber hierdurch 


iiber in: 
we=lse} 7 e=0 2-SnZ = }, 


wo nun natiirlich unter den p; und mw, die bestimmten, durch (23) de- 
finierten Funktionen von 2, y,,---, y, zu verstehen sind. Diese Identitiiten 
lehren, da® fiir alle beliebigen Funktionen y,,.--,y, von 2 die Relation 


besteht: 
f+ >! —p) oo (= ual +e =| 9 


Andrerseits hat man, wenn man durch die Substitution {} auch die Funk- 
tion W — W, iiberfiihrt in eine Funktion von 2g, y,,---, y, allein: 


SL Med (SE) 4 SSE w+ Dh SGM i, 


und die Werte (21) der a, sind Auflésungen auch der Gleichungen (19), 
also ist jedes: 


DP; 





{ee} =0. 


Aus den beiden vorhergehenden Identitiiten flieBt daher sofort die Formel: 


(26) r+ Soi —) 2 = Mel 


welche nichts anderes ist als die kanonische Form des Hilbertschen 
Unabhiangigkeitssatzes, und aus der, fiir alle Funktionen y,, ---, y,, welche 


die gegebenen Anfangswerte y;) vorgeschrieben sind, die unbestimmte Form $ an, 
d. h. die Anfangswerte der Funktionen {a,}, p; und wu, sind durch die Anfangswerte 
der Funktionen y allein noch nicht bestimmt, sondern hiingen auch noch ab von den 
Anfangswerten der Differentialquotienten dieser Funktionen. Im besondern lehrt die 
Definition der p; und die Entstehung der Gleichungen (21) aus den Gleichungen (20), 
daB fiir jedes Funktionensystem y,,---,y,, welches die gegebenen Anfangswerte 
besitzt, der Anfangswert von p; nichts anderes ist als der Anfangswert des Differential- 
quotienten y;. 
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an der Stelle =, die festen Anfangswerte ¥,),---, Y¥,9 besitzen, und 
zwischen den Grenzen 2 und x die Funktion {W— W,} stetig er- 
halten, folgt: 


(27) Se +>} -p) 8) aon { W—W,}.— 


Zo 


Obgleich diese Resultate bereits vollstaindig ausreichen, um die ge- 
wiinschte Ausdehnung des Unabhingigkeitssatzes in voller Allgemeinheit 
darstellen zu kénnen, schalte ich hier doch noch die folgenden, fiir diese 
Ausdehnung selbst iiberfliissigen Bemerkungen ein, weil dieselben die 
allgemeinen Beziehungen zwischen der Hamilton-Jacobischen partiellen 
Differentialgleichung (4) und der Aufgabe, den Ausdruck 


(28) 2+ > wv) 2 


zu einem vollstindigen Differentialquotienten zu machen, und daneben 
auch noch den r endlichen Gleichungen: 

(29) f,=9 

zu geniigen, einerseits, und andrerseits zwischen dieser letzten Aufgabe 
und der Integration der Differentialgleichungen (2) und (3) in ein helleres 
Licht setzen. 

Zunichst sieht man sofort, daB die mittlere Aufgabe und die Auf- 
gabe, von der Gleichung (4) eine Lésung zu finden, nur verschiedene 
Formen einer und derselben Aufgabe sind. 

Jedem System Funktionen p,,---,p,, Uy)***) Ul, VON 2, Yyy-°*y Yay 
fiir die der Ausdruck (28) ein vollstindiger Differentialquotient wird, und 
die zugleich den Gleichungen (29) identisch geniigen, kann man niamlich 
vermége einer bloBen Quadratur eine solche Funktion V derselben Variabeln 
hinzufiigen, daB die betrachteten Funktionen identisch auch der Gleichung 
geniigen: 


(30) Q + Soi —p) 4 ten =: 


Dann aber erfiillen diese Funktionen identisch die Gleichungen: 
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und daher ist die Funktion V eine Lésung derjenigen partiellen Differential- 
gleichung erster Ordnung, welche entsteht, wenn man mittelst der n+~r 
letzten Gleichungen die » +r GréBen p, und w, aus der vorhergehenden 
Gleichung eliminiert, d. h. sie ist eben eine Lésung der Hamilton- 
Jacobischen partiellen Differentialgleichung (4) (daher denn, was iibrigens 
auch unmittelbar einleuchtet, auch unsere Funktion { W— W,} eine solche 
ist). Und umgekehrt erhilt man aus jeder Lésung V dieser Gleichung 
ein Funktionensystem p,,---, p,, t,°** &,, das die Gleichungen (29) 
and (30) identisch erfiillt, indem man die » + r Gleichungen (31) nach 
diesen » + 7 Unbekannten auflist. 

Damit aber die p und w solche Funktionen von 2, y,,---, y, seien, 
welche den Ausdruck: 


2+ Swi-v) $= B+ > Boys 
1 1 


zu einem vollstindigen Differentialquotienten machen, miissen dieselben 
den n+ = =» Integrabilitaétsbedingungen identisch geniigen: 


0B, 0B _ OB; OB, _ 
ox oy; : OY, Oy; 





=. 


Von diesen kann man infolge der letzten die » ersten ersetzen durch die: 


2+ Sin. G2 2B) -0 


Uberdies ist, weil die partiellen Differentialquotienten der p, sich von 
selbst wegheben: 


eB D = 28 5 ove F @ @Q. 
Oy, OY, “(2 - Sn 38m ay; +e - Sa; Oy, OP,? 





wegen 
= 22 
ne OPp 
lassen sich daher die Integrabilitiitsbedingungen so schreiben: 
0 a2 , Sly, 2 02 _ #2 _ Sz ene 
(32) iste tom Oy; OV; ay, Ot leg w 
@Q @ aQ 
(33) ee ee 


Oy, Op, Oy; OP 


wo erst bei den zweiten partiellen Differentiationen die Abhiingigkeit der 
p und pw von 2,y,,---,¥, 2u beriicksichtigen ist. 
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Nach dem eben Bemerkten liefert also jede Lésung V der Hamilton- 
Jacobischen partiellen Differentialgleichung (4) ein solches System von 


= = partiellen Differential- 
gleichungen erster Ordnung, welches gleichzeitig den r endlichen Glei- 
chungen (29) geniigt, und das allgemeinste System Lésungen dieser Art 
wird durch die Gleichungen (31) definiert, wenn man in diesen unter V 
die allgemeine Lisung der Gleichung (4) versteht. 

Sind endlich die p, und w, solche Funktionen von 2, y,,---, Y,, 
welche die Gleichungen (29) und (32) identisch erfiillen, und bildet man 
mit diesen Funktionen die » Differentialgleichungen erster Ordnung und 
die r endlichen Gleichungen: 


(34) Yi, _ p(x, Yiy** Yn) A, _— u(x, Yir oy Yn)» 


so erkennt man aus der Form der Gleichungen (32) sofort, daB die voll- 
stiindigen Lésungen der Gleichungen (34) gleichzeitig auch Lésungen der 
Differentialgleichungen (2) und (3) sind. Nach dem Vorhergehenden gibt 
es daher neben unseren friiheren Gleichungen (24) noch unendlich viele 
andere Systeme von Gleichungen (34), welche die doppelte Eigenschaft 
hesitzen, daB ihre vollstiindige Integration Lésungen auch der Differential- 
gleichungen (2) und (3) liefert, und daB fiir ihre rechten Seiten zugleich 
der Ausdruck (28) ein vollstiindiger Differentialquotient wird, was un- 
mittelbar den bekannten Satz enthalt, daB jeder Lésung ihrer Hamilton- 
Jacobischen partiellen Differentialgleichung Lésungen der Differential- 
gleichungen (2) und (3) mit » neuen willkiirlichen Konstanten zugehéren. 

Dagegen sind die Integrabilitiitsbedingungen (33) keine bloBen Folgen 
der Bedingungen (32) und der Gleichungen (29). Daher gilt nicht mehr, 
wie im Falle n= 1, der Satz, daB bereits in jedem System Gleichungen (34), 
dessen vollstindige Lésungen zugleich den Differentialgleichungen (2) 
und (3) geniigen, die rechten Seiten solche Funktionen wiren, welche 
den Ausdruck (28) zu einem vollstindigen Differentialquotienten machen. — 


Lésungen p;,° ++, Py» Uy, ***, U, dieser m+ 


§ 3. 
Allgemeiner Ausdruck des Hilbertschen Unabhiingigkeitssatzes. 
Mit dem in (26) enthaltenen Resultate, daB der Ausdruck: 


7+ >} -p) oe 


fiir die durch (23) definierten Funktionen p, und mu, ein vollstindiger 
Differentialquotient wird, ist die Ausdehnnng des Hilbertschen Unab- 
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hangigkeitssatzes auf das vorgelegte Problem gewonnen und bewiesen, 
zunichst freilich nur unter der Voraussetzung, daB man in den voll- 
stindigen Lésungen: 

Ys = Di, My y+ +p Aqy My *y Oy), 

A, =1,(a, Oy ys *yGqyy yyy Wy), 
der Differentialgleichungen des Problems kanonische Konstanten a,, ---, a, 
@,,°++,a@, eingefiihrt habe. Da aber unsere Funktionen: 
oY; 


n? 


¥., 9a und L, 
respektive aus den Funktionen: 
09; 
9:5 Se und 2, 


hervorgehen miissen, wenn man darin die Auflésungen a,,---, «, der 
m Gleichungen (17) einsetzt, so kann man kurz sagen: Man erhiilt die 
in (23) definierten Funktionen p; und 4,, indem man mit Hiilfe der 
2n Gleichungen: 

Pi(Zor M19°°*y Guy yy * + *y Gn) = Yio» 


P(@, Ayy+ =, Oyy Oye, tt, =s, 


die 2m kanonischen Konstanten a,,---,@,, «,,°*:,@, aus den Gleichungen 
eliminiert: 


Stellen nun die Gleichungen: 
(35) 7“ 6,(z, Cry" *» Con)» A, - X, (2, Cys y Cyn) 


irgend ein System vollstiindiger Lésungen der Differentialgleichungen (2) 
und (3) dar, so muB es notwendig 2”, von x freie Substitutionen von 
der Form: 
(36) Cy = C,(Gy, ++ My yy > *y Oy) 
geben, welche 

6,=9, X,=2 


und damit auch ’ . 


00; _ 09; 


dn” Ou 
machen, und man kann dann also unsere Funktionen p, und w, dadurch 
erhalten, daB man mittelst der 4m Gleichungen (36) und 
(37) 9(Xo Cry * "> Can) = Yann 9;(, Cy +++) Con) = Yi 
die 4m Konstanten 
Cha ty any Uy "yyy My sy &, 


aad 
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aus den Formeln: 
06, 

(38) B= Fur Be Xe 

eliminiert. Die Konstanten a und @ eliminieren sich aber dadurch von 
selber, daB man einfach die Transformationsformeln (36) ganz weglaBt, 
und man braucht somit nur die 2” Integrationskonstanten c vermége der 
2n Gleichungen (37) aus (38) zu eliminieren. Fiihren wir diese Elimi- 
nation nicht auf einmal, sondern wieder in zwei Absiitzen aus, so kénnen 
wir hiernach unser Resultat allgemein so aussprechen: 

Hat man von den, mit der Funktion: 


Q =f (%, Y1y +++) Yas Ys'y °° *y Yn) ga fo(%, Via °°" Yao "5° **) Yn) 
e"@ 
1 


gebildeten n +r Differentialgleichungen : 
d @Q_ AQ 
da dy, ay? fe =° 
L irgend ein System volistindiger Lésungen: 
Y; = 9,(&, C,++ +) Cen), 4,= X(2, C1y***y Con) 
gefunden, so bestimme man aus den n Gleichungen: 
9; (5 15° **) Con) = Yio 
: n von den 2n Integrationskonstanten ¢,,---+, ¢&, durch die n tibrigen. 
Gehen durch Einsetzung der Auflosungen die vollstindigen Lésungen tiber 
in die (bei fest gegebenen 2%, Yio) °***> Yao) partikuldren Lisungen mit nur 
noch n willkiirlichen Konstanten ¢,,-++,¢,: 
Y;, = V(x, G++ +e); A, oa L(x, C1y°**y Cy)s 
so braucht, man nur mit Hiilfe der n ersten dieser letzten Gleichungen diese 
) Konstanten aus den n+ r Gleichungen: 
l eo 7) Y; — 
y= Ox? 4, _ L, 


' zu eliminieren, um in den rechten Seiten der so entstehenden Gleichungen 


(ex) Yi =P» A, = He 
solche Funktionen von 2, 4%, -**) Y, gewonnen zu haben, welche den 
: Ausdruck : 


Pr . , 0 Q 
i+ 2 (Ys — Pr) tn 
zu einem vollstindigen Differentialquotienten machen und iiberdies den 
x Gleichungen: " 
F,=0 


identisch geniigen. 
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Dabei bedeuten Q, /, fe diejenigen Funktionen von 2, y,,---, Yay 
Pry***y Da» Hay’ **y Uy» die durch die n+ r Substitutionen («) aus Q, /, f, 
entstehen, und von diesen Substitutionen bilden die » ersten ein System 
von »” Differentialgleichungen erster Ordnung, das durch die » Gleichungen 
y; = Y, vollstindig integriert wird. — j 

Will man diesen Satz unabhiingig von der Hamilton-Jacobischen 
partiellen Differentialgleichung beweisen, so muB man zeigen, daB die auf 
die angegebene Weise erhaltenen Funktionen p,,---, p,, &,°°*,u, den 


n+ ee) partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung (32) und (33) 





geniigen. Das leuchtet nun zwar fiir die Gleichungen (32) sofort ein und 
laBt sich im Falle »=2 auch noch ohne allzugroBe Rechnung fiir die 
eine Gleichung nachweisen, auf welche sich dann das System (33) reduziert; 
im allgemeinen Falle aber einen solchen direkten Beweis fiir die Glei- 
chungen (33) zu erbringen, scheint erhebliche Schwierigkeiten darzubieten. 

















E. J. Witezynsx:. On the theory of ruled surfaces. 249 


A fundamental theorem in the theory of ruled surfaces. 
By 


BK. J. Wizezynsxi of Berkeley, Cal. 


In previous papers*) I have shown that the general theory of non- 
developable ruled surfaces may be based upon the consideration of the 
system of differential equations 


W + Duy + M92 + Muy + N22 = 9, 


(1) ” , , 

" 2 + Por + Doe? + ei¥ + G22 = 0, 

where _ _ 
¥~3,» ¥ ~ gq 


For, if we denote by (y,, 2,) for k=1,2,3,4, four systems of simul- 
taneous solutions of (1), for which the determinant 


4 Y Ys YM 

2 é z. z, 
D = , , 54 ~ 7 
% Ye Ys Ms 


’ 


, , , 
4 4% & &% 


does not vanish, the general solutions of (1) will be 


4 4 
i= > Cu. %= > 4: 
k=1 k=1 


We can interpret (y,,---,y,) and (2,,---,2,) as the homogeneous 
coordinates of two points P, and P,. As x changes these points describe 
two curves C, and C,. The ruled surface S is obtained by joining corre- 
sponding points P, and P, by straight lines. 


*) In volumes II to IV of the Transactions of the American Mathematical Society. 
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The transformation 

(2a) y=a(x)y+ B(x)Z, e—y(x)y+d(w)zZ, ad —py+0, 

in which «, 6, y, 0 are arbitrary functions of x, couverts the curves C, 


and C, into any other two curves C; and C; upon the surface S. The 
further transformation 


(2 b) a= f (2), 

where /(Z) is also an arbitrary function, merely transforms the parameter wx. 
If we denote by U, and V, the coordinates of the planes tangent to 

S at P, and P, respectively, we find that these functions constitute a 


simultaneous fundamental system of solutions for the system of equations 
adjoined to (1), 


” ’ 7 1 
U"+ py + 2V +{d1+ 7 (usta) } U+ (as + > Ms) V=0, 
(3) 
“” , , 1 1 
V" + Day U' + Bog V+ (42 + =x) U+ {dss += (U2—%41)} V=0*), 


where the quantities u,, are formed from the p;, and g,, in a way that 
will be indicated immediately. The relation between (1) and (3) is a 
reciprocal one. If U, and V, are interpreted as point coordinates, the 
ruled surface of (3) is dualistic to S. 

When (1) is transformed by equations (2), a new system of differential 
equations is obtained of the same form as (1). The functions of p,,, 
Vizy Pix Ux, ete. which have the same value for the transformed as for 
the original system are called invariants. There are four relative invariants 
6,, 9,, 9, 99, which are defined as follows. 


Let 
Uy = 2p, — 40 + Diy + PisPar, 
(4) uw: = 2Pis — 40:2 + Dis (Pir +Poa), 
Us, = 25, — 441 + Por (Pr + Poe), 
Use = 2D3g — 4099 + Poe + PisPor, 
and 


Uy, = 2U4, + Piste — Partie, 

(5) Vg = 2g + (Pir — Pos) is — Pro (M41 — Ue) 
Vay = 2 U5, — (Pir — Pow) Mar + Pas (M1 — Mea)» 
Vaq = Zing — Pig Mgr + Dor Mas: 


Moreover let there be a third set of quantities w;, formed from »;, 








*) Reciprocal Systems of Linear Differential Equations. Trans. Am. Math. Soc. 
Vol. Ill, p. 64. 
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and p;, in the same way as the quantities v;, are formed from u,, and p,,. 
Then the relative invariants, which we shall consider, are*). 
I, = (Uy — Ugg)? + 402 Mar, 
5 
Og = 2 (Uy, +%y9) 9, — Zz [C41 — Mag)? + 403%] + (ey — Mae) (1 — M99) 


2 
(6) xo - (Uys Vo, — Ug, V3)? + (4s a1 + Wa Uy9), 


— [41 — Mas) M2 — (M41 — Pag) Ure) [Cea — Mp2) Por — (P11 —% a8) Mai |, 





ee 


Uy, — Ugg, Uyg, Uay 
- = ek 
(7) A=] %— %, %2, 1 |™). 


Wyy —Wog, Wig, Way 


If these same invariants be formed for (3) we find that they have 
the same value, all except A, which has the opposite sign. 

Now system (1) being given 6,, 0,, 9, 9) are definite functions of x. 
We wish to show conversely, that if 0,, 0,, 9), 9) are given as arbitrary 
functions of « there essentially exists just one system of differential 
equations of which they are the invariants. But all ruled surfaces belonging 
to the same system (1) are projectively equivalent. We shall therefore 
find the theorem: 

If 9, 95, 9, O,, are given as arbitrary functions of x, they determine 
a ruled surface uniquely, except for projective transformations. If, in the 
second place one determines a second surface by the invariants 04, 96, 99, 910, 
where s 

0,=9,, =O, A=—A%, A = Oy, 
this second surface can be obtained from the first by a dualistic transfor- 
mation. The ruled surface is not determined uniquely if 9, or 9.) vanish 
identically. 

We proceed now to prove the theorem. Let us assume in the first 
place that 0, is not equal to zero. Then, the flecnode curve on S has 
two distinct branches, and we may take these as fundamental curves C, 
and C,. Then w,. = u,, = 0***). Moreover, we may take the indepen- 


*) Invariants of Systems of Linear Differential Equations. Trans. Am. Math. 
Soc. Vol. I, pp. 1—24. 
**) Geometry of a simultaneous system of two linear homogeneous differential 
equations of the second order. Trans. Am. Soc. Vol. II, p. 351. 
***) Covariants of Systems of linear differential equations and applications to the 
theory of ruled surfaces. Trans. Am. Math. Soc. Vol. III, p. 435, 
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dent variable so as to make 6,=1*). Then u,,—t%.—¢€, where e=+1. 
Finally, we may assume p,, = Po, = 0. For, if the system (1) be trans- 
formed by putting 
y = a(x), z= d(a)§, 
a transformation, which clearly does not affect the previously assumed 
conditions, one may determine « and 0 so as to have p,, and p,. in the 
new system equal to zero. 
We have therefore 
(8) Wig = My = 9, Uy — yg = E=—+t1, Py = Py =9, 
whence 
M2 = — Pig) Yr = EPary Pry — 2G2=9, Poy — 241 = 9, 
and therefore 
1 , 1 , 
(9) Pig = — €%3) Pa = F%, Me = — ZF eM. I = g fn: 
We have further 
Dg, = 2 (Uys + tag) — 9%2%), 
(10) 919 = — 9%, 
By = E( Vig Way — Vay Wig) = 2E (Oy Vg, — Vo Mig): 


Therefore we find 


or integrating 


1 fe 
: al 
“ie _— Ce? “J P10 2 
Vey 
But 
V%2%1 = — Io, 
whence 


1% ae 
1. = +V—CO,,¢* J O10 , 
“6... ae fo dz 
= 1 4 lo 
V4 =-+ V 26 . ‘ 
The constant C is quite immaterial. For, if we transform (1) by 
puttmg y= ky, 2 =1&, where k and / are constants, we merely multiply 


Vy by x and v,, by + If then we put 
1 1 


B Y=" 


dz 


we shall have 
ae f 8 
(11) YW=+ V4. e4 aaa 


*) ibid. p. 448. 


— ~jef pras 
on 4 6 
Ye = FV4¢ make 








ox 
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We also find 
1 1 9 
Mi = Fit —ae— Zo, 
1 1 4 
Us = — Fe t+ 7 %— |Z M%0, 
so that we have finally 
Pir = Poe = 9, 
—— Sy 'S es — es [oraz 
Pig. F EVOget J % , Py =F eVOge 4% % , 
(12) 1 1 13 Ss 
Qu =— Ze e%t GE %DQ Ne = | Pie» 
1 


1 13 a 4 
Qe = + > Ee — 75% t+ FG M0» Ia = J Pa: 


If we distinguish the systems with ¢=+1 from each other by 
writing p,, and q;, for one, and p;, and g;, for the other, we shall have 


Pry = Py =9, Poo = Pe = 9, Dyp=—Pay Dor = — Pra, 
G11 = Me» Gee = I Gis =— Wn» Wa = — de: 
But two such systems can be transformed into each other by putting 
ys, a=y. 
We may therefore assume «=+1. We still have two systems of coef- 
ficients according as we take the other ambiguous sign in (12) to be 
plus or minus. Again denoting one system by p;,, q;, and the other by 
Pix» Tx» We have 
Py = Pu =9, Pog = Pe = 9, Pio =— Pr» Po = — Par 
Gu = Up Yeo = U2, Gi2=— Ne» V1 = — M213 
but the two systems are again easily transformed into each other by 
putting 
Y¥=-Y, =e. 
If finally 6, be changed into — @,, we obtain a system of equations which 
is easily seen to be equivalent to (3). 

The equations (12) are valid only if 6, and @,, are different from 
zero. Let us again assume 0,+0, but 6,,—0. We may again take 
Ug = yy = 0, Uy — Mog = 1, 24; = Pog = 0. From 6,,=0 then follows 
either v,, = 0 or v,=0. Let us assume v,,=—0. We shall then find 


Py = 9, Pr = 9, um =—-—Z—- G7 % = 9, 


(13) 


Po =f(&), Doe = 9, 
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where f(x) remains arbitrary. To complete the determination of the 
surface, an additional equation is therefore necessary in this case. We 
notice incidentally that 6,+-0, 6,,—0 are the conditions under which 
S has a straight line directrix. 

If 06,0, we may put u,,=—0, and therefore u,,— %,=—0. The 
independent variable may be so chosen as to make u,, + u%. = 0*). Un- 
less S is a quadric we shall have u,, + 0. We find that @,, must vanish. 
Assuming further p,, = ?. = 0 as before, and also p,, = 0 which amounts 
to taking for C, an asymptotic curve on S, we have. ‘ 


ae 
Pu =9, Pj =f(@), Wi=9, Ue=Z Pie 9 
9 


(14) 1 Pi“ = 7 6,7 
Pa =9, Poe =9, —F Mn = =9(2); 92 = 9, 


where, of the two functions f(x) and g(x), one remains arbitrary. Again, 
therefore a further condition is necessary to determine the surface. If 
0, = 0, we have either u., = 0, i. e. a quadric surface, or p,. = dq. = 0, 
i. e. a surface belonging to a linear congruence with coincident directrices. 
g(x) remains arbitrary. We have seen that in general the invariants 
determine the surface, while in the exceptional cases a further condition 
is necessary. This is the theorem we wished to prove. 

We wish to make a few further remarks. We have seen that the 
conditions @,=+-0, 9,5 = 0 characterize a ruled surface with a straight line 
directrix. This is a much simpler criterion than that given in a former 
paper. Further, if all of the invariants vanish, the surface is either a 
quadric or belongs to a linear congruence with coincident directrices, according 
as the simultaneous equations 


> 


. Uy, — Ugg = Uyy = Uy, = O, 
are satisfied or not. 

Let us assume 6¢,=6,=0. Then we may put u,. = uy, — Ug = 0, 
and assume u,,+0. One easily deduces this consequence: If the two 
branches of the flecnode curve of a ruled surface belonging to a linear 
complex coincide, it is a straight line. This theorem is due to Voss**). 

Systems (1) and (3) are referred to the same independent variable. 
If they are equivalent, it must therefore possible be to transform (1) into 
(3) by a transformation of the dependent variables alone. But such a 
transformation leaves the invariants absolutely unchanged. Therefore (1) 
and (3) can be equivalent only if 

é,=A=0, 
*) On a certain congruence associated with a given ruled surface. Trans. Am. 


Math. Soc. vol. IV, p. 197. 
**) Voss, Math. Ann. Bd. VIII, p. 92. 
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i. e. if S belongs to a linear complex. Moreover if 6,0, equations 
(12) show that (1) and (3) actually become equivalent, if 0, and 0,) do 
not vanish. 

If 6,+ 0, 0,, = 0, we have seen that our system may be written 


y+ auy = 9, 


(15) Pu = f (2); 


” , 1 , 
2 + Puy + > Pun + G92 = 0; 


to which belongs the adjoined system 
U" + dU = 0, 


(16) i ~— 
V" + py, U + > Py U0 + WV=0. 

The independent variable is the same for both systems. Moreover 
both systems are referred to their flecnode curves, so that the only 
transformations which could couvert (15) in to (16) are of the form either 

y=aU, 2=9d0; 
or 

y=aV, 2=dU. 
Moreover « and 0 must be constants, so as to preserve the conditions 
Pir = Pog = 9. Since we have g,. + 9,,, the first transformation can never 
accomplish this. The second, however, can do this, if and only if p,, =0, 
i. e. if there exists upon S a second straight line directrix. 

Consider now the, case 0, = 6,,=0. In order that the system may 

be equivalent to its adjoined system we must of course have 6, = 0. 
This gives either p,,=0 or else u,,—0. In either case 0, also would 
vanish, and S would be either a quadric or a surface contained in a 
linear congruence with coincident directrices. In the former case the 
adjoined system is identical with the original. In the latter case our 
system becomes 


(17) y=0, 2” + 9(a)y=9, 
to which belongs the adjoined system 
(18) U"=0, V"—g(x)U=0. 


But if we put in (17) 
y= U, z=—V 
we obtain (18). 
But whenever it is possible to transform a system (1) into its adjoined 
system by a transformation of the form 


y=aU + BV. e=yU+0P, 
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the corresponding ruled surface remains invariant under a certain dualistic 
transformation. 

We have therefore the following theorem. 

If a ruled surface is self-dual, it must belong to a linear complex. 
If however, this complex is special, the surface must belong to still another 
linear complex, i. e. it must have two straight line directrices, which may 
or may not coincide. All such surfaces are self-dual. 


Géttingen, July 29", 1903. 
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Elementare Theorie 
der ganzen transcendenten Funktionen von endlicher Ordnung. 


Von 


ALFRED PRINGSHEMM in Miinchen. 


In einigen kleineren Aufsiitzen, welche im Laufe der letzten zwei 
Jahre in den Miinchener Sitzungsberichten erschienen sind*), habe ich 
den Versuch gemacht, gewisse Hauptsiitze aus der Theorie der ganzen 
transcendenten Funktionen von endlicher Ordnung in vollkommen elemen- 
tarer Weise zu begriinden. Dem aus diesem AnlaB von verschiedenen 
Seiten, so auch von der Redaktion dieser Zeitschrift geiiuBerten Wunsche 
nach einer elementaren, mdglichst vollstiindigen und systematischen Dar- 
stellung dieser ganzen Theorie komme ich um so lieber nach, als es 
hierzu lediglich der Uberarbeitung einer im Sommer 1902 von mir ge- 
haltenen Vorlesung bedurfte. Von einer derartigen Darstellung wird man 
selbstverstiindlich nicht erwarten diirfen, daB sie wesentlich neue Resultate 
zu Tage fordert. Liegt es ja doch vielmehr auf der Hand, daB die Be- 
niitzung des Infinitesimalkalkiils und der komplexen Integration in mancher 
Hinsicht weiter triigt, als die hier angewendeten rein elementaren Me- 
thoden. Nichtsdestoweniger wird man, wie ich hoffe, ganz abgesehen von 
der Einfachheit der aufgewendeten. Beweismittel, auch in der Fassung und 
Prizisierung der Resultate manches neue finden. Im iibrigen verweise ich 
beziiglich der Auswahl und Gruppierung des hier verarbeiteten Stoffes auf 
die folgende ausfiihrliche Inhaltsiibersicht**). 


*) Bd. 32 (1902), p. 163. 295; Bd. 38 (1903), p. 295. 

**) Literatur: H. Poincaré, Sur les fonctions entitres, Bull. de la soc. math. 
de France, T. 11 (1883), p. 142. 

J. Hadamard, Etudes sur les propriétés des fonctions entiéres etc., Journ. de 
math. (4), T. 9 (1893), p. 171. 

H. von Schaper, Uber die Theorie der Hadamardschen Funktionen etc. Dis- 
sertat. Gittingen 1898. 

E. Borel, Lecons sur les fonctions entiéres (Paris 1900). 
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Inhaltsiibersicht. 


I. Koeffizienteneigenschaften der ganzen Funktionen von endlicher 
Ordnung. 

§ 1. Definition der ganzen Funktionen G(x) von endlicher Ordnung, — Ord- 
I 6 6. ik pr ie ae oe ee RO a 

§ 2. Eine Koeffizienteneigenschaft von Gia), welche aus de Existenz einer 
oberen Schranke fiir |G(x)| folgt . ; 

§ 3. Kine Koeffizienteneigenschaft von Gia), wolshe aus de Existens einer 
unteren Schranke fiir gewisse | G(x)| folgt. 

§ 4. Umkehrbare Beziehungen zwischen der Ordnungesahl von : G(x) = dem 
infinitiiren Verhalten der Koeffizienten 


11. Ganze Funktionen, welche gar keine oder endlich viele Nullstellen 
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q 
> ay x” 
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§ 6. Allgemeine Form aller ganzen Funktionen ohne Nullstellen = von ‘ead 
licher Ordnung. — Ganze Funktionen mit endlich vielen Nullstellen . 
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unendlich vieler Nullstellen. — Der Picardsche Satz 
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§ 8. Definitionen: Rang und Grenzexponent. Primitive ganze Funktionen . 
§ 9. Endlichkeit des Ranges jeder ganzen Funktion von endlicher Ordnung. — 
Die Ordnungszahl als obere Schranke des Grenzexponenten. ..... . 
§ 10. Eine vorliiufige obere Schranke fiir das Anwachsen einer aaateias 
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primitiven Funktion. : 
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cg a 


IVY. Ganze Funktionen von endlicher Hohe. 

§ 13. Definition der ganzen Funktion von endlicher Héhe. Endlichkeit ihrer 
Es 0s, arch ew Gls oe Dw ek eg eCehs 

§ 14. Existenz einer auf beliebig grofen Kreisen giltigen oberen Schranke fiir 
den reziproken Wert einer primitiven Funktion . 

§ 15. Allgemeinste ganze Funktion von endlicher Ordnung. ‘ Semnemenbene 
zwischen Ordnung, Grad, Grenzexponent und Héhe. Vervollstiindigung des 
Picardschen Satzes. . 

Nachtrag. . 


Ernst Lindeléf, Mémoire sur les fonctions entitres de genre fini, Acta 
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I. Koeffizienteneigenschaften der ganzen Funktionen G(x) 
von endlicher Ordnung. 


§ 1. 
Definition der ganzen Funktionen G(x) von endlicher Ordnung. — 
Ordnungszah] und Spezialtypus. 


1. Fiir eine ganze rationale Funktion n*" Grades: g(«) =>, x 
besteht bekanntlich die Beziehung: . 


(1) lim | 9(2)| = 00, 
j2j=a 


und zwar kann das Verhalten von g(a) in der Nihe der ,,Stelle“ «= co 
des niiheren in folgender Weise charakterisiert werden: Jedem ¢ > 0 liBt 
sich eine positive Zahl R,.so zuordnen, dab: 


mw ute 


(2) |G (a) | | = 1m fur alle «, deren |x| > R.. 
a ee ale 


Diese beiden Ungleichungen in Verbindung mit dem durchweg regu- 
léven Verhalten im Endlichen sind dann fiir g(x) in der Weise charak- 
teristisch, daB dadurch g(x) unzweideutig als eine ganze rationale Funktion 
n‘*" Grades gekennzeichnet wird. 

Aus dieser Erkenntnis erwiichst naturgemiB® die Frage: LiBt sich 
nicht auch fiir ganze transcendente Funktionen eine genauere Differenzie- 
rung des Verhaltens im Unendlichen beniitzen, um bestimmte Funktions- 
klassen mit besonderen, wohldefinierten Eigenschaften eindeutig zu charak- 
terisieren? Dabei wird man von vornherein festzuhalten haben, daB fiir 


eine ganze transcendente Funktion G() = >a" an die Stelle der Be- 
ziehung (1) lediglich die folgende tritt:  ° 


(3) lim | G(a)|= oo  (dagegen: lim | G(x) | = 0). 
|x| =a |zj=e 


 Versteht man also unter M,(r) > M,(r) zwei je nach Umstiinden 
passend zu wahlende und einander zu nihernde, monoton ins Unendliche 
wachsende Funktionen der positiven Verinderlichen », so kénnen hier die 
den Ungleichungen (2) entsprechenden Beziehungen nur in dem folgenden 
Umfange bestehen: 


4) |@(a)| < MU, (| (x) |) fiir alle hinlinglich gropen x, 
( > M,(|x|) fiir gewisse x, unter denen auch beliebig grojse 
vorkommen. Zugleich erscheint die mégliche Auswahl von J/,(7), J/,(r) 


eg 
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nach unten hin durch die Uberlegung beschrinkt, daB nach dem Cauchy- 
schen Koeffizientensatze: 
Max | G(x) | > €m,r", 


|e|=r 


wenn Cm, irgend einen von Null verschiedenen unter den Koeffizienten c, 


bezeichnet. Daraus folgt also, daB M,(r) jedenfalls stérker ins Unendliche 
wachsen muB, als jede noch so hohe Potenz von r. Andererseits zeigt ein 


=) 


1 1 
Blick auf einfache Beispiele, wie: e*", « ? sin (<2), daB es sicher ganze 
Funktionen G(x) gibt, welche fiir alle hinlédnglich gropen x einer Un- 
gleichung von der Form geniigen: 


(A) | G(a)| <el#l", 


unter a irgend eine positive Zahl verstanden (welche, wie das zweite der 
oben genannten Beispiele zeigt, eventuell auch <1 sein kann), Wir 
fiihren nun die folgende Definition ein: 

Jede ganze transcendente Funktion, welche einer Relation 
von der Form (A) geniigt, soll eine ganze (transcendente) Funk- 
tion von endlicher Ordnung heiBen. 

Es wird sich dann zunichst darum handeln, aus der vorausgesetzten 
Existenz von Ungleichung (A) fiir irgend ein (endliches) a > 0 bestimmte 
Schliisse auf die genauere Prizisierung der oben mit M,(|x|), M,(|x|) 
bezeichneten Funktionen zu ziehen. Dabei wollen wir im folgenden den 
Umfang zweier Aussagen von der Form (4) ein fiir allemal durch den 
etwas kiirzeren Ausdruck bezeichnen: 


< M,(|x|) fir alle |x|>R, 


(4a) | G(z)| > M,(|\x\|) fiir gewisse beliebig grofe x. 


2. Angenommen nun, es gibt irgend eine positive Zahl a,, derart, 
daB Ungl. (A) erfiillt ist fiir a = a, und alle x, deren absoluter Betrag eine 
bestimmte positive Zahl R, iibersteigt. Méglicherweise ist dann dieses a, 
schon die Kleinste Zahl, welche die Existenz der fraglichen Relation nach sich 
zieht. Wenn nicht, so steht es frei, a, noch zu verkleinern. In jedem 
Falle wird man sagen kénnen, daB die durch Ungl. (A) mit dem Zusatze 
|x| > R, charakterisierten Zahlen a, eine bestimmte wntere Grenze u, be- 
sitzen, d. h. es gibt eine bestimmte, dem Intervall 0 < «, <a, angehirige 
Zahl «, von der Beschaffenheit, daB bei beliebig kleinem «> 0: 


<el7i“** fir alle |x| > R,, 


> el* “~* fiir mindestens ein x des Bereiches |x| > R,. 
1 


6) 14@)|| 
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Wird jetzt R, > R, angenommen, so gehért analog zu R, eine Zahl 
«, > 0, derart, daB bei beliebig kleinem « > 0: 


el7i@** far alle |x| > Ry, 


< 
|e)! | Aa : ; ) 
>e7"" fir mindestens ein x des Bereiches |x| > R,. 


Dabei kann nur «, < «, sein, da die erste dieser Ungleichungen wegen 
R, > R, infolge der ersten Ungl. 5 sicher besteht, wenn «, = «, ange- 
nommen wird, die zweite aus dem namlichen Grunde niemals bestehen 
kann, wenn @ >«,. Bedeutet also 


= a ee 


eine beliebige Folge positiver, monoton ins Unendliche wachsender Zahlen, 
so entspricht derselben eine niemals zunehmende Folge nicht-negativer 
Zahlen: 

&, > uy >++:->a,>-:- 


von der Beschaffenheit, daB bei beliebig kleinem « > 0: 
<e'*\*"** fir alle |z|>R,, (v=1, 2, 3,---), 


>e\°~* fiir mindestens ein x des Bereiches |x| > R,. 


(6) | G()| 


Die Folge der a, besitzt alsdann einen bestimmten Grenzwert, etwa: 
(7) lima, =a >0, 
welcher offenbar von der besonderen Wahl der Folge (R,) vollig unab- 
hdngig ist. Denn lé8t man an die Stelle der Folge (R,) irgend eine 
andere monoton ins Unendliche wachsende Folge (R,.) treten, so gehért 
zu jedem w ein »v, derart, daf: 

R, SB. < B,.;3. 

Wird also die nach Art der («,) gebildete Folge, welche der Folge 
(R,.) zugehért, mit («,,) bezeichnet, so hat man nach dem oben gesagten: 
@, Soy <e,,,, also auch: lime, = «. 

M=@ 

Die Zahl « erscheint also als eine fiir die betrachtete Funktion G(x) 
charakteristische, deren endgiiltige Bedeutung sich in folgender Weise an- 
geben laBt. Wird d>0 beliebig klein vorgeschrieben, so laBt sich eine 
natiirliche Zahl n; so fixieren, dab: 
lng <a+ =» also: «,, += <«+4, 
und es besteht demnach, wenn man in der ersten Ungleichung (6) v = n;, 
Co) 
2 
(8) | G(a)|<el*i**° fir alle |x| > R 


ée= 


setzt, die Beziehung: 


n° 
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Andererseits hat man fiir jedes v: 


é %) 
a, >a—-s, also: a,—>o>aet+d, 


sodaB aus der zweiten Ungleichung (6) vermittelst der Annahme ¢ = = 
sich ergibt: 


(9) | G@(x)|>ei*~° fiir mindestens ein x des Bereiches |x| > R,. 
Da hier v jede der Zahlen 1, 2, 3, --- bedeuten kann und lim R, = co 


ist, so besteht also die letzte Ungleichung fiir wnendlich viele x, unter 
denen auch beliebig grofe vorkommen. 
Schreibt man schlieBlich noch R; statt R,, oder, noch etwas priig- 


nanter, bezeichnet man mit R; die wntere Grenze aller méglichen R,, so 
lat sich das in Ungl. (8) und (9) enthaltene Resultat in folgender Weise 
formulieren: 
Jede ganze Funktion von endlicher Ordnung ist von ganz 
best?tmmter Ordnung «*); d. h. geniigt G(x) einer Relation 
von der Form (A), so existiert eine**) bestimmte Zahl « > 0 
von der Beschaffenheit, dafi bei beliebig kleinem 3 > 0 stets: 


re <e**° fiir alle |x| > Ry, 
(B) | G(x) | — : iis 
>a fiir gewisse beliebig grofte zx. 

5. In dem besonderen Falle « = 0, dessen Méglichkeit nach dem bis- 
her gesagten keineswegs ausgeschlossen erscheint***), wird der Wert der 
zweiten Ungleichung (B) offenbar illusorisch: dieselbe enthilt dann ledig- 
lich die triviale Aussage, daB fiir gewisse beliebig groBe « |G(x)|> 1 aus- 
fallt. Will man hier eine wirklich brauwchbare, d. h. mit |x| noch is 
Unendliche wachsende und daher zur Charakterisierung des Unendlieh- 
werdens von G(x)| geeignete untere Schranke fiir | G(«)| erhalten, so 
muB man von vornherein statt des Exponenten ||* eine Funktion ein- 
fiihren, die langsamer wiichst, als jede noch so niedrige Potenz |x|*, da- 
gegen immerhin schmneller als jedes noch so grofe Multiplum von lIg|z| 
(wegen e”''s!*! —|z)|"), und die dann eventuell auch zur Herabminderung 


der oberen Schranke e!*!* dienen kann. Es wird hiernach zweckmifig er- 
*) Franzésische Autoren bezeichnen nach dem Vorgange von Borel das, was 
hier schlechthin ,,Ordnung“ genannt wird, (wie mir scheint, nicht sehr gliicklich) als 
ordre apparent“, wihrend dann ,,ordre réel“ als gleichbedeutend mit der weiter 
unten (s. § 8, Nr. 2, p. 293) einzufiihrenden Bezeichnung ,,Grenzexponent gebraucht wird. 
**) DaB es nur eine Zahl « geben kann, fiir welche die beiden Ungleichungen (B) 

in dem angegebenen Umfange bestehen, ist unmittelbar einleuchtend. 
*"t) Beispiele fiir das wirkliche Vorkommen dieses Falles s. p. 316, FuBn. 1. 
Vgl. auch p. 328, FuBn. 4. 
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scheinen, den Begriff der Funktionen endlicher Ordnung noch dahin ein- 
zuschranken, daB man darunter nur Funktionen von endlicher, nicht ver- 
schwindender Ordnung versteht. Dabei wird aber festzuhalten sein, daB 
alle Resultate, welche von der in (B) auftretenden oberen Schranke her- 
riihren, auch noch fiir den Fall « =0, also fiir die Funktionen mullter 
Ordnung giiltig und brauchbar bleiben, wiihrend dagegen die auf der 
Existenz der unteren Schranke (B) beruhenden illusorisch werden*) 

Im iibrigen wird offenbar die soeben angedeutete Hinengung der 
Schranken (B), welche bei den Funktionen nullter Ordnung fiir eine ge- 
nauere Charakterisierung des infinitiiren Verhaltens sich geradezu als mnot- 
wendig erwies, auch bei den Funktionen von (nicht verschwindender) end- 
licher Ordnung médglich und zur Verschiirfung gewisser Resultate auch 
wiinschenswert erscheinen. Bei der Herstellung solcher engerer Schranken 
hatte man offenbar in ganz analoger Weise zu verfahren, wie bei der suc- 
cessiven Verschiirfung der Kriterien fiir die absolute Konvergenz und 
Divergenz unendlicher Reihen. Doch soll von der Durchfiihrung dieses 
Prinzips hier vollstiindig abgesehen**) und lediglich noch die folgende 
besonders einfache und, wie sich zeigen wird, auch niitzliche Verschirfung 
der Grenzbedingungen (B) in Betracht gezogen werden. 

4. Es sei G(x) von der Ordnung «. Dann ist offenbar der Fall 
denkbar und, wie die oben schon erwiihnten einfachen Beispiele 


1 1 
e, x *.sin (,7) 
unmittelbar erkennen lassen, auch tatsiichlich vorhanden, da8 fiir alle hin- 
langlich groSen x nicht nur, wie die erste Ungleichung (B) es verlangt: 
| Ga)| < eae", 
sondern sogar fiir irgend ein ¢ > 0: 


(C) | G(x) | <e le". 
Hat man sodann speziell: 
(10) |G(2)|<evle", fir |2|> Ry, 


so haben wiederum bei festgehaltenem R, die Zahlen c,, fiir welche diese 
Ungleichung méglich ist, eine bestimmte wntere Grenze y,, die sich keines- 
falls erhdhen kann, wenn man R, successive durch grdjtere Zahlen 
R,, R;,-+-+ ersetzt. Man gelangt auf diese Weise durch Beniitzung der 

*) Analoge Bemerkungen gelten natiirlich fiir ganze Funktiouen von der Ord- 
nung oo, d. h. solche, welche fiir gewisse beliebig groBe w stirker anwachsen, als 
etl? say jedes noch so grofe B > 0. 

“*) Derartige Untersuchungen findet man bei E. Lindelif, a, a.0.; vgl. ins- 
besondere p. 25. 45. 
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namlichen Schliisse, wie in Nr. 2, zunichst zu einer Folge niemals zunehmen- 


der, nicht-negativer Zahlen y, (v = 1, 2, 3, ---) von der Beschaffenheit, daB 
bei beliebig kleinem ¢ > 0 (vgl. Ungl. (6): 


(11) | G(a) | ny Ae " fiir alle |x| > k,, (v = 1, 2, 3, tis ‘) 
> e%y-9\2I* fiir mindestens ein x des Bereiches |x| > R,, 

und schlieBlich zu einer durch die Gleichung: 

(12) y =limy, 

definierten, iibrigens von der Wahl der R, durchaus wnabhiingigen und 

fiir die Funktion G(x) charakteristischen nicht-negativen Zahl y, welche 

die Eigenschaft besitzt, daB bei beliebig kleinem « > 0 (vgl. Ungl. (B)): 


wo ees & me lel> 2. 
> ey-9 |! fiir gewisse beliebig grope x. 
Ist hierbei y > 0, in welchem Falle man den Ungleichungen (D) durch 
Substitution von ye fiir y auch die Form geben kann: 


A(l+e)-y-|a{@ 
(’) wait 
) ONS g-a-rieit 


so soll gesagt werden, es gehére G(x) dem Normaltypus y der Ordnung 
a, kiirzer: dem Normaltypus (a, y) an. 


Ist dagegen speziell y= 0, in welchem Falle die erste der Unglei- 
chungen (D) die Form annimmt: 


(E,) | G(a)|<e''*!" fiir jedes e>0 und alle |x| > R,, 


wihrend die Brauchbarkeit der zweiten illusorisch wird und an ihre Stelle 
lediglich die urspriingliche zweite Ungleichung (B) tritt, d. h.: 

(E,) | G(«)|> elzia~9 fiir jedes 0 >0O und gewisse beliebig grofe x, 
so soll gesagt werden, es gehére G(x) dem Minimaltypus der Ordnung a, 
kiirzer: dem Minimaltypus («) an. 

Hierzu sei noch ausdriicklich bemerkt, daB die Existenz von Ungl. (E,) 
fiir jedes noch so kleine « >0 keineswegs diejenige von Ungl. (E,) fir 
jedes noch so kleine d > 0 ausschlieft. Denn, wie klein auch ¢>0, d>0 
angenommen werden mégeu, so hat man stets: 

(13) ée-|2/?>1, wenn: |¢| > R= (—) ‘ 
und sodann durch Multiplikation mit | |*-°: 


(14) e-'xl\*>|a2'¢-9 fir |x| > R, 


na 








na 
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sodaB die gleichzeitige Existenz der Ungleichungen (E,) und (E,) keinen 
Widerspruch enthiilt. 

Als Resultat dieser letzten Betrachtung ergibt sich also: 

Geniigt eine ganze Funktion G(x) von der Ordnung « einer 
Relation von der Form (C): | G(x)|<e'!*"* fiir |x|>R, so 
gehirt G(x) entweder dem Normal- oder dem Minimaltypus 
an; d. h.: Es gibt entweder eine bestimmte positive Zahl y, 
welche gestattet, die beiden definierenden Ungleichungen (B) 
durch die priziseren Ungleichungen (D) oder (D’) zu ersetzen; 
oder es lat sich die erste Ungleichung (B) durch die sehr viel 
stiirkere (Ei,) ersetzen. 

Es bleibt noch als zweite, ausschlieBlich vorhandene Méglichkeit der 
Fall zu untersuchen, dab G(a) keiner Relation von der Form (C) geniigt. 
Dann miissen offenbar, wie grof auch die positive Zahl c angenommen 
wird, unter beliebig grofien Werten von x immer wieder solche vorkommen, 
fiir welche: 


(15) |G (a)| > ele 


ausfillt. In diesem Falle laBt sich also die zweite Ungleichung (B) durch 
die sehr viel stéirkere (15) in dem Sinne ersetzen, daB es freisteht c wnbegrenzt 
zu vergrépern. Fiir jedes nicht dem Normal- oder Minimaltypus angehérige 
G(x) von der Ordnung « bestehen demnach die charakteristischen Un- 
gleichungen: 


| < cltl**° fir jedes 6>O0 und alle |x|> R;, 
(F) |@@)\} a ae 
ae fiir jedes & >0 und gewisse beliebig grofie x. 


Alsdann soll gesagt werden, es gehére G(x) dem Mazimaltypus der 
Ordnung «, kiirzer: dem Mazimaltypus (a) an. 

Hiernach lassen sich die Hauptergebnisse dieses Paragraphen schlieB- 
lich in folgender Weise zusammenfassen: 

Ist eine ganze Funktion G(x) tiberhaupt von endlichcr 
Ordnung, so ist sie nicht nur von bestimmter Ordnung «a, son- 
dern sie gehirt, sofern nur a> 0, einem bestimmten von drei 
wohldefinierten Haupttypen an. Mit anderen Worten: Steht 
von vornherein nur fest, dap fiir G(a) eine Relation von der 
Form (A) existiert, so geniigt G(x) nicht nur den beiden Un- 
gleichungen (B), sondern einem der drei spezielleren Un- 
gleichungspaare (D), (E), (F). 
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§ 2. 
Eine Koeffizienteneigenschaft von G(x), welche aus der Existenz 
einer oberen Schranke fiir | G(x)| folgt. 


Hauptsatz I. Geniigt die bestindig konvergierende Reihe > ea" fiir 
0 
alle x, deren absoluter Betrag eine gewisse positive Zahl iibersteigt, einer 
Relation von der Form: 


(G) 


so hat man: 


wo 


Dea"|< Ae" (A>, >0, «>0), 


|" 0 | 





1 


() iw (2)" We, j= tim V (9 Je) < (er) 


Beweis. Aus (F) folgt auf Grund des Cauchyschen Koeffizienten- 
satzes: 
(1) lear|<A-er'izi® (y=0, 1, 2,---3 |x| >R). 
Setzt man: 


'z|=(S) > R, ah. v>ay- Re, 
so wird: 
¢ | v @ 
(2) le,1- (2) SA-e", 
anders geschrieben: 
(3) ( " ‘|¢,|<A-(ay)*. 


Erhebt man in die (=) Potenz, so folgt durch Ubergang zur Grenze 
v = 00: 
1 


Tim (2) -Ve,|<(e "pe 


d. h. man erhialt die erste Form der unter (f) behaupteten Koeffizienten- 
relation. Um auch die zweife zu gewinnen, kinnte man sich der Stirling- 
schen Formel: 
1 oy 
v! =V2a-v *F.¢ "ii (0<#, <1) 


bedienen, welche ja fiir v = co die Beziehung liefert: 


(4) Vri~* 








OnzZ 


fiir 


mer 


; 


en- 


R). 


Ize 
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Man kann aber diese letztere Beziehung und somit das gewiinschte Re- 
sultat auch ohne dieses relativ komplizierte Hilfsmittel in folgender, auBerst 
elementaren Weise herleiten. Man hat: 


2 ye 9” v 
(5) = i a a? also: v! > (=) ’ 
0 
Andererseits ist: 


a 12.23. 34...(y—1)”. p+! 








" * 9.38... (p—1)"~!. 9” 
3 x v—1 
=) 2) toe Fo 
. 1 (1+) 
und daher mit Beniitzung der bekannten Beziehung: (1 + ee e: 
(6) vicwtt. (2) = (2)'- ve. 


Durch Zusammenfassung von (5) und (6) ergibt sich also die doppelte 
Ungleichung: 


“en v v 
(7) (=) <vul< (2) - ve, 
e e “ 


aus welcher dann unmittelbar die Beziehung (4) resultiert. 
Im iibrigen findet man auch durch direkte Beniitzung der zweiten 
Ungleichung (7) und Gleichung (3): 


1 1 1 
(x) (vI)® - |¢,| <A- (ve): (ay) 
und hieraus durch Erhebung in die (=) Potenz und Ubergang zur Grenze 
v= oo die zweite Form der Behauptung (f): 


’ i 1 
Tim V (vt) |e, <(ep)*. 


g 3. 


Eine Koeffizienteneigenschaft von G(x), welche aus der Existenz 
einer wnteren Schranke fiir gewisse | G(a)| folgt. 


1. Dem Beweise des weiter unten zu formulierenden Hauptsaizes I, 
welcher das Analogon und die Erginzung zu dem zuvor abgeleiteten 
Hauptsatze I bildet, schicken wir zuniicht zwei Hilfssiitze*) voran. 





*) Die Verwertung des Hilfssatzes I zur Abkiirzung eines friiher von mir ge- 
gebenen elementaren Beweises fiir den Hauptsatz II (Miinch. Ber. 32 [1902] p. 165) 
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Hilfssatz I. Bedeutet >a eine bestindig konvergierende Reihe mit 
0 


reellen Koeffizienten und ist fiir unendlich viele positive r, unter denen 
auch beliebig groBe vorkommen: 


(1) >a," =0, 

0 
so gibt es unendlich viele Indices m,, fiir welche: 
(2) Any = 0. 


Beweis. Angenommen, die Behauptung wire unrichtig, so miiBte 
von einer bestimmten Stelle ab, etwa v >, bestiindig 
(3) a,<0 
sein. Andererseits kénnte man eine positive Zahl R so fixieren, daB 
fiir r> R: 

| n—1 

a lal >| Sar, 
und daher, wegen: a,r" < 0: — 


(5) ar <0 (fir: x > R). 
0 
Da iiberdies fiir jedes positive r 


ao 


(6) > ar <0 


an+1 
ausfallen miiBte, so hitte man schlieBlich: 


2) 


(7) > ar’ <0 fiir jedes r> R, 


0 


was der Voraussetzung widerspricht. — 


Hilfssatz Il. Ist Pa bx, wo x > 0, eine konvergente Reihe mit nicht- 
0 


negativen Gliedern, 3 eine beliebig anzunehmende positive Zahl, so hat man: 


(a) Fiir x > 1: yu<(> b) 
0 . 0 

(b) Fir x <1: Sc ea). (Sarai! sa): 
0 0 y 


verdanke ich Herrn Liiroth (vgl. ebendas. p. 295), von dem auch der Grundgedanke 
zur Abkiirzung des von mir urspriinglich gegebenen Beweises von Hilfssatz II herriihrt. 
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Beweis. Setzt man: 


yy, =B *), 
0 


so besteht fiir jedes » die Beziehung: 
b, 
(8) Bg <1, 


und daher auch, falls x >1, die folgende: 


ayn 
also: 


) (i) <# 


Substituiert man hier y= 0,1,2,---,, so folgt durch Summation 
und Ubergang zur Grenze » = oo: 


1 


(10) —* e<.- b, = 1, 
0 0 


also in der Tat, wie unter (a) behauptet: 
(a) Me <( > ) 
0 0 


Um die Richtigkeit von (b) zu beweisen, werde gesetzt: 


(11) d= 4, dae, = 8, 
0 0 


wobei vorliufig 2a,, La,c, irgend zwei konvergente Reihen mit nicht- 
negativen Gliedern bedeuten sollen. Ist sodann fiir x <1 auch noch die 
Reihe 2a,c* konvergent, so besteht die Identitit: 


) > a= (4) ° > a,-($°4) 


(x> 1). 


*) Hiermit wird also 3), ohne weiteres als konvergent angesehen. Die Richtig- 
keit dieser Annahme folgt in der Tat unmittelbar aus der vorausgesetzten Konvergenz 
von Sb}, falls x<1. Ist dagegen x>1, so kiénnte Sb, immerhin divergieren. In 
diesem Falle wiirde offenbar Ungleichung (a) etwas allemal richtiges, aber wertloses 
aussagen: es kommt also auch hier lediglich der Fall der Konvergenz von 3b, ernstlich 
in Betracht. 
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Nun gilt aber fiir jedes a>0, x<1 die bekannte Beziehung*): 
a*<1+x(a-1), 


also: 
(13) (4: o) <1te-($ -¢,—1). 


Durch Multiplikation mit a,, Substitution von »v = 0, 1, 2,--- und Sum- 
mation ergibt sich hieraus: 


(14) da,-(4-0)'< Ha +e( dos - se .) -d, 
0 0 


und daher mit Beniitzung der Identitit al 


Beictih Bo-(So)" (Bao) 


Setzt man jetzt noch: 


eh : 
(15) a, _ (; + 3) ? a,c, bi bx, 
also: 
~ . Pm fl 
Ha, — TTS, ¢, =a, *-b,=(14+0)*-b,, 


0 


so folgt, wie unter (b) behauptet wurde: 


(b) ae<tt- (Siaral ay (x<1). 


2. Hauptsatz Il. Geniigt die bestiindig konvergierende Reihe > C, a” 
0 


fiir unendlich viele x, unter denen auch beliebig groBe vorkommen, einer 
Relation von der Form: 


(H) > C,a” 


so hat man: 


>A-ecr'zi* (A>0, y>0, a>Q), 





(h) im (2)" {6 (a; =1im Viens. C1 >(ay)*. 


Beweis. Es werde zuniichst « = 1 angenommen. Setzt man sodann 
|z| =r, so resultiert aus der Voraussetzung (@) a fortiori die folgende: 





*) Eine villig elementare Herleitung dieser Ungleichung s. Miinch. Ber. 32 
(1902) p. 176, 300. 

















= 


r 


or 
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(16) DNG|rsAer—a- See, 
0 0 


sodaB also fiir unendlich viele 7, unter denen auch beliebig groBe vor- 
kommen, die Beziehung besteht: 


(17) > W/6,|- Ay) 20. 


0 
Man hat somit nach Hilfssatz I fiir wnendlich viele m,: 
{ 18) m,! | Ch, | = A- y” 
und, mit Beniitzung der aus Ungl. (7), p. 267 entspringenden Beziehung: 
(BY > 2. mt 


e m,e 
auch: 


(19) (™)""- |C,,| >A: Lae 


e ™my 


Erhebt man die beiden Ungleichungen (18), (19) in die (< r Potenz, so 


liefern sie durch Ubergang zur Grenze die Beziehung: 


(20) lim = : VIG] = lim Vri|C,| =?; 


welche mit der unter (g) behaupteten fiir den Fall « = 1 zusammenfiillt. 
Ist jetzt « von 1 verschieden, so bringe man die auf Grund der 
Voraussetzung (G) a fortiori bestehende Ungleichung: 


(21) >| Cia”*|>A-er'\*" (fiir gewisse beliebig grope x) 
0 


durch die Substitution 


3 
| a| = 7% 
auf die Form: 


aw ¥ «2 1 
(22) DING = DIC)" SA err 
0 0 


Man hat sodann im Falle a <1 nach Ungl. (a) des Hilfssatzes II (indem 


man dort x = a, b, =|C,|*-9" setzt): 
a 


) 1 , @ 1 
(28) Dar <( Bar. r)s 
0 0 
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und daher, wenn man diese Ungleichung in die «a Potenz erhebt, mit 
Beriicksichtigung von Ungl. (22): 


(24) > |CL\*- 9" > A*- et” (fiir gewisse beliebig grofe r), 


0 


sodaB sich mit Beniitzung des bereits gefundenen, in Ungl. (20) enthaltenen 
Spezialresultates ergibt: 


(25) Tim 2 -/[O, = lim Vot[O)* > ay («<1). 
Im Falle « >1 hat man — nach Ungl. (b) des Hilfssatzes II: 
1 


a6) Soar <Ct) "(Sosa ” 1G 


folglich, wenn man diese Ungleichung wiederum in die «® Potenz erhebt, 
mit Beriicksichtigung von Ungl. (22): 


(27) da + de--*.| C|@-97 > (44) - (> (|C,|*- rs ) 
- 


0 


o 
1+96 
und, wenn man noch r durch (1+ 0)'~“- 9 ersetzt: 


= : é a—1 ls 
(28) toe errr, 

0 
Hieraus wiirde sich mit Hilfe von Ungl. (20) zuniachst ergeben: 
(29) lim -- ~(C, |* = lim Vr ic C re > (1+ 6)'-«. 


~ ( = A®. eer", 


Da aber 0d > 0 unbegrenzt verkleinert werden darf, so folgt schlieBlich: 
(30) lim ~ V/C, |" | = lim Vv! |G" C,\* > ay («@>1). 


Durch Erhebung der Relationen (25), (30) in die (=) Potenz und Zu- 
sammenfassung mit savas (20) ergibt sich also, wie behauptet: 





(h) lim (7 "y ~ tim Vien ic, G12 Cen)". 


fiir jedes positive «. 








it 


), 
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§ 4. 
Umkehrbare Beziehungen zwischen der Ordnungszahl von G(2) 
und dem infinitiren Verhalten der Koeffizienten. 


1. Die in § 2, § 3 bewiesenen Hauptsiitze sind in der gegebenen 
Form nicht ohne weiteres wnkehrbar. Dagegen lassen sich die betreffenden 
Voraussetzungen in verschiedener Art so erweitern, daB die entsprechenden 
Siitze wmkehrbar werden. 

Satz I Ist bei beliebiy kleinen «> 0: 


(1,) > ca"| <eit) riz" fiir alle |x|>R,, 
0 | 
(I,) >? Ca" >el-)7 i! fiir gewisse beliebig groBe x, 
"0 | 


so bestehen die Beziehungen: 


a e. —_ a 
(i,) lim (=) -V\¢,| =lim Vwn=-lq1S (er), 


—_ ; alii mV We ie 1 
(i) Tim (7) VG, Tim V(w*-|C,| > (@7)*, 


und umgekehrt*). 
*) Setzt man: 1 


«a 

= * 
@ . —~-» 
(aye)* =x, also: yo 


so nimmt die fragliche Umkehrung die folgende Form an: 
Aus den Voraussetzungen: 





1 
eee 
lim v® .V\e,| <x, 
r=2 
s 
iim »* -V|C,| >x 
=m 
folgt allemal: 
| we 1+eé @ 
| — -|xz 
| > ¢, a” Zar" ’ 
| 0 
| @ 1—e @ 
Y “or en 
| >? C,2” |>e 
\~0 | 


in dem oben niher bezeichneten Umfange. 

Eine sehr kurze und verhiltnismaSig elementare Herleitung dieser Beziehungen 
gibt Herr E. Lindeléf in einer Note, welche mir wihrend der Drucklegung dieser 
Abhandlung zuging: ,,Sur la détermination de la croissance des fonctions entiéres etc.‘ 
Bull. des sc. math. (2) T. 27 (1903). Kine vollkommen elementare Modifikation der 


Mathematische Annalen, LVIII. 18 
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Beweis. Aus der Voraussetzung (I,) wiirde auf Grund des Haupt- 
satzes I (Ungl. (@), (g), p. 266) zuniichst folgen, daB fiir jedes « > 0: 


1 


lim n (Z Je. Vie, = tim Voy ¢,| S(A+eay)*. 


Da aber diese Grenzwerte, wenn sie iiberhaupt unter einer endlichen 
Schranke liegen, eindeutig bestimmte Zahlen vorstellen und andererseits « 
unbegrenzt verkleinert werden darf, so ergibt sich unmittelbar die Richtig- 
keit der Behauptung (i,). 

Das analoge gilt beziiglich der Herleitung von Ungl. (i,). 

Die Umkehrbarkeit dieser Resultate lift sich sodann in folgender 
Weise indirekt beweisen. Angenommen, es bestehe die Voraussetzung (i,) 
und es sei nicht miglich, jedem beliebig kleinen ¢>0 ein R, so zuzuordnen, 
daB Ungl. (I,) fiir |x, > R, besténdig erfiillt ist: alsdann miiBte ein be- 
stimmtes « >0O existieren, derart daB unter beliebig grofen x immer 
wieder solche vorkommen, fiir welche: 

See ae i ter-7-iel", 
| 0 | 
Hieraus wiirde aber nach dem Hauptsatze Il (Formel (H), (h) p. 270) 
folgen, daB: 
—-.: 1 
lim a (7 \" V c,| = lim V wre -le,| >(1+¢)-ay)*, 
was der Voraussetzung widerspricht. 

Analog wiirde die Annahme, daB die Beziehung (I,) nicht allemal 

aus der Voraussetzung (i,) resultiere, die Existenz einer Ungleichung 


von der Form: 
Berl 


nach sich ziehen und somit schlieBlich im Widerspruche mit der Voraus- 
setzung auf die Relation: 


< ¢i- e’)-y-|2|* 





1 


lim (2 )" ViGj= 


y=o * 





ih Qe i 
m ) (v!)*-|C,| < (1—e’)-ay)* 


fiihren. 


Lindeléfschen Methode findet man in einem Nachtrage am Schlusse der vorliegen- 
den Abhandlung. 











—— 
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2. Satz Il. Ist bei beliebig kleinem «> 0: 
(K,) = cai <e "fiir alle |x| > R,, 
| 0 


! a 


(K,) 30 x” > F laa fiir gewisse beliebig groBe a, 





so bestehen die Beziehungen: 


(k,) lim ye. Vie) = tim V(on#-,! |c,| = 


v=2 





Pome arty 
(Ks) lim »*-V/|C,| = lim V (v1)«-|C,| = 00, 


und umgekehrt. 
Beweis. Aus den Voraussetzungen (K,), (K,) wiirde auf Grund der 
Hauptsiitze I, Il zuniichst folgen, daB: 


k. ———_—_——__ — 
1 
lim (2) -Ve1 = lim V ene. le, < (ue)*, 
: 1 


im (2)"-V—Im Veon*-i0,'2 (2)" 


=F 


Da es aber freisteht, ¢ > 0 unbegrenzt zu verkleinern, so miissen die 
fraglichen Grenzwerte geradezu = 0 bezw. = oo ausfallen. Infolgedessen 
1 


ist es auch gestattet, im ersten Gliede beider Relationen den Faktor (=) 


einfach wegzulassen, auBerdem in der ersten Relation das Zeichen lim durch 

lim zu ersetzen, sodaB sich in der Tat die Ungleichungen (k,), (k,) ergeben. 
Die Umkehrbarkeit dieser Resultate erkennt man dann wiederum 

unmittelbar auf indirektem Wege, ganz analog wie bei Satz I. — 


3. Satz Ill. Ist bei beliebig kleinem 6 > 0; 


o 


(L,) > 6 


0 


<elti**? fiir alle |x| > Ry, 








2 | 
(Ly) > C,x" | > el* “~* fiir gewisse beliebig grope , 
0 ‘ 


18* 
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so bestehen fiir jedes beliebig kleine d >0 die Beziehungen: 





3 .ret SP EA 
() lim v#*8 ./76,| lim V (NF. Je,| =0, 
Are ee 
(1,) lim pets .y/ C, | = lim (v!)"*9 .|C,| = 00, 


und umgekehrt. 

Beweis. Denkt man sich 0@ beliebig klein fixiert, so besteht auf 
Grund der Voraussetzung (L,) fiir alle hinlinglich grofen 2 (nimlich 
fiir |x| > Ri ,) die Beziehung: 

2 


o 


>; Cc, x” 


0 


we {4 
< el*! “=e 7) 








Wie klein jetzt auch ¢>0 vorgeschrieben werden mége, so kann man 
J 


2 


durch hinlingliche VergréBerung von |x! stets erzielen, daB =| < é 


ausfallt. Dann ergibt sich aber aus Satz Il (Ungl. (k,)), daB fiir dieses 
und somit schlieBlich fiir jedes 3 > 0: 


1 scar: eens 
vane v=@ 


wie unter (1,) behauptet wurde. Das analoge gilt beziiglich der Be- 
hauptung (1,). 

Auch hier erkennt man die Umkehrbarkeit der betreffenden Resultate 
mit Hilfe des in Satz I beniitzten indirekten Beweisverfahrens. — 

4. Ersetzt man in den vorstehenden Sitzen I, I, III die mit C, 
bezeichneten Koeffizienten durch ¢,, so ergibt sich mit Beniitzung der in 
§ 1 gegebenen Definitionen das folgende Hauptresultat*): 


Ist G(a) => e2" von der Ordnung «> 0, so bestehen 
0 


bei beliebig kleinem 3 > 0 die Beziehungen: 


ee er s 
Ia) lim yat8. Ve] = lim V vi)jtt9.\e | =O, 
( ; <s =o ; 7 


v=@ 
1 


? 1 


r=@ 





*) Literaturangaben s. Miinch. Ber. 32 (1902), p. 163, 164. 
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Gehort G(x) dem Minimal- bezew. Maximaltypus (a) an, so 
darf man in der ersten bezw. zweiten Relation geradezu d=0 
setzen, soda also: 








1 “4 i ; 
(a) lim v* -Y\¢,) = lim V one -|ce,|=0 fiir den Minimaltypus, 
ary Se mV, f° pomp 
‘ (IIb) lim v*-Yj\e,!=lim V (v!)*-{e,|=0co fiir den Maximaltypus. 
Wh v=@ v=o 
ch Gehirt G(x) dem Normaltypus (a, y) an, so wird: 
ee 
(I) lim (2) -Vic,| = lim (v!)*-\e,!=(ay)* (d. h. endlich und von 
ai sir Null verschieden). 
Alle diese Beziehungen sind umkehrbar*). 
" Man kann den wesentlichen Inhalt dieser Aussagen in folgender 
Weise zusammenfassen: 
| Die Ordnung (einschlieBlich des besonderen Typus) von 
_€ 2 
- Gr (a) -> c,x” d. h. das infinitére Anwachsen der Maxima 
0 
von |G(ax)| ist umkehrbar-eindeutig mit der infinitéren Ab- 
nahme der \c,| verkniipft. 
Auch sei noch ausdriicklich darauf aufmerksam gemacht, daB also 
" Ordnung und Spezialtypus von G(x) lediglich von den Absolutwerten der c,, 
| noch priciser ausgedriickt, von dem infinitaéren Verhalten dieser Absolut- 
” werte abhingig ist. Im iibrigen lat sich selbstverstindlich das infinitire 
" *) Dabei bestimmt sich also, wenn: 
Sy 1 
in * +— 
lim (=) . V| c,| 
r=>@ é —_ * 
> : 4 ws 
” lim V we ¢, | 
der ,,Typus‘* y aus der Gleichung: 
1 
a 4 
(ay)* =A, also: ysees 


Man bemerke noch, da8 die drei Gleichungen (IIa), (Ib) und (III) alle Méglich- 
1 

keiten erschépfen, welche das Verhalten von lim v® 

v=o 


mit ist also zugleich ein neuer Beweis dafiir geliefert, daB jedes G(x) von der 
Ordnung a einem jener drei Spezialtypen angehéren muB. 





Vv, 


|¢,| darbieten kann. Da- 


dr REE a 
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Verhalten der |c,| statt durch die oben angegebenen Grenzgleichungen auch 
durch entsprechende Ungleichungen fiir endliche v charakterisieren. Setzt 
man der bequemeren Schreibweise halber durchweg: 


«=> 
a 
und sodann in (Ia): 
1 1 t) ’ , a 
pene ~ eH YH (also: 8 = Ty) 
desgl. in (Ib): 
1 1 é , , , ) 
res FY —_ 2 + a («e —0) =« + 0 (also: rt) = ea)? 
sodaB also in beiden Fallen 6” gleichzeitig mit 0 beliebig klein wird, so } 
nimmt der zweite Teil der Gleichungen (Ia), (Ib) die Form an: 





(K’) lim Vv!*-*-'¢,)=0, lim Vvl"¥"- Je] = 00 (fiir jedes 6’>0). | 


Hieraus ergibt sich, da8 zum mindesten: | 
- u'=-d’ 
(1a) \<(5) fiir alle hinlénglich groBen v, etwa v > n,,, 
C, ‘4 a’ +0’ 
(1b) |> () fiir gewisse beliebig groBe v. 


Es laBt sich aber leicht zeigen, daB auch umgekehrt diese letzteren Un- 
gleichungen stets die Existenz der Gleichungen (K’) nach sich ziehen.*) 
Aus (la), (1b) folgt naimlich, daB auch: 
’ J’ . 


ry é 


2 a- 
|< (5) = (5) . (") fir alle vy>nj, 
2 
a'+2 é’ eo 
fi . wi wie , — 
|. (5) = (v!)*. (=) fiir gewisse beliebig groBe v, 
also: 
J” e 
(vi)"-Flei< (G) » (vi)t+%- lel > (v!)° (in dem angegebenen Umfange), 


woraus dann unmittelbar die Grenzbeziehungen (K’) hervorgehen. 
*) Mit anderen Worten: Die Ungleichungen (1a), (1b) sagen infolge der Még- 
lichkeit, 6° beliebig zu verkleinern, nicht weniger aus, als die folgenden offenbar 
gleichfalls aus (K’) resultierenden: 
e' 
1 
a. (oye te 


|e, | 


(wo e>0 beliebig klein). 








ich 
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Gehért G(x) dem Minimal- bezw. Maximaltypus an, so ergibt sich 
aus (Ila) bezw. (IIb) als Ersatz fiir Ungl. (1a) bezw. (1b) die folgende 
Ungleichung: 


(2a) |e¢\< ro fiir alle vy >n, 


(e>0 beliebig klein). 
fiir gewisse beliebig groBe v 





i 1 
2b) | = 7 
@b) 16) >see 


Gehért endlich G(x) dem Normaltypus («,y) an und setzt man (wie 


1 
p. 277, FuBn.) (@y)* =A, so li®t sich Gl. (IIT) durch die folgenden 
Ungleichungen ersetzen: 


\< ate fiir alle v > n, 
(3) je|i © (s>0 beliebig klein). 


, G i ’ © i - 
|> — me - fiir gewisse beliebig grope v 
(v.) 


Fr - 
Legt man den Zahlen -, (als den Koeffizienten der cinfachsten ganzen 


transcendenten Funktion e*) die Ordnungszahl 1, also den Zahlen (. ) 
a’ — 3" ; 
und etwas allgemeiner einer Folge schlieBlich stets wnterhalb (=) , aber 


ce’ +d" 
mindestens zum Teil oberhalb (=) bleibender Zahlen die Ordnungs- 


zahl « bei, so wird man die vorliegende Funktion G(x) auch durch die 
Aussage charakterisieren kénnen: sie sei von der Koeffizientenordnung a’. 
Alsdann 1aBt sich das oben ausgesprochene Hauptresultat auch folgender- 
maBen formulieren: 

Eine ganze Funktion von der Ordnung « ist von der Koef- 


= 4 1 
fizientenordning « = — und umgekehrt.*) 


Zugleich ergeben sich im Anschlusse an die Ungleichungen (2a), (2b), 
(3) auch fiir die Koeffizientenordnung «’ noch die drei besonderen Typen, 
welche eindeutig-umkehrbar den betreffenden Typen der Funktionsordnung « 
entsprechen und, wie der Inhalt der Ungleichungen (2a), (2b), (3) zeigt, 
auch sinngem&8 mit den nimlichen Ausdriicken bezeichnet werden kénnen.**) 


*) Funktions- und Koeffizientenordnung sind also immer gleichzeitig endlich und 
von Null verschieden. 
**) Daher entspricht also dem ,,Normal‘-Typus («’, 4) der Koeffizientenordnung 


4° 
der spezielle Funktionsordnungs-Typus (a, y), Wo 7 = = (s. Ungl. (3)). 
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Ferner sei noch hervorgehoben, daB die Koeffizientenordnung (ein- 
schlieBlich des besonderen Typus) erhalten bleibt, wenn man die Mac 


Laurinsche Entwickelung G(x) = > x” durch eine beliebige Taylorsche 


0 
G(a) = > ¢, (w—ap)” ersetzt.*) Denn man hat fiir alle hinlinglich groBen z: 
0 


| x a 


-|2—a,|® [< elite): [rx « 


[> et-9-i2-%\" 


ez\* = Ei =~ | 


wegen lim | r ae ‘- 1), und daraus folgt, daB die Ordnung von G(x) 
0; 


(cinschlicilich des etwa vorhandenen besonderen Typus) unveriindert bleibt, 
wenn man G(x) als ganze Funktion von (#—.,) auffabt. Infolgedessen 
miissen aber die ¢,’ genau denselben Grenzbeziehungen geniigen, wie die 
urspriinglichen ¢,. 

Wurde in dem eben betrachteten Zusammenhange die unmittelbar 
ersichtliche Unverinderlichkeit der Funktionsordnung beniitzt, um die 
gleiche Eigenschaft fiir die Koeffizientenordnung festzustellen**), so fiihrt die 
umgeckehrte SchluBweise unmittelbar zum Beweise des folgenden Satzes: 


Die Funktionsordnung « von G(x) kommt (einschlieBlich 
des besonderen Typus) auch der Ableitung G’(x), und somit 
schlieBlich allen méglichen Ableitungen von G(x) zu. 


Ist namlich G(z) ->« x’, so folgt: 2-G'(x) = do-ge. Da 
1 
aber lim Vv = 1, so quite, Vv-l\c,| genau denselben Grenzbeziehungen, 
wie V\c,|, sodaB also x- G'(x) und daher auch G’(x) von derselben 
Koeffizientenordnung, mithin auch von derselben Funktionsordnung wie 
G(a) ist. Das namliche gilt dann offenbar fiir G(x) usf. — schlieBlich 
fiir jedes beliebige G(x). 


*) Vgl. v. Schaper, a. a. O. p. 14. 
“*) Direkter Beweis fiir die Invarianz der Koeffizientenordnung bei G. Vivanti: 
Rend. Ist. Lomb. (2), Vol. 36 (1903), p. 1000. 
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It. Ganze Funktionen, welche gar keine 
oder endlich viele Nullstellen besitzen. 


§ 5. q 


Ordnung und Spezialtypus von e% ° 
Kine ganze transcendente Funktion ohne Nullstelle ist stets von der 
Form e), wo g(x) eine rationale oder transcendente ganze Funktion bedeutet. 
Ist zuniichst g(x) rational, etwa vom Grade q, so hat man fiir alle hin- 
linglich groBen x: |g(v)| <|x"+* und daher: 
(1) | Sel cezitt*, 
sodaB 7 jedenfalls von endlicher Ordnung und zwar hdchstens von der 
Ordnung q ist. Eine genauere Untersuchung fiihrt zu folgendem Resultat: 
g 
Ist g(x) -> a,x", so ist e von der Ordnung q und zwar 
0 
vom Normaltypus (q,|a,'), dh. man hat bei beliebig kleinem «> 0: 
<ettoiag le" fiir alle 'a| > R, 
(A) |r) j 
> e'-9:\20'-\2\" fiir gewisse beliebig groBe x. 
Beweis. Bezeichnet man den reellen Teil von g(x) mit R(g(@), so 
hat man: 
(2) eI ®)| = GR(9)) 
sodas also zur Abschiitzung von ¢’) eine genauere Untersuchung von 
R(g(w)) erforderlich ist. Bringt man g(x) auf die Form: 
ay + a,a-+---+ ag_,x!~! 


a ’ 
Mg 





(3) g(z)=(+9@)-: a,x?, wo also: (x) = 


so laBt sich zuniichst zu beliebig kleinem «> 0 ein R, so fixieren, dab: 
(4) ip(x)|<e fir |x|>R,, 

und somit: 

(5) R(gw) <|R(gwe)| <|g(w)!<(1+8)+a,at| fir |x| > R,. 

Um auch eine passende, fiir gewisse beliebig groBe x geltende wntere Schranke 
fiir R(g(x)) festzustellen, werde gesetzt: 


(6) w=iti-e%, a =\a,|-e%. 
sodaB also Gl. (3) in die folgende tibergeht: 
(7) g(x) = (L4+ q(x) - eta. | a atl. 


Wird jetzt #@ = @, in der Weise fixiert, dab: 


(8) «a+ q@, = 2xx (wo x irgend eine der Zahlen 0, 1,---,(g—1) bedeutet), 
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so hat man: 
(9) g(x) = (1+9@)) - |a, 22) 
und daher mit Beriicksichtigung von Ungl. (4): 
(10) R(g@) >(1—e)-|a,a7| fir x= |ax\-e%', |x| >R,. 
Durch Zusammenfassung der Ungleichungen (5) und (10) mit Gil. (2) 
ergeben sich also schlieBlich die gesuchten Beziehungen: 
(1+ 8)-|aq!- aif n j lot 

(11) oe) <e q | fiir alle |x| > R,, 

> et-9-\a0'-i2\" fiir gewisse beliebig groBe x 


(namlich fiir alle « = |x - e%x*', wo |x| > R_)- 
‘ | ? | é 


§ 6. 
Allgemeine Form aller ganzen Funktionen ohne Nullstellen und von 
endlicher Ordnung. — Ganze Funktionen mit endlich vielen 
Nullstellen. 


1. Zur Vervollstindigung des soeben gefundenen Resultats bleibt 
noch die Frage zu beantworten: Ist die Gesamtheit der ganzen Funk- 
tionen ohne Nullstellen und von endlicher Ordnung durch die soeben unter- 
suchte Kategorie vollstindig erschépft? Mit anderen Worten: Kann e®) 
von endlicher Ordnung sein, wenn g(x) cine transcendente ganze Funktion 
ist? Zur Beantwortung dieser Frage, welche wiederum lediglich auf eine 
zweckentsprechende Abschitzung von %(g(z)) hinausliiuft, schicken wir 
den folgenden Hilfssatz voraus. 

Hilfssatz. Ist (zwm mindesten fiir |x| =r < RR): 


2) 


(1) f(#) = ia, 2’, a, =«, + B,i, 
0 
also: 
(2) f(re®') ->} (a, cos Ap—B, sindg)- + 2(B, cos Ag + a, sindg)-r 
0 0 
=f,(0,°)+i-4(, 9), 
so gelten auBer der bekannten*), fiir 4 = 0, 1, 2,--- bestehenden Koeffizienten- 


darstellung: 


*) Vgl. Math. Ann. 47 (1896), p. 137. Daselbst steht an Stelle von » durchweg 

= 2”, da aus methodischen Riicksichten die Beniitzung von Exponential- und 

trigonometrischen Funktionen vermieden werden sollte. Fallt, wie hier, dieser Grund 

fort, so erscheint es natiirlicher und bietet selbstverstiindlich auch nicht die geringste 

Schwierigkeit, die fraglichen Mittelwerte auf den Fall eines beliebigen N= aus- 
zudehnen. 
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(3) a, = Mm aii f@) = lim | Sie EP Gni) -p-2. EM Gnt (wo: ="); 
fiir A>1 ai die beiden folgenden: 


=2lim—. PING VH,) 14+ Cm Pen, 


nrn=@ 


(4) a, 
. on oe ' ; 
that = , yr (7, vp,) 94+ Em PA On! | 
1 
Beweis. Aus Gl. (3) folgt durch Multiplikation mit 7’: 


. 1 . ° ts 
(5) a,r? = lim —- Dv f(r Ee” Pn!) « - 74 Oni, 
Andererseits hat man*) fiir 4 = 1, 2, 3, - 
= f(a) ) = lim + Sree e Pn") .p. en, 
also durch Multiplikation mit met 


(6 0 = lim .. “(r+ eX Pn') «EPA Oni, 
6) lim | 2 ( ) 

Wenn man diese Gleichung einmal zu Gl. (5) addiert, das andere Mal 
davon subtrahiert, so folgt (mit Beriicksichtigung von e~%' + e?' = 2cosq, 
e~' — efi =x — 2isin g): 


= 2]im —. sre e” Pn) - cosvAg,,, 


rx=@ 


(7) a,r (A> 1), 
= — 2ilim ~. sre eM’) sin VAQ,, 
= 1 


und daher durch Trennung des Reellen und Imaginiren: 


( 


a= 2lim + . ah (r, vp,) : cosvAg,, 


2lim — . sre vy,)*sinvag,, 


r= 


i 


(8) 
Bir? = — 2 ilim >I (r, vp,) : sinvig,, 





= 2ilim — . sae V,) * COS VAQ,. 


r= @ 


*) Vgl. a. a. O. p. 188, Gl. (4). 
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Durch entsprechende Addition dieser Ausdriicke ergeben sich schlieB- 
lich die Beziehungen: 


| ” | = Bim T+ DPC, vy) ere 
(9) | a,r* ‘i 1 (A> 1), 


) i Li : : Ef AQyi 
| (b) = 2i lim = hs (r, v—p,) «En "APni, 
r 


welche durch Multiplikation mit *~* in die behaupteten Koeffizienten- 
darstellungen (4) iibergehen. 


2. Mit Benutzung der ersten dieser Beziehungen beweisen wir jetzt 
den folgenden Satz*): 


Geniigt der reelle Teil g,(r,@) der ganzen Funktion 
g(x) = g(r-e%) fiir unendlich viele beliebig groBe r und alle 
méiglichen (also, geometrisch gesprochen, auf unendlich vielen 
Kreisen mit beliebig yroBem Radius) einer Ungleichung von der 
Form**);: 

(10) 9, (7%, 9)<A- (A>0, 6 >0), 


so ist g(x) eine rationale ganze Funktion vom Grade q <6. 
Ist die Beziehung (10) fiir jedes noch so kleine A=e>0 
erfillt, so hat man allemal q < 6***). 
Beweis. Ist g(x) -> a,x*, so folgt aus Gl. (9a), daB fiir jedes 
noch so groBe r: 0 


(11) ja,| <7? < 2lim —- S| 9, (r, vp) |, (a> 1). 
r=® 1 


*) Der Satz riihrt von Hadamard her (a. a. O. p. 186). Der dort mit Hiilfe der 
Fourierschen Integralform der Koeffizienten gegebene Beweis wird hier mit Bei- 
behaltung des eigentlichen Grundgedankens auf die elementare Mittelwertdarstellung 
iibertragen. 

**) Es wird also den Zahlen g, (r, m) lediglich nach der positiven Seite hin eine 
Schranke gesetzt. Dabei kinnten zuniichst unter den negativen Werten von g, (r, 9) 
immerhin solche vorkommen, deren absoluter Betrag jene Schranke A - r” beliebig 
iibersteigt. Der vorliegende Satz lehrt dann eben, daB aus der Voraussetzung: 


9: (1, 9) <A-7? 
(in dem gegebenen Umfange) geradezu folct: 
19; (r, g) |<. A-r? 


(und- zwar sogar fiir alle hinliinglich groBen r und beliebiges q). 
8 g g g 
**) Diese Bemerkung findet sich bei E. Lindeléf, a. a. O. p. 15. 
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Andererseits ergibt sich aus (3) fiir 4 = 0: 


- 1 ae os . 1 - . 
a, = lim —- >? 9 (rere) ae > (A (7, VM,) + Gor, ¥@)), 
a 1 1 


und daher: 
; 1 : 
(12) ty = lim — - S¥ 9, (x, vp,), wenn: d= cy + By, 
a= 1 


folglich, wenn man diese Gleichung mit 2 multipliziert und zu Gl. (11) 
addiert : 


rx= 


; _ 1 ST, 
(13) |a,| +9 + 2a = 2 lim > > (9107, VD) | + 917, Vp,))- 
1 
Nun ist aber: 
—? 
' = 29, (r, vp,), wenn g, (7, vg,) > 0, 
14 r, 
( ) 94 (r, VQ, | i G (r, VD») aac 0 , wenn I (7, Vp) < 0. 


Bedeutet jetzt r einen jener Werte, fiir welche die Voraussetzung (10) 
gilt, so hat man unter allen Umstiinden: 


(15) 1% VPn)| +I 0% PPy) <2Ar", 
sodaB also Gl. (13) die folgende Beziehung liefert: 
(16) a,|- + 2a,<4A-r°, 

d. h. man hat: 

(17) ie|<44+—- ~ 


Y iS 


fiir unendlich viele r, unter denen auch beliebig grofe vorkommen. Mit- 
hin ergibt sich, da es freisteht, » unbegrenzt zu vergré8ern: 
(18) |a,|=0, falls A>. 
Es fehlen also in der Reihe g(x) -> a,x* alle Potenzen, deren 
0 
Grad 4 die Zahl 6 iibersteigt, sodaB die héchste in g(x) vorkommende 
Potenz 2? einen Grad g <6 besitzt: dabei kann offenbar nur dann ¢ = 6 
werden, wenn 6 eine ganze Zahl, anderenfalls miiBte immer g < 6 sein. 
Diese letztere Beziehung gilt aber auch im Falle eines ganzzahligen o, 
wenn die Voraussetzung (10) fiir jedes noch so kleine positive A = be- 
steht. Denn aus Ungl. (17), welche nunmehr die Form annimmt: 


2a, 


(19) || <40-3=5— 
| 7 
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ergibt sich alsdann fiir 4 = o: 


(20) a,|<4e4 7%!) ah. = 0%). 


3. Aus dem eben bewiesenen Satze folgt, daB g(a) stets eine ratio- 
nale ganze Funktion sein muf, wenn e iiberhaupt von endlicher Ord- 
nung sein soll. FaSt man dieses Resultat mit dem in § 5 gefundenen 
zusammen, so ergibt sich also der folgende Satz: 

Ist die Funktion e™ iiberhaupt von endlicher Ordnung, 
so ist sie stets von ganzzahliger Ordnung q und iiberdies vom 
Normaltypus (q, y), d. h. es gibt eine bestimmte Zahl y > 0, 
derart, daf}: 

(21) 09 @) | { < iain fiir alle |x > R,, 
>el-)-rl2!" Kir gewisse beliebig groBe x. 
a 
Zugleich hat man alsdann g (x) -> a,x", wo |a,| =. 
0 

Im iibrigen kommen die eben genannten Eigenschaften, wie leicht 
zu sehen, auch jeder ganzen Funktion von endlicher Ordnung zu, welche 
nur eine endliche Anzahl von Nullstellen besitzt und somit von der Form 
ist: g)(x)-@™, wo g(x) wiederum eine ganze rationale Funktion be- 
deutet. Da niimlich bei beliebig kleinem ¢>0O und jedem bestimmten 
q > 0: 

et ii? 
(22) 9o(*) & 1 
so erkennt man ohne weiteres, daB ganz allgemein das Hinzutreten eines 
Faktors von der Form g,(x) die Ordnung und den etwa vorhandenen be- 
sonderen Typus einer ganzen Funktion G(x) in keiner Weise alteriert. 
Wendet man diese Bemerkung speziell auf Funktionen von der Form 
9o(%)- &™ an, so folgt, daB der oben fiir Funktionen ohne Nullstellen aus- 
gesprochene Satz auch fiir solche mit einer endlichen Anzahl von Nullstellen 
ohne jeden weiteren Zusate giiltig bleibt und daher auch in folgender Weise 
formuliert werden kann: 

Ist die Funktion G(x) von nicht-ganzzahliger oder, zwar 
von ganzzahliger, aber nicht dem Spezialtypus angehiriger Ord- 
nung, so besitet sie allemal unendlich viele Nullstellen. 

Beispiel: Ist 0 <limj/|b,| < oo, m>1, so ist a b, : an wie 


r=2 


leicht mit Hilfe von Ungl. (7), p. 267 erkannt wird, von der Koeffizienten- 


fiir alle hinlinglich groBen x, 


*) Selbstverstiindlich gilt ein ganz analoger Satz fiir den imagindren Teil von 
g(x) (als reellen Teil von — i - g(a) oder auch unmittelbar auf Grund der Relation (9b)). 
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, 1 ‘ 
ordnung m, also von der Funktionsordnung =»? muB somit stets un- 


endlich viele Nullstellen besitzen. Das niimliche gilt dann offenbar auch 
am” = ms a” —y a” 
von Do. Ea (e B. =e ‘Gyr coshspe = SF Sr) 


§ 7. 
EinfluB jedes einzelnen Koeffizienten auf die Existenz bezw. Nicht- 
existenz unendlich vieler Nullstellen. — Der Picardsche Satz. 


1. Nach dem Satze von Art. 3 des vorigen Paragraphen erscheinen 
die Ganzzahligkeit der Funktionsordnung und die Zugehérigkeit zum 
Normaltypus als notwendige Bedingungen dafiir, daB eine im iibrigen be- 
liebig vorgelegte bestiindig konvergierende Reihe 2c,” von endlicher Ord- 
nung hdchstens eine endliche Anzahl von Nullstellen besitzt. DaB jene 
Bedingungen aber keine hinreichenden sein kénnen, folgt schon aus dem 
Umstande, daB dieselben, wie oben (§ 4, Art.4) ausdriicklich hervor- 
gehoben wurde, lediglich von den Absolutwerten der ¢, abhiingen, wihrend 
fiir die Existenz bezw. Nichtexistenz von Nudlstellen offenbar die wirk- 
lichen Werte der c, wesentlich in Betracht kommen. So unterscheiden 
sich z. B. die Koeffizienten von G,(x) = e und G,(a”) = cos (a?) — sin (2?) 
lediglich durch das Vorzeichen: beide Funktionen sind von der Ordnung q 
und zwar vom Spezialtypus (q, 1). Nichtsdestoweniger hat nur die erste 
keine, die zweite unendlich viele Nullstellen (niimlich « =V(+ v+4)z). 

Es hiingen aber ferner jene zwei Bedingungen sogar nur von dem 
infinitiiren Verhalten der |c,| ab, wahrend andererseits fiir die Existenz 
bezw. Nichtexistenz von Nullstellen die Gesamtheit der ¢,, ja sogar jedes 
einzelne c, maBgebend ist. Es gilt niimlich der folgende Satz: 

Ist G(x) = Le,x” von endlicher Ordnung und hichstens 
mit einer endlichen Anzahl von Nullstellen versehen, so geniigt 
jede Abinderung irgend einer endlichen Anzahl von Koeffi- 
zienten, um eine Funktion mit unendlich vielen Nullstellen zu 
erzeugen. 

Beweis. Andert man eine beliebige endliche Anzahl von Koeffi- 
zienten in irgend welcher Weise ab, so wird G(x) iibergefiihrt in 
G(x) + 9(x), wo g(x) eine rationale ganze Funktion bedeutet, die sich 
eventuell auch auf eine einzelne Potenz von 2 oder eine von Null ver- 
schiedene Konstante reduzieren kann. 

Andererseits hat man auf Grund der Voraussetzung: G(x) = g)(x) - 6, 
WoO g(a“), g(x) ebenfalls rationale ganze Funktionen, g(x) von beliebigem 
(d. h. eventuell auch nullten) Grade, g(x) vom Grade g>1 und, wie man 
ohne Beschriinkung der Allgemeinheit voraussetzen darf, ohne konstantes 
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Glied, da man ja einen Faktor von der Form e® allemal zu g,(x) ziehen 
kann. Die Behauptung besagt dann, daB 4,(x) - e+ g(a) stets wnend- 
lich viele Nullstellen besitzt. ? 

Angenommen, dies wiire nicht der Fall, so hiitte man: ' 


(1) Go(x) - &™ + g(x) = Yo(x) - er, 
WO 7,(%) eine ganze rationale Funktion, eventuell eine von Null verschie- : 
dene Konstante, y(x) wiederum eine ganze Funktion vom Grade q (da ja 
Jo (x) - e? von der Ordnung q) ohne konstantes Glied. 

Bringt man diese Gleichung auf die Form: 


Go() | po(e)__ YoU") | ya) 
(2) gia) °° g(a) °° 1, 
so folgt durch Derivation und Multiplikation mit g(7)*: 
(3) g(x) — (a) = 0, 


wo 9,(x), y,(%) die folgenden zwei ganzen Funktionen bedeuten: 

(4) 9(#) = 9() - Io (%) — Go(#) (9°) — G@) - g’(a)) 

| ¥1(#) = 9(2) - Yo (%) — Yo(#) (9 — 9(M - v'@), 

welche, wie leicht zu sehen, keinesfalls identisch verschwinden kénnen. 
Denn wire z. B. g,(z)=0, so hitte man: 


Jo(@)  g(x)\ — - 2%) we—rK 
D, (a2 » ea ) =0, also: ~ ce?) = Konst., 





woraus mit Notwendigkeit g(#) =0 folgen wiirde. 
Aus Gl. (3) ergibt sich sodann: 


(2) —y(z) — %1(@) 
(5) a @) 1) = Be, 
was wiederum nur méglich erscheint, wenn: 
(6) g(x) — y(“) =0, also: p(x) =g(z). | 
Infolgedessen wiirde aber Gl. (1) die Beziehung liefern: 
(7) (9o(2) — 79(@)) - 0° = — g(x), 


d. h. es miiBte sein entweder: g(x) — y)(~) = — g(x) =0, 
oder: g(x) =0, 
was beides der Voraussetzung widerspricht. Damit ist also der oben 
ausgesprochene Satz bewiesen. 
2. Als ein spezieller Fall des soeben abgeleiteten Resultates erscheint 
der bekannte ,,Picardsche Sate“*) (hier freilich mit der Beschriinkung auf 
ganze Funktionen von endlicher Ordnung), niimlich: 


*) Ann. de l’Ecole Normale, (2) T. 9 (1880), p. 146. Traité d’Analyse, II, p. 231. 
(Beweis mit Hiilfe von Siitzen aus der Theorie der Modulfunktionen. Direkterer Beweis 
von Borela.a. O. p. 103 [auch: Par. C. R. 122 (1896), p. 1045; Acta math. 20 (1897), p. 382]. 
Vollstandigere und schiirfere Fassung des Borel schen Beweises bei A. Kraft. Uber ganze 
transcendente Funktionen von unendlicher Ordnung. Dissertat. Goettingen 1903). 
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Eine ganze Funktion von endlicher Ordnung nimmt jeden 
bestimmten Wert unendlich oft an, mit eventueller Aus- 
nahme eines einzigen Wertes a (den sie gar nicht oder nur 
n mal anzunehmen braucht). 

Denn bedeutet a eine beliebig angenommene Zahl, (G(x) — a) eine 
ganze transzendente Funktion ohne bezw. mit nur n Nullstellen (sodaB 
also G(wz) von der Form g(x)- e+ a), so besitzt nach dem obigen 
Satze die Funktion: (G(@) — a) + (b—a), d. h. (G@(a) — b) fiir jedes von 
a verschiedene b uwnendlich viele Nullstellen, sodaB also G(x) in der Tat 
jeden von a verschiedenen Wert b unendlich oft annimmt. 

Hieran kniipft sich naturgemaB die Frage, ob ein solcher Ausnahme- 
wert a immer oder wenigstens ,,in der Regel“ existieren miisse. DaB die- 
selbe, auch in der zweiten, beschrinkteren Form zu verneinen ist, lehrt 
indessen schon der Satz von Nr. 1. Denn bedeutet G,(x) irgend eine 
ganze Funktion, welche den Wert a gar nicht oder nur n mal annimmt, 
sodaB also: G,(x) = g)(x)- e?™ + a, so folgt aus dem angefiihrten Satze, 
daB G,(a) + g(x) —b fiir jedes b wnendlich viele Nullstellen besitzt, falls 
g(a) — b fiir kein b identisch verschwindet, d. h. falls g(x) sich nicht auf 
eine Konstante reduziert. Jedes G(x) wird also durch Addition jedes be- 
liebigen nicht konstanten g(x) in eine solche ganze Funktion iibergefiihrt, 
die jeden bestimmten Wert ohne Ausnahme wnendlich oft annimmt. 

Weiter lift sich aber zeigen, daB auch die Addition zweier oder be- 
liebig vieler Funktionen G(x) — mit Ausnahme des einzigen Falles, 
daB alle G,(~) den néimlichen Exponentialfaktor e’) besitzen —_ stets 
eine Funktion erzeugt, welche alle Werte unendlich oft annimmt. Zum 
Beweise dient der folgende Hilfssatz. 

3. Hilfssatz. Versteht man unter g,(x) (v = 1, 2, --- n) 
lauter verschiedene ganze rationale Funktionen ohne konstantes 
Glied, unter g,o(x) (v = 1, 2, --- ”) ganze rationale Funktionen, 
die sich teilweise oder stimtlich auch auf Konstanten reduzieren 
diirfen, so kann eine Identitét von der Form: 


(8) go (2) er = 0 
2 


nur bestehen, wenn: 
(9) Iyo(%) oa 0, (v vo 1, 2,-+° n). 
Beweis. Angenommen die g,)(z) wiren simtlich*) von Null ver- 
schieden. Bringt man dann Gil. (8) auf die Form: 


*) Wiire fiir gewisse v:9,9(x)==0, so kénnte man ja die betreffenden Glieder 
aus der Relation (8) von vornherein weglassen, sodaB man immer nur mit der im 
Text gemachten Annahme zu operieren hat. 
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x 
(10) y ao - @v@)-9n@) 4 1 =O, 
so folgt durch Derivation und Multiplikation mit g,,(z)*: 
(11) Sane) cr-nt 0, 
1 
wo die g,,(z) (v= 1, 2,---(—1)) ganze Funktionen, nimlich: 
(12) Ir1(X) = Iyo(X) « Fro(%) — Iyo(%) * Ino) 


+ Ino(X) - Iyo(%) (9, @) — 9,,(@)), 
bedeuten, welche fiir kein v identisch verschwinden kénnen. Denn wiire 
fiir irgend ein v<:g,,(%)=0, so hatte man: 


D, (20 : eov)-m@)) = I) - ov) In) = 0, 
. 9,9(2) Ino (x)* 
SO: 
o\ 
ee « Fv (®)— In (2) = Konst., 
nO 


d. h. 
9,(#) — 9n(x) = 0 (v<n), 
was der Voraussetzung widerspricht. 
Wendet man dasselbe Verfahren, welches von Gl. (8) zu Gl. (11) 
fiihrte, auf Gl. (11) an, so ergibt sich analog: 


n—2 
(13) > 9y,2 (x) . e9v (®) — In—1 () P 0, 
1 
und, so fortfahrend, schlieBlich: 
(14) Ivn—1(2) - @)- A) = Q), 


WO 9, ,-1(@) nicht identisch verschwinden kinnte. In diesem Falle ist aber 
offenbar eine Relation von der Form (14) wnméglich, die gemachte An- 
nahme somit unzulissig und der fragliche Hilfssatz bewiesen. 
4. Nunmehr ergibt sich unmittelbar das folgende Resultat: 
Sind die g,(x) (v = 1, 2,---m) lauter verschiedene ganze 
rationale Funktionen ohne konstantes Glied, wihrend die g,o(«) 
nur der Bedingung zu geniigen haben, nicht identisch zu ver- 
schwinden, und setzt man: 


(15) G(a) = >? g,0(2) - (), (n>2), 


so nimmt G(x) jeden bestimmten Wert ohne Ausnahme unend- 
lich oft an. 
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Denn nihme G(x) einen gewissen Wert a gar nicht oder nur » mal 
an, so hatte man: 


(16) > 9,o(*) -e® —a= Yo(x) : ev), 
1 


we 7)(x), y(#) ganze rationale Funktionen sind*). Hieraus wiirde sich aber 
durch einmalige Derivation eine Beziehung von jener Form ergeben, deren 
Méglichkeit auf Grund des oben bewiesenen Hiilfssatzes ausgeschlossen 
erscheint. 

Hiernach wird man sagen kénnen, daB schon innerhalb des Gebietes 
der Funktionen von ganzzahliger Ordnung diejenigen, welche irgend einen 
bestimmten Wert gar nicht oder nur » mal annehmen, eine sehr spezielle 
Klasse bilden. Fiigt man hinzu, daB jede Funktion von nicht ganzzahliger 
Ordnung sicher alle Werte unendlich oft annimmt, da sie ja niemals von 
der Form g,() - e’ (das hieBe nimlich: von ganzzahliger Ordnung) sein 
kann, so laéBt sich der Inhalt des Picardschen Satzes, etwas ausfiihrlicher 
als in Art. 2, etwa folgendermaBen formulieren: 

Eine ganze Funktion von endlicher Ordnung nimmt im all- 
gemeinen jeden bestimmten Wert unendlich oft an, in be- 
sonderen Fallen einen und nur einen speziellen Wert gar 
nicht oder nur n mal. 

In § 15 wird gezeigt werden, daB sich dieses Ergebnis noch erheb- 
lich priizisieren laBt. 


Ill. Ganze Funktionen mit unendlich vielen Nullstellen, 
insbesondere primitive ganze Funktionen von 
endlichem Range. 


§ 8. 
Definition: Rang und Grenzexponent. Primitive ganze Funktionen. 


1. Es bedeute a, (v = 1, 2,3, ---) im folgenden ein fiir allemal eine 
Folge verschiedener oder auch zum Teil unter sich gleicher Zahlen von 
der Beschaffenheit, dab: 


(1) 0<\a, <la,sil, lim | a, | = 00. 


*) Die Rationalitét von (x) folgt daraus, daB G(x) als Summe einer endlichen 
Anzahl von Funktionen endlicher Ordnung offenbar selbst von endlicher Ordnung ist. 


19* 
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Dann lassen sich bekanntlich*) stets Folgen niemals abnehmender 
a |m,t+1 


natiirlicher Zahlen m, angeben, derart, daB die Reihe — = be- 


y 


stindig konvergiert, und es liefert sodann das fiir jeden endlichen Bereich 
absolut und gleichmiBig konvergente Produkt: 


@(e) =a. (1-2) -eremn, 
1 


k eine nat. Zahl bezw. =: 0 


m™. vy 


wo: ) g,(x,m,) = > + ‘ (=) (m, > 1) 
1 


9g, (a, 0) =90 


eine ganze transcendente Funktion mit den Nullstellen a, und der k-fachen 
Nullstelle <0 (d. h. im Falle k=0: ohne die Nullstelle =0), wihrend 
alle méglichen ganzen Funktionen mit den nimlichen Nullstellen in der 
Form enthalten sind: 


(3) G(a) = C-e@@).z. iH (1 jam a - Bn (my) 
1 


unter g(x) eine beliebige rationale oder transcendente ganze Funktion ohne 
konstantes Glied verstanden (eventuell auch g(x) = 0). 
Sind nun die Zahlen a, so beschaffen, daB fiir irgend ein ¢ > 0 die 


Reihe Po I= I konvergiert, und ist 6 = p + 1 die kleinste ganze Zahl, fir 
welche dies stattfindet (also p>0), so steht es frei, m,=p zu setzen 
(fiir jedes v), und es soll dann 


G(«) = c.00.2 fi] (1 SS =) Ev(4P), 
f 5 


1(52)- >} - , (zy (p = 1), 
1 


9,(%; 0) = 0 


eine ganze Funktion vom Range p, generell von endlichem Range heiben 
(wobei also hier die Bezeichnung ,,endlich“ den Fall p=0O mit einschlieBt); 
wihrend die einfachste Funktion mit den betreffenden Nullstellen, nimlich: 


(5) 2(2) = oF | (1 a =) - Iv (%P) 


als primitive (ganze) Funktion vom Range p bezeichnet werden soll. 


(4) 


*) WeierstraB, Abh. zur Funktionenlehre, p. 16 = Werke, Bd. 2, p. 92. 
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Durch den Rang p wird offenbar das schlieBliche Anwachsen der |a, | 
und damit die Dichtigkeit der Nullstellen bis zu einem gewissen Grade 


os 1 |p+i 
charakterisiert. Aus der Konvergenz von >’ —| 


der |a,| folgt niimlich, daB: 


und der Monotonie 


v3 


jp+1 a 
(6) limy-|2) =0, dh. fa,| >> vt, 


v=o vl 


Da aber andererseits an | i divergent, so folgt, daB® nicht von irgend 


ciner bestimmten Stelle » ab bestdndig: 


a = 


1 |? _ 
| 
ike a 


1 
/1\1+pe —+e8 
—| < ( ») , also: a, >? 


sein kann, d. h. man hat bei beliebig kleinem ¢ > 0: 


1 
(7) |a,|<v? fiir unendlich viele v.*) 


2. Bei dem iiberaus groBen Spielraum, welchen die in (6) und (7) 
angegebenen Schranken fiir das infinitiire Wachstum der |a,| noch zu- 
lassen, erscheint es zweckmifig, zur Herstellung engerer Schranken an 
Stelle des Ranges p eine andere, dem Intervalle (p, p+ 1) angehérige 
charakteristische Zahl einzufiihren und zwar in folgender Weise: 


1 P + 1 . 1 
Da > konvergiert, | — 
‘ a, ‘ . a, 


" | 1 |@ ° ° : 
ponenten 6, fiir welche > (| honvergiert, eine bestimmte untere Grenze @, 
4 


P . 
divergiert, so haben die Ex- 





welche offenbar dem Intervalle PpP<e<pt1 angehért; d. h. es ist als- 
dann fiir jedes ¢ >0O zwar DN" konvergent, D>\=\ divergent, 
wihrend Ps | - konvergieren oder divergieren kann. Diese Zahl g soll 


der Grenzexponent der Folge (a,) oder auch der Funktion G(x) beaw. &(z) 
mit den Nullstellen a, heiBen und nach Bedarf spezieller als Konvergenz- 


, ‘ : | 1 |e 
hezw. Divergenzexponent bezeichnet werden, je nachdem > et kon- 
' Vv 


vergiert oder divergiert.**) 
*) Diese Bedingung hat offenbar nur einen Sinn fiir p> 0; fiir p= 0 versagt 
sie: vgl. die analoge Erscheinung § 1, Nr. 3. 
*™) Man hat also: 
pcecpr+i, 
wenn 9 Konvergenzexponent; dagegen 
pxe<p-+i, 
wenn 9 Divergenzexponent. se 








a 
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Mit Hilfe des Grenzexponenten @ lassen sich dann die Schranken, 


innerhalb deren sich die | a,| fiir hinlinglich groBe v bewegen, in folgender 
ete 


Weise fixieren. Aus der Konvergenz von >; fiir jedes « > 0, folgt 
einerseits, daf: 


o+e 


s af 1 : 
(8) lim v- lac =(, anders geschrieben: |a,| > v¢t*. 


10 


Andererseits folgt aus der Divergenz von >; £ daB fiir jedes «>0: 


o-eé 1 
— 1] " id —— 

(9) limv-|--| = oo, also fiir wnendlich viele m,: |a,, <v®-*.*) 
| vi Vv: 


Denn hatte man fiir irgend ein ¢ > 0: 
lim v-|1°"< g (d. h. endlich), 
¥=@ ay | 
Beispiele: 


m | 2 | \2+e -f1 — 
ja,|=YVvr, also: . | =~) a4 =v ( z) | 
| @y} ay, 
d. h. g=2, auch p=2, @ Divergenzexponent. Dagegen: 
a ‘ap 12-8 - (:-4) 
ja,|=Vr-lgr, ey =o (gv) ?, 2) =e ‘ - (ig »)-@-4), 
| dy | Gy | 
d. h. gp=2, p+1=2, @ Konvergenzexponent. Ferner: 


2 — See 2 
— ;2 ;2 — {1+ 

ja,|=°* also: \4| =v! (2 = . 

1y ’ ® la.| , a 


» ARE? 


3 . 
d. h. @= 7 Divergenzexponent, p= 1. 


3 3 
: 2 2 9 


g = - 
a =v’ .lgy, also: io =v !. (Ig ») || = ’ -(Ig v) a : 
a | a,| 


vi 


d. h. e= = Konvergenzexponent, p= 1. 


Ist endlich: 
* |= (3) zl=(S) 
a| \8S7° |e! es’ 


e@=0 Divergenzexponent, p= 0. 


|a,| 2", also: 





so hat man: 


Der Fall @ = 0: Konvergenzexponent ist offenbar ein fiir allemal ausgeschlossen, sofern 
die Anzahl der a, iiberhaupt unendlich ist. 
*) Die letzte Umformung ist offenbar nur erlaubt, wenn e>>e> 0: in der Tat 


| e-8 
wird im Falle ge=0 schon die Bedingung, dab > =| = > \a,|* divergieren 
' vi 


solle, wertlos. Der Fall e=0 wird daher im folgenden auszuschlieBen sein: dabei 
kann immerhin p= 0 sein. 














* ARLE ES pe * 





Ganze Funktionen endlicher Ordnung. 


so wiirde durch Erhebung in die Potenz: 


7. 1 ; ; 
cg ts te wt ae (wo «>0) 
sich ergeben: 





‘ Vane) 
a o be , 
lim ot+#.| 4 <g'**", 
v=o | 


7 
' ' ar 6° . 
woraus sofort die Konvergenz von > | folgen wiirde. 
. 


Man kann hiernach auf Grund der Beziehungen (8) und (9) den 
Grenzexponenten @ auch geradezu definieren als die wntere Grenze der 
(positiven) Zahlen o, fiir welche eine Beziehung von der Form: 


(10) lim v-|2|"=0 
besteht. 


§ 9. 
Endlichkeit des Ranges jeder ganzen Funktion von endlicher Ord- 
nung. — Die Ordnungszahl als obere Schranke des Grenzexponenten. 


1. Um den Zusammenhang zwischen der Ordnung und dem Range 
bezw. dem Grenzexponenten einer ganzen Funktion festzustellen, beweisen 
wir zunichst den folgenden Satz*): 

Ist fiir alle |x| > R: 
(A) |G(a)|< A-erl?"  (A>0, y>0, «>0)**), 
so ist, wenn G(x) tiberhaupt unendlich viele Nullstellen a, 
(wo: O<|a,|<|a,,,|) besitet: 


(a) Tim v -|2\"< p-(e+1)*. 


Beweis. Da G(a) die Nullstellen a, besitzen soll, iiberdies noch 
die Stelle «= 0 zur k-fachen Nullstelle haben kann, so muB G(x) jeden- 
falls in der Form (3) des vorigen Paragraphen enthalten sein***). Man 
hat also, wenn eine beliebige natiirliche Zahl bedeutet: 


*) Modifikation eines bekannten Satzes von E. Schou (Par. ©. R., T. 125 
[1897], p. 763) und elementarere Darstellung der von jenem beniitzten Beweismethode. 

**) Man bemerke die vollstindige Uhereinstimmung dieser Voraussetzung mit 
der Voraussetzung (F) des Satzes § 2, p. 266. 

***) Uber die Beschaffenheit der m, wird hierbei keinerlei Voraussetzung gemacht: 
dieselben kénmnten immerhin mit v ins Unendliche wachsen. Da8 dies lediglich auf 
Grund der Voraussetzung (A) tatsiichlich nicht der Fall ist, ergibt sich schlieBlich als 
eine Folgerung aus dem vorliegenden Satze. 
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” 
9(2) + >* gy (z,my) _ 


(1) G(«)= — sl =) ; 1 FTC - *) _ giv ms) 


n+1 


« FH —2)- G,(2), (k>0) 


wo G,(a) eine ganze transcendente Funktion, die wegen: G,(0) = 1 durch 
eine bestiindig konvergierende Reihe von der Form: 


a, “Ags 


G, (x) = 1+ Drea’ 


1 


darstellbar sein muB. Hiernach ergibt sich: 


(2) 5 - =z (1 A re,2" ), 
1 / 


fly * Ay - 
ae - — x) 


somit, auf Grund des Cauchyschen Koeffizientensatzes, fiir jedes r > 0: 





G(x) 








(3) psiteteninasl tt Aliens 


* g++ + On| zi=r 
C-at He =) 


und fir r > R> 1, mit Beriicksichtigung von |a,'<a,,, und Ungl. (A), 
a fortiori: 
1” 


at, 


(4) < - Max. G(x) < = - - “er, 


ae iia pan 


Wird jetzt noch <> 0 beliebig klein angenommen und sodann R, > R 
so fixiert, dab: 





(5) a<e fir r>R, 
so folgt weiter: 
(6) a0 ——1_. ter te o>. 


“ 
Eli 


Setzt man ferner: 


(7) r=(e+1)-a,, 
also: 


n n 


[I r— \4, <p] (e+) a, —la,') =e": a, "5 
J 


1 








, 
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und nimmt » groB genug, daB: 








(8) (¢+1)-|a,|>R,, dh |a,|> eqi Bs 
so geht aus Ungl. (6) die folgende hervor: 
(9) ne 1. oly +8): (+1): |an |* 

; '&p e. | Gy, " 


oder auch: 
<< ey +2) C+ 1% lay |* 


also: : 

(10) n-|2l" <(y+e)-(e+1)" fiir ja,|>s47° Ry. 

Man hat somit zunichst: 

(11) Tim » -|=-"<(y+8)- (+1) 

und schlieBlich, da ja « unbegrenzt verkleinert werden kann, wie behauptet: 
() See. iz "s y-(e+1). 


2. Tritt an die Stelle der Voraussetzung (A) die folgende: 
(B) |G(a)|<el**° fir jedes d>O und |2|> R,, 
so findet man nach Analogie von Ungl- (10) zuniichst: 


ja+d 
(12) n-|2| . <(e+1)*+9. 
Schreibt man hier = statt d und multipliziert die betreffende Ungleichung 
b 


2 - 
mit la , 80 folgt durch Ubergang zur Grenze: 


(b) lim vy - | 


ja\"*" 0 fiir jedes 0 >0. 
v=@ iy | 


Ersetzt man andererseits die Voraussetzung (A) durch die folgende: 


(C) |G(x)\<e"'!*" fiir jedes ¢>0 und |z|>R,, 
so gewinnt man nach Analogie von Ungl. (10) zuniichst die Beziehung: 
(13) n - i  <e- e+1|*, 


n 


und hieraus durch Ubergang zur Grenze: 


| 1 |e 
(c) lim » «| = (0. 


v=m 
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Schreibt man in Gl. (b) nochmals hd statt d und erhebt in die Potenz 





STe el t+ Sate so folgt: 
a +- — sii 
2 : sae | 1 ja+d 
lim 23+ +h = 0, 


. | 1 ja+d " 
woraus die Konvergenz von Diz fiir jedes 0 >0O hervorgeht. Das 


gleiche Resultat (aber auch kein weiter gehendes) ergibt sich aus den Grenz- 
beziehungen (a) und (c). 
Im iibrigen kann man das Hauptergebnis dieser Untersuchung zuniichst 
generell folgendermaBen aussprechen: 
Jede ganze Funktion von endlicher Ordnung ist auch 
von endlichem Range. 
3. Eine speziellere Formulierung der in den Beziehungen (B), (A), 
(C) und (b), (a), (c) enthaltenen Ergebnisse fiihrt zu den folgenden Aussagen: 
Besitat eine ganze Funktion G(x) von der Ordnung « un- 
endlich viele Nullstellen a,, so hat man zum mindesten: 
(b) lim v- |. for 


r=@ v 


=0 fiir jedes 3>0. 


Gehort insbesondere G(x) dem Normal- bezw. dem Minimal- 
typus an, so ist schon: 


(a) lim v- mal <g (wo g endlich) bezew. (c) limv- 


vV=@ ! 


a 


Pll 
| 





1 
= 
Anders ausgesprochen: 

Die Relation: 


(b) lim v- e(""" = 0, bezw. (a) lim v- z| <9, 


r@ 
, | 1 le 
beew. (c) limv- —| =0 
r= @ ay 


bildet eine notwendige Bedingung dafiir, daB fiir alle hinldnglich 
groBen x eine Ungleichung von der Form besteht: 
(B) |G(a)|<eli***, — beew. (A) | G(x) | <r i2!*, 
bezew. (C) G(x) < et !*"". 


7 1 u+d . se 
Auf Grund der erwiesenen Konvergenz von > = ergibt sich 
| Sy 


schlieBlich noch: 
Ist 9 der Grenzexponent einer ganzen Funktion von der 


Ordnung «, so kann nur: 
eSe 
sein. 














ch 


ch 
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Umgekehrt ist also die Ordnungszahl « einer ganzen Funk- 
tion mindestens gleich dem Grenzexponenten. 

Wir gehen nunmehr darauf aus zu zeigen, daB die Ordnung einer 
primitiven ganzen Funktion auch nur héchstens gleich dem Grenzexponenten 
sein kann, sodaB sich also schlieBlich fiir primitive ganze Funktionen die 
Beziehung @ = « ergeben wird. 


§ 10. 


Eine vorliufige obere Schranke fiir das Anwachsen einer 
primitiven Funktion. 


1. Hilfssatz I. Ist: 


Sw 
(1) E,(u) =(1—u)-e™ * (p>1), 


so hat man fiir jedes von Null verschiedene u und fiir Oa <1: 


(2) | E(u) < tna lulPte 
WO Cy, eine lediglich von p und « abhiingige positive Zahl be- 
deutet. 
Beweis. Fiir |w| <1 ergibt sich zunichst: 
E,(u) =e * . =¢ Pt 


also fiir 0 < ju! <1: 


x 1 
> ans 


| E(u) | < et <e * pel = € 


= ' 1 ‘ 
Ist jetzt || Sy also 1 — |u| Set? so wird: 


|E,(w)|<eie 
und, wegen |u| <1, a@ fortiori: 
(3) |E,(u)|<ell?** fir: OSe<1. 


Andererseits hat man fiir jedes u: 


|B,(u)| < (1+ Jul) -e" 
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ae Dm fo > oy also i<ee, so wird: 
(4) | E, (w) < ena lwiPte 
wenn gesetzt wird: 
P 
Z po p+1 pta-1 yi. p+i1 ‘eet 
ye EY 


Da hiernach stets c, ,>1, so ergibt sich mit Riicksicht auf die fiir 
u< a ; geltende Ungleichung (3) a fortiori die Giiltigkeit von Ungl. (4) 
fiir jedes von Null verschiedene w. 

Zusatz. Eine Ungleichung von der Form (2) gilt, wie man sich 
leicht tiberzeugt, auch noch fiir den Fall p= 0, d. h. fiir: 


(5) E,(u) =1—-u, 
jedoch mit AusschluB des Wertes «=O (in der Tat wird ja Ungl. (2) 


fiir p= 0, «=O hinfiallig). Man operiert indessen in diesem Falle ein- 
facher mit den ohne weiteres evidenten Ungleichungen: 


6) * | E, (u)| < (1+ jul) = els @t ied) 

. | w| Co. ° | & 

(9) (b) <e'™ =e! (d. h. €,1 = 1). 
2. Hilfssatz I. Ist: 


(7) @ (a) -EP, (=), wo: | > - . x 
B()-(-Q-¢' feet 
und O<B<1, so hat man bei belichig klein vorgeschriebenem 
d > 0: 
(8) D(a) <e@izl?t? fir || > Ry. 
Beweis. Man hat zuniichst im Falle p = 0: 


™m 


SF 1e(1+|*!) m-ig(1+|2 1) 
a F a, | 
< 


\@,,(x)| < € 2 . eC 
- und im Falle p>1: 


? 


me p 
| a ee 
: p,0 > \a,| “p,0 "7a, |! *! 
@i(x)i<e 1 <e 


Wird also R; in der Weise fixiert, daB fiir |x| > R,;: 


i- 2 
x | <d, 


iz |-F — 9 m 
m - |g (1 -— a, ) =a "<d bezw. C0" Ta] 











ftir 
‘4) 


ich 


(2) 











Ganze Funktionen endlicher Ordnung. 301 


so ergibt sich (wenn man die Fille y=0 und p>1 wieder zusammenfaBt): 


2|?t? 


P(2)| <e fiir |a| > Ry. 
3. Die beiden eben bewiesenen Hilfssiitze liefern zuniichst unmittelbar 
den folgenden, zuerst von Poincaré*) (in etwas anderer Form) aus- 


gesprochenen Satz: 
Ist: 


= x 
(9) P(x) = [-] E, (. :) 
1 
eine ganze Funktion vom Range p>O, so hat man fiir jedes 
é>0 und |x| > R;,: 
(10) | &(x)| < et |2(?** ax) 
Beweis. Ist &(x) vom Range p, also > |” honcergent, so laBt 
sich zu beliebig vorgeschriebenem ¢ > 0 ein m so fixieren, daB: 


4 


P 


e m+ 


wo ¢,, fir p>=1 durch Gl. (4a) definiert ist, wihrend (s. Ungl. (6b)) 
(o,, = 1 sein soll. Man hat alsdann mit Bentitzung von Ungl. (2) bezw. (6b): 


(11) Ee 


m1 


4 \e+! & 





a,| 9c.’ 
a,| 2Cn1 


a 
| & 
“yt a>" | a, 


< e m+1 ' 


p+l e 


<e 


_ja|Ptl 











fiir jedes von Null verschiedene « Andererseits kann man nach Hilfs- 
satz Il ein R, so fixieren, dab: 


(2) <r" fir: |2|> R,. 
1 | 


Aus der Zusammenfassung der Ungleichungen (10) und (11) resultiert 
dann unmittelbar die behauptete Beziehung (9). 


(12) 





*) A. a. O. p. 142. Der Beweis ist dort nur fiir die Fille p=0 und p= 
durchgefiihrt. 
**) Man erkennt leicht, daB dieser Satz, sowie auch die Ergebnisse der beiden 
folgenden Paragraphen unveriindert giiltig bleiben, wenn zu @(x) noch ein Faktor 
: ks tea : ‘. 
von der Form 2* (k>1) hinzutritt (wegen |a\‘<el*! fiir jedes noch so kleine d>0 
und alle hinliinglich groBen 2). 
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Bestimmung einer exakteren oberen Schranke fiir das Anwachsen 
einer primitiven Funktion. 


1. Um eine Herabminderung der zuniichst durch Ungl. (9) des 
vorigen Paragraphen statuierten oberen Schranke fiir |&(x)| zu erzielen, 
beweisen wir zunichst den folgenden Satz*): 

Ist 


(13) @(x) = Pp] Eo), (p = 0) 


vom Range p, und hat man fiir irgend eine dem Intervdlle 
p<o<p+1 angehirige Zahl e: 
(14) 'a,|\?>v, zum mindesten fiir v > m, 
so ist fiir alle hinlinglich groBen x: 
(15) |2(2)| <eol2'", 
wo C, eine lediglich von 6 abhiingige positive Zahl bedeutet. 


a 


Beweis. Zerlegt man @(x) in die beiden Teilprodukte: 


20) -[1%(2)-F%@). 


m+ 
( 16) — ¢.. (x) . Rin (x) ? 


so laBt sich zunichst nach Hilfssatz Il des vorigen Paragraphen zu be- 
liebig klein vorgeschriebenem 0 > 0 eine positive Zahl fixieren, die wir, 
um ihre Abhingigkeit von m kenntlich zu machen, mit 1,, bezeichnen 
wollen**), derart, dab: 


(17) |2,(@)|<e*|", fir |x| >r,.- 

Es mége nun » zu beliebig angenommenem « diejenige ganze positive 
Zahl bedeuten, welche eindeutig durch die Bedingung bestimmt ist: 
(18) n—1l<|x"<n, 


und es werde «| bezw. die soeben mit 7,, bezeichnete untere Schranke 


*) Bez. der Literatur dieses Satzes s. Miinch. Ber. 33 (1903), p. 102 ff. Der Satz 
erscheint hier in noch etwas allgemeinerer Fassung, als ich ihn a. a. O. p. 111, 117 
formuliert habe. 

**) r,, hiingt natiirlich auch von 0 und o ab, doch erscheint es nicht notwendig, 
dies ausdriicklich in die Bezeichnung aufzunehmen. 








ce 


tz 
17 
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der |x| von vornherein so groB angenommen, daB n> m*). Setzt man 








sodann: 
Ru(a) = [of #, (T)- PY 2 (C): 
m+t1 n+1 
(19) _ Run n(&) . R(x), 
so folgt zuniichst fiir p > 1: 
n Sh =|" 
Rn a(t) < Pf (1 +|!) ae le 
m+1 ies 
Sie Sl2f os 
RE! FT (+2) 
m+i1 


wihrend im Falle » = 0 der gesamte Exponentialfaktor durch die Einheit 
zu ersetzen ist. Da sodann nach Voraussetzung (14) und Ungl. (18): 


. 1 
e|<G)> or v>m, lalsee, 
so folgt weiter: 
P . + = 
bz 9 sy (2 r " 1 
ananic® "py +(3') 
m+1 

n - 
= se p(s), 

: 


wo: 


(21) Sy = > = : n’ ° > ey, (p=1),_ speziell: So” = 0. 
1 1 


*) Diese Annahme ist durchaus unwesentlich und wurde nur gemacht, um 
Weitliiufigkeiten zu vermeiden. Wiren nimlich unter den x, welche der Bedingung 
|x|>r,, geniigen, auch solche, fiir welche n <m ausfallt, so wiirde fiir diese das in 
Gl. (19) mit R,, ,,(#) bezeichnete Teilprodukt einfach wegfallen, wihrend RL, («) zu- 

nD 


nichst in [:] Ey (=) iibergehen wiirde und in der Folge a fortiori durch 
m+1 " 


x 
['] Ey (=) ersetzt werden kiénnte. 


n+1 ” 
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Nun ist fir O0<x<p<e: 


a 


G 
also: 
Pp 
(0) 6 (0) 
(22) + <ose-g'*"s we), 
1 
wo: 


P 
(22a) si” — ea (p> 1)**), speziell: sf” = 0. 
1 


Fiir das in (20) auftretende Produkt ergibt sich: 


, 


; > ; ; —. 2% .% 
a) Ap +@y)< Ae) <F 
1 1 yp? 


sodaB mit Benutzung von (22), (23) die Ungleichung (20) in die folgende 
iibergeht: 





mM. 1 os\.. 
(24) Ry n(2) ce a 


*) Man hat bekanntlich: 


= 1\1-4 1 P 
> (5) <q", <i<)), 
v a 
1 
wie gewdhnlich mit Hilfe der evidenten Integralbeziehung : 


n n 
1\1-4 dx 
so" < fs 
1 0 
gezeigt wird, aber auch leicht rein elementar erkannt werden kann. Man hat niim- 
lich (s. Miinch. Sitz.-Ber. 32 [1902], p. 177): 


Y— a’ >1.0'-! (b—a) 0<1<1), 
und daher: 
; - 1-4 

7-1 >a-¥-t=2. (2) 
woraus durch Substitution von »=—1,2,---m und Summation die fragliche Be- 
ziehung hervorgeht. 

**) Man hat iibrigens: 
P 


p-1 
1 1 1 1 1 6 
(OD sos ——} < —+2 - — + 2lgp. 
Sp x (+ )<=5t+5t >> < + 2lgp 
1 





G—% p(o— p) 
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Da aber nach Ungl. (18): »< |a|? +1, so folgt: 
(s + : 2°). n< (si + = 2°). (1 + 





1 | lo 
—- \@ 
(25) < (9 + = +2" + 8). | fiir || > R, 


wenn F so bestimmt wird, dab: 


i 1 i) +2" ; 
(25a) (q + —-2")- <8 dh, R>\—,°— } - 


Somit findet man: 


(26) |Rna(X)| <e fir |z| > R. 
Zur Abschiitzung des in Gl. (19) mit R, (a) bezeichneten Restproduktes 
hat man (mit Beniitzung von Ungl. (2), p. 299 und (6b) p. 300: 
© |e \ptl 
Cp,” \a, 


R@i<e ™ 


(19 +2248) 12.8 
P 0 


pti 


o 4 s 
‘a +1, h.3 
“p,1 «|? > (+) 


(27) <e 7 (nach Ungl. (14)). 
Nun ist aber wegen 6 << p+ 1: 





da ee? os 
oO 0 


uo » 
n+1 — 


*) Man hat niimlich fiir 4>0: 


Sysa\'t4 a say? 
a) <r): 
n+1 
wie wiederum mit Hilfe der Integralbeziehung: 





© 142 . 
1 dx 
> (>) <a 
n+1 4 
oder auch rein elementar in folgender Weise sich ergibt. Man hat (vgl. FuBn. 1 der 
vorigen Seite): 
pig (Pere (0<4<1) 
>i-a’-?.(b—a)  (&>1), 
und daher: 
4 
gum Otaade 
ay cry Pree ests? 
vw) \w+1 a 
+ |> ae 
v-(v + 1) 
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306 Atrrep Prinesuem. 


also: 
” ges p+l_, 
ae!  * 6 iain" © : 
oer 2) <5 ( ; ) - |x| 
a+1 
< D5 er *|2° (wegen: is a <1 nach Ungl. (18), 


und daher: 

(28) \R,(2)| <ertine 1" (ga jedes 2). 

Durch Zusammenfassung der Beziehungen (16), (17), (19), (26), (28) ergibt 
sich, wenn man noch mit R,, die gréBere der beiden Zahlen r,, und R 
bezeichnet, die gesuchte Ungleichung: 


(oe) 4 + .9a4 __ 
(§ +2204 


o , 
pti-o Pt 24) er 


(29) \L(a)|<e 


Co -\2|° “ 
= ol! fiir |z| > R,,. 


2. Das eben gewonnene Resultat in Verbindung mit dem Satze in 
Nr. 3 des vorigen Paragraphen (Ungl. (10)) fiihrt nunmehr zu dem folgenden 
Hauptsatz: Ist 


2(«) -[-] 2, (2) (p20) 


vom Range p, und besteht fiir irgend ein 6 des Intervalls 
p<¢<p+1*) die Beziehung: 


(30) lim »-\=|"<g, wo g>0,*) 


v= @ ! 





also schlieBlich fiir jedes 1 > 0: 


1\2 1 \2 1 \1+4 
(3) -Gqa) >*- Ga) 
woraus durch Substitution von » =~, (n+1),--- und Summation die fragliche Be- 
ziehung resultiert. 
*) Man bemerke, da hier der Wert c = p-+ 1, welcher bei dem zuvor gefiihrten 


Beweise ausgeschlossen wurde, als zulissig auftritt. 
**) In dem Falle g = 0 lautet die Voraussetzung (30) zuniichst: 


ae | 
lim »- eT st, 
v= @ | Gy | 

d. h. schlieBlich: 

(30a) lim » - >|" 0, 
v=@ Lal 


wihrend die Behauptung (31) dann die Form annimmt: 


(31a) |2ia)|<e'*", 








bt 
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so hat man fiir jedes «> 0 und |x| > R,: 


\o 


(31) ‘2 (x)| c laste \# : 
wo C, eine nur von 6 abhiingige positive Zahl bedeutet. 
Beweis. Ist zuniichst 6 =p+1, so fallt der vorliegende Satz mit 
demjenigen von Nr. 3 des vorigen Paragraphen zusammen. Aus der Kon- 
vergenz von bs | ape und der Monotonie der |a,| folgt nimlich allemal: 
| | 1 |p+t 
| 


lim v - =0, also: g=0, 


und die Beziehung (31) wird dann identisch mit Ungl. (10), niimlich: 
\2(a)|<e'*"° fir |x| > R,. 


Es sei jetzt: p<o<p+1. Wird dam ¢>0 beliebig klein vor- 
geschrieben, so laBt sich auf Grund der Voraussetzung (30) eine natiir- 
liche Zahl m, so fixieren, dab: 


ve d\<gtq=gto fir »>™m,, 


anders geschrieben: 


1 Oo 
(32) ((9 4-8)" . a.) >» fir v>m,. 
Macht man die Substitution: 


(y +9)" 
so besitzt eS als Funktion von y aufgefaBt die Nullstellen 


1 
(g+9)° 


1 
y=(g+0)°%-\a,|. Da aber diese letzteren der Beziehung (32) geniigen, 
so folgt aus dem zuvor bewiesenen Satze, dab: 
F( y aaa fiir 'y| > R,,,; 
| 


(g +9)" 





1 
1 A 


sodaB sich durch Riicksubstitution von y = (g+9)°-x =(9 + «) -a die 
oben behauptete Relation ergibt: 


(C98): \2\° Rn, 


fir (#|> =f. 


1 e 
g+6)° 
3. In dem Falle 6 =p, welcher bisher ausgeschlossen wurde, ver- 
lieren die Siatze von Nr. 1 und Nr. 2 im allgemeinen ihre Giiltigkeit. Dies 


20* 


(31) L(x) <e 
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findet offenbar bedingungslos statt, wenn 6 =p=0, da in diesem Falle 
die Aussage (15) bezw. (31) sinnlos wird. Ist jedoch 6 = p> 1, so labt 
sich eine hinreichende Zusatzbedingung angeben, unter welcher jene Siitze 
noch giiltig bleiben. Es besteht hier zuniichst der Satz von Nr. 1 in der 
folgenden Form: 

Ist L(x) vom Range p>1 und: 
(33) la,\?>v fir v>m, 

auBerdem: 


: = : 1 ? 
(4) p lim | Die.) 
so ist fiir alle hinlinglich groBen x: 
(35) Pia) < eA): “if 
wo C, eine lediglich von p abhiingige positive Zahl bedeutet. 


Beweis. Infolge der Voraussetzung (34) laBt sich zu beliebig kleinem 
d>0 ein m’ so fixieren, daB fiir xn >’: 


=A, (A20)*), 





1 


8 + [SIG |<a+e 





Bedeutet jetzt wiederum » diejenige ganze Zahl, welche durch die Be- 
dingung bestimmt wird (cf. Ungl. (18)): 

(37) n—1l<|x\?<n, 

wobei von vornherein 2| so groB angenommen werden mag, daB n>’ 
und zugleich auch x >m**), und zerlegt man G(x) in die drei Teil- 


produkte: 2 
20) =f 4,0) P12) P14), 
: n+ n+1 


anders geschrieben: 
aaa? |) Cpe (*) Te. (118 (2 
as) 2)? TPs, (2)- F802) FL) 
ini am m+1 n+1 
a> (2), 


(38a) E,_, (=)—(1—=)-€ ai (p>1)beaw.E,_,(=)=1—= (p=1), 








*) Da > =| auf Grund der Voraussetzung, daB (P(x) vom Range p sein 
v 


p 
soll, divergieren muB, so besagt die Bedingung (34), daB (—) noch bedingt 
pS ¥ 


konvergiert oder zum mindesten innerhalb endlicher Grenzen oszilliert. 
**) Vg. FuBn. p. 303. 








rn a 
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so folgt zunichst mit Beriicksichtigung von Ungl. (36): 


Pp 








lst (2y") tse? lie, 
(39) er P (<) P 2 (z) y < date): a|? 


IA 


Fiir das erste der in Gl. (38) auftretenden Teilprodukte ergibt sich wiederum 
nach dem Hilfssatz Il des vorigen Paragraphen (Ungl. (8), p. 300: man 
soars daB jetzt p —1 an Stelle von p steht): 


(40) TP*.( 1 ( =) S\l<e «” fir |xl>r, (ef. Ungl. (17), p. 302). 


Fiir das zweite Teilprodukt hat man zunichst mit Beniitzung von 
Ungl. (33), (37): 


(41) ‘J Ts- (=) | 


'm+1 


p-1 bd 


fame) ee 
Le 
T(+¢y Pe 


wobei im Falle »=1 der Exponentialfaktor wegfallt. Man findet nun 
genau wie friiher (s. Ungl. (23), p. 304): 


j 4 
(42) Ei (+(ty Jee 


1 





und andererseits: 


, "St. (2)! S147. (2)? 
(43) | ee ee (p>1). 


1 
Nun ist fiir «<p (s. p. 304, FuBn. 1): 


¥ 


n 7 , Zz 
> 1\? -= 
v (=) < . ‘nm Py, 
v p-—* 
1 
also: 


p-1 ae 
(44) a #30) < <( Side doa) 
~ (Sips) <2er-n 
1 


sodaB die Ungleichung (41) mit Beniitzung von (42)—(44) in die folgende 
tibergeht: 


(45) | PT e- 


laee 


i“ ) ees *)* 
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und zwar gilt diese zunichst unter der Voraussetzung p > 1 abgeleitete 
Beziehung auch noch fiir p= 1, da in diesem Falle lg p =0 wird, was 
genau dem Wegfallen des Exponentialfaktors in (41) entspricht. 

Wegen » < |x\"+ 1 (Ungl. (37)) hat man sodann: 


6 1 © ¢ 1 — | ' 
(46) (2igp + —-2*)-m<(2lg p+ -2*)-(1+|2 P).|ar|P 
<(2 Igp +--+ 2? + d)-|x\? fiir |a| > R, 


wenn R so bestimmt wird, dab: 
1 


(46a) sees }™ <3, dh R> ae leptet)! 


Somit findet sich schlieBlich: 


n 
(2187 +— 3? +4) ||? 


(a) TH4@|<« 


m+1 | 





Auf das letzte der in Gleichung (38) auftretenden Teilprodukte, welches 
kein anderes ist, als das in Nr. 1, Gl. (19), p. 303 mit R,(x) bezeichnete, 
laBt sich ohne weiteres die zur Abschiatzung des letzteren entwickelte Un- 
gleichung (28) anwenden (welche, wie unmittelbar zu sehen, noch fiir 6 = p 
giiltig bleibt) sodaB sich also ergibt: 


o | 
, p 
y (=\} PCy °{@ 
[1 #.()|<e oer 


n+1 


(48) 





Durch Einsetzen der Beziehungen (39), (40), (47), (48) geht dann aus 
Gl. (38) die behauptete Ungleichung hervor: 


(49) [D(a)| <4*Or!*"" fir || > R,,, 
wenn gesetzt wird: 

' 1 
(49a) C,= 2 lgp t+ 5-2? +p: + 39 


und R,, die gréBere der beiden Zahlen r,, und R (s. Ungl. (40), (46)) 
bedeutet. 
4, Mit Hilfe der Substitution 
y 


£ = ——— 


i 
g+C,!-2)? 


gewinnt man (analog wie den Satz Nr. 2 aus Nr. 1) aus dem eben be- 
wiesenen Satze den folgenden: 
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te Ist L(x) vom Range p und besteht auBer der Beziehung: 
as y = {1 |? 
(50) lim y-|—| <g (wo 920) 
noch die folgende: 
n | 
as Pp 
(51) >" lim > (2) =A (wo A>0), 
J . 


so hat man fiir jedes ¢>0 und |x| > R,: 
(52) |P(a)| < et er'7t le!” 2) 


5. FaBt man den Inhalt der Siitze von Nr. 2 und Nr. 4 mit den 
Resultaten von § 9, Nr. 3 p. 298 zusammen, so ergibt sich, daB die Be- 


dingung: 
(a) lim» *|"<g (a. h. nicht unendlich), beaw. (¢) lim v - al — 0, 


welche dort als notwendig fiir die Existenz einer Beziehung von der Form: 
Ss (A) |@(a)\<erl*!", bezw. (C) |@(a)| <etl#° 
erkannt wurde, im allgemeinen, d. h. allemal, wenn p< 6<p+1, sich 
auch als hinreichend erweist. Die im Falle 6 = p>1 noch hinzutretende 
Bedingung (s. Ungl. 61) und Fufn.), niimlich: 
on a | SI 1)"| ; | 1/1" 
(a’) lim, S¥(=) |=6 (d. h. nicht wnendlich), bezw. (c’) >»(—) = 0, 
psa | 2 (<.) | 2 (z) 
ist zwar in Verbindung mit (a) bezw. (c) gleichfalls hinreichend fiir das 
’ Zustandekommen der Beziehung (A) bezw. (C): ihre Notwendigkeit bleibt 
indessen zweifelhaft. Immerhin wird man sagen diirfen, daB sie sicherlich 
nahezw den Charakter einer notwendigen Bedingung besitzt oder, etwas 
genauer ausgedriickt, daS zum mindesten eine Bedingung von ganz dhn- 
licher Art zu der jedenfalls notwendigen (a) bezw. (c) hinzukommen miisse, 
wenn Ungl. (A) bezw. (C) fiir 6 =p méglich sein soll. Da niimlich 


*) Man findet also speziell: 


p 
Dia) <e!*", 
wenn: 
' 1 |? 
limy.,—| =0 
v=o | Gy} 


ao p 
(..) a= @. 
Za ty) 


1 
Vgl. P. Boutroux, Comptes rendus, T. 134 (1902), p. 83. 


und: 
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schon jeder einzelne Primfaktor FE, (=) einen Beitrag von der Form 


1 z\” 
ep (") liefert, so kann die Beziehung: 
(A’) \P(a)| <er'* ”*, beaw. (C’) |L(x)| <er lei” 


nur dadurch zu Stande kommen, daf jene unendlich vielen Beitriige sich 
entweder gegenseitig hinlinglich kompensieren, oder daB sie durch die 


Gesamtheit der Faktoren E,_, (=) in entsprechendem Mafe kompensiert 
werden. Das erstere wird, da >” 


Bedingung (a’) bezw. (c’) erméglicht; ob die zweite Eventualitit déberhaupt 
eintreten kann, ist fraglich, wenn auch kaum wahrscheinlich. Aber auch 
wenn irgendwelche Bedingungen das Eintreten jener zweiten Eventualitat 
nach sich ziehen kénnten, so viel ist klar, da® dieselben, wegen der 


Divergenz von a |= » geradeso wie die Bedingung (a’) bezw. (c’) ganz 


wesentlich von den Argumenten der a, (nicht bloB, wie die im allgemeinen 
Falle 6 > p geltenden Bedingungen von den absoluten Betrigen) abhiingen 
miiBten. 

Fassen wir noch imsbesondere den Fall der Ungleichung (C’) niher 
ins Auge. Hier muB eine vollstdndige Kompensation der von den ein- 


ea _ : 
=| Mivergiert, ausschlicBlich durch die 
vy 


1 x\? 
zelnen Primfaktoren herriihrende Betrige e? — (=) stattfinden. Eine solche 


p 


wird, wie ja unmittelbar ersichtlich, in der Tat erzielt, wenn > (-) = 0 
1 


(Ungl. (a)), ob noch durch irgendwelche andere Bedingungen, bleibe 
wiederum dahingestellt. Jedenfalls aber miiBten derartige Bedingungen, 


. wm 1 Pp 
geradeso wie die Bedingung >? (~) =, auBer durch die bereits kon- 
1 


statierte Abhingigkeit von den Argumenten der a, noch durch eine zweite 
spezielle Eigenschaft sich von den gewéhnlichen Bedingungen (a) bezw. (c) 
unterscheiden. Wiahrend diese letzteren niimlich lediglich infinitéirer Natur 
sind, also einer beliebig groBen endlichen Anzahl der a, keinerlei Be- 
schrankung auferlegen, so miiBten die fraglichen Bedingungen (wie eben 


, 7/1)" 
die Beziehung ">? (~-) =) in geeigneter Weise auf die Gesamtheit aller 
1 
a, sich erstrecken. Denn offenbar wird hier (im Gegensatze zu dem all- 
gemeinen Fall « > p) jeder einzelne Primfaktor FE, (=) auf das Zustande- 


kommen der Beziehung @(x) <*'!*” einen derartigen Einflu8 ausiiben, 
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daB schon durch Weglassung oder Abinderung eines einzelnen Primfaktors 
jene Beziehung zerstort werden mub. 

6. Wir wollen schlieBlich das Auftreten der Beziehung |@(x)| < e*'|*\” 
fiir den Fall, daB &(x) vom Range p, durch einige Beispiele illustrieren. 


. | 1 |pt+1 11] , . , 
Es sei >’ bl konvergent, > ri divergent, immerhin 


tim » -}5.[ —0*) 
; = | by} 
(. B. b, =(v-lgv)” fiir v > 2, b, beliebig, etwa = 1), sodaB also p als 
Grenzexponent (natiirlich Divergenzexponent) erscheint. Setzt man sodann: 


ni 


(53) Ms ——e“o b,, Ug y= er : b, (v -~ 1, 2, 3, i ‘) 
oder auch im Falle eines wngeraden p: 
(54) as ao ™ b,, y= = b,; 


so ist offenbar &(x) = [-] E, (“ ) eine ganze Funktion p Ranges, deren 
1 
Nullstellen den Bedingungen geniigen: 
° }1 \P = "hf 
limy-|5)=0, D7(z) =o 
1 
sodaB also in der Tat fiir alle hinlinglich groBen |x: |&(x)| <et''\*!” 


ausfallen mu. 
Ebendasselbe gilt, wenn man setzt: 


= =z )7~!.p,..- =n ?. 2ai 
a—% =ba ~—y*-h---a,, =a? b,| i 
-1 —p b | wo: y ‘a ert ’ 
Oy y2 = Oy Oyy3 = 97 by Mpg g = 7? * Og 
allgemein: 


_— = vy = (0,1, 2,++- im inf. 
(55) “p+ty tata = Oy lewky 1,---, Pp ). 
p 


sodaB also (wesen P yte4 =O fir lox <p): 


0 


dS (A) =0 fir x =1,2,--+p, 
1 


— Pp 
*) Nimmt man in den folgenden Beispielen die b, so an, daB lim v- | =9>0 
v=o | Ov} 


1 
(, B. by = v” ), so geniigen die betreffenden @(x) nach Ungl. (52) nur der Beziehung: 
|Bia)| <p at o-lal”, 
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und sodann: 


. Se. (ve)" 
6 “FTI 0-%). 
. 1 0 

= gptt > (Z)"- See 


gett 
=f -Fa). 


Ein derartiges &(x) p'* Ranges mit dem Divergenzexponenten p ge- 
niigt dann genau derselben charakteristischen Relation*): 


(C’) | P(z)| < els, 


wie ein &(x) (p — 1) Ranges mit dem Konvergenzexponenten p: in der 
Tat ist ja auch in dem letzteren Falle p die kleinste Zahl, fiir welche die 
zur Existenz von Ungl. (C’) notwendige (und hier auch hinreichende) Be- 


dingung lim v = /-0 erfilllt ist (8. p. 295, Gl. (10)), sodaB also jede 


weitere Erniedrigung des in Ungl. (C’) auftretenden Exponenten p aus- 
geschlossen erscheint. 
Im iibrigen laBt gerade das Beispiel (56) deutlich erkennen, wie hier 


jede einzelne Nullstelle fiir das Zustandekommen der Beziehung (C’) wesent- 
22i 
lich ist. Man setze z. B. p= 2, also y=e* und somit: 


om) @e)~ Ff PT (r— 42). FO) EP 0-8). 
1 0 1 


Entfernt man jetzt aus &(x) lediglich die zwei von den Nullstellen 
y~'-b,, 472+), herriithrenden Faktoren, so entsteht: 


*) Das erste schon von Poincaré (a. a. O. p. 139) bemerkte und durch direkte 
Vergleichung mit: 


Ls) 
sinter = tex ] | 1-+ ve 
$8 = . v => 
rs Tv 2? 
1 


konstatierte Beispiel dieser Art, nimlich: 


PL (w) = I (1 ae 59) 


gehort offenbar den drei durch Gl. (53)—(55) charakterisierten Typen gleichzeitig an, 
da die definierenden Bedingungen fiir » — 1 zusammenfallen. 














e- 


on 


in, 
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1 /z 


8) = Q@a(1—g) a GET Az), 


und es ergibt sich, falls man 2 = —r (wo r >0) setzt und die b, reell 
und positiv annimmt: 


a(-n-(14+f)-68°F OPT 04e), 


th 8. 
(59) > elas,- 7) ca fiir jedes r>0, 


> la), fiir r>4. 


§ 12. 
Zusammenhang zwischen Ordnung, Rang und Grenzexponent einer 
primitiven Funktion. 


1. Bedeutet wiederum 9 >0 den Grénzexponenten von @&(x)*), so- 
daB also zum mindesten fiir jedes noch so kleine 0 >0 die Beziehung 
besteht: 

. , | 1 le+d 
(60) limy-|—\ =0, (s. p. 294, Gl. (8)), 


a | 


so folgt aus dem Hauptsatze § 11, Nr. 2 (p. 306), daB fiir alle hinldnglich 
ropen x: 

g Ben P (x) < er |zie te 

(61) < elie to ae), 


*) Dabei mag jetzt unter P(x) eine Funktion verstanden werden, die sich von 
der bisher so bezeichneten eventuell noch um einen Faktor «* (k eine natiirliche Zahl) 
unterscheidet (vgl. p. 301, FuBn. 2), also allgemein: 


P(x) = at. [-] E, (=). b> 0). 
1 . 


*“*) Man bemerke, daB die zweite dieser Ungleichungen nicht mehr und nicht 
weniger aussagt, als die erste. Das erstere ist ohne weiteres klar, denn die zweite 
Ungleichung besteht @ fortiori, wenn die erste erfiillt ist. Aber auch wmgekehrt: be- 
steht Ungl. (61) fiir jedes d>0, so hat man fiir hinlanglich groBe x auch: 

é 
e+ sd uu > etd 
|Pewyl<ei®  ~ mel? 
und kapyn sodann bei beliebig klein vorgeschriebenem @>0 durch eventuelle Ver- 
gréBerung von |x| stets erzielen, daB: 





' 0 é 
| <8, also schlieBlich: | P(x) <e*'** + ; 








316 Auyrev Prinesuem. 


Hieraus ergibt sich aber, daB fiir die Ordnung « von L(x) die Be- 
ziehung besteht: 
(62) “Se, 
wie bereits am Schlusse von § 9 (p. 298) angekiindigt wurde. Durch Kom- 
bination dieses Resultates mit dem dort abgeleiteten findet man also, daB 
geradezu: 
(63) o=«a 
sein muB, in Worten: 

Eine primitive Funktion von der Ordnung « ist auch vom 
Grenzexponenten 9 = a und umgekehrt*), 

Gehért L(x) dem Normal- bezw. dem Minimaltypus der Ordnung « 
an**), so geniigen die Nullstellen a, nicht nur der Beziehung (60), son- 
dern der engeren (s. p. 298, Gl. (a) und (0): 


— fife , 
(64) lim v - la| <g, (wo g endlich), 
(65) bezw. limy- | = P vl, 


Ist « keine ganze Zahl, so lat sich die Beziehung (64) durch die 
etwas prizisere: 
(64a) lim v - | 


v=o 


1 \@ 
a) Or 0 
ersetzen. Denn unter Voraussetzung eines nicht-ganzzahligen « wiirde aus 
g=0, d.h. aus der Existenz der Beziehung (65) nach dem Hauptsatze 
§ 11, Nr. 2 (p. 306), allemal folgen, daB 2(x) dem Minimaltypus angehirt. 
Man kann dieses Resultat auch folgendermaSen aussprechen: 
Ist « >O keine ganze Zahl, so bildet die Gleichung (64a) 
bezw. (65) die notwendigé und hinreichende Bedingung da- 
fiir, dap & (x) dem Normal- bezw. Minimaltypus angehirt***). 


*) Dies gilt offenbar auch noch fiir « = 0 (vgl. die Bemerkung p. 263, Absatz 1 
am Ende). Man gewinnt also Funktionen nullter Ordnung, wenn man die a, so wihlt, 
oie at, re F 
Ce fiir jedes ¢ >0 honvergiert, 


daB 0 als Grenzexponent erscheint, d. h. daB 


1 . ' oo 
z. B. =< mg, wo |q|<1. (Ober das Vorkommen derartiger Produkte bei Euler, 


v 
Jacobi, Cauchy vgl. Encyklop. d. math. Wiss. I, p. 116, 117). 
**) Hier ist unter « stets eine Zahl >0 zu verstehen. 
***) Daraus folgt noch, daB die Bedingung: 
— | 1 le 
lim »-|— | =oo 
nr=® ie 
als notwendig und hinreichend erscheint fiir die Zugehdrigkeit von 2(ax) zum Macximal- 
typus. 








e- 
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Ist dagegen « eine ganze Zakl und L(x) gehért dem Normaltypus 
an, so hat es bei Ungl. (64) sein Bewenden, d. h. es kann hier der be- 
treffende Grenzwert eventuell auch verschwinden, sodaB also schlieBlich 
Gl. (65) besteht. Anders ausgesprochen: Ist « eine ganze Zahl, so ist 
die Bedingung (65) noch keine hinreichende fiir die Zugehérigkeit von 
@(x) zum Minimaltypus. Die letztere findet allemal dann statt, wenn « 
Konvergenzexponent ist (nach § 11, Nr. 2, Hauptsatz); dagegen nur mit 


der Zusatzbedingun roy a ® § 11, Nr. 4, p. 311), méglicher-, wenn 
aingung a, ? P g 
1 


auch nicht wahrscheinlicherweise noch unter anderen geeigneten Spezial- 
bedingungen (vgl. § 11, Nr. 5 am Ende), wenn « Divergenzexponent ist. 

Ebensowenig bildet Gl. (64a) oder sogar (65) im Falle eines ganz- 
zahligen « eine hinreichende Bedingung fiir die Zugehiérigkeit von P(x) 


| 
(und zwar G>0, falls (64a) besteht; G> 0, falls (65) besteht) hinzu- 
kommen (§ 11, Nr. 4, 5)*). 

2. Da zwischen dem Range p und dem Grenzexponenten @ von L(x) 
bezw. der damit nunmehr als identisch erkannten Ordnung « die Be- 
ziehung besteht: 


zum Normaltypus: hier muB noch die Zusatzbedingung lim | > (--)" |= G 
n= 1 v 


pxsalp+1, (p. 293, Fubn. 2), 
so ergibt sich, falls « weder Null, noch ganzzahlig, dab: 
(66a) p=le], 
wo [a] die grdjite in a enthaltene ganze Zahl, bezw. im Falle « <1 die 
Null bezeichnet. Ist « eine ganze Zahl und gehirt L(x) nicht dem 
Minimaltypus an, so erscheint die Konveryenz von a | ~ definitiv aus- 
geschlossen, sodaB also auch noch in diesem Falle: : 
(66b) p=a=[e]. 

Gehért dagegen (bei ganzzahligem «) L(x) dem Minimaltypus an, so 
wird, nach dem in § 11, Nr. 5 gesagten, im der Regel « Konvergene- 
exponent und daher 
(66¢e) p=[e|-—1 
sein. Nur in besonderen Fiillen, niimlich bei ganz spezieller Verteilung der 


*) Hieraus erklirt sich z. B., warum sin ~: cos dem Normaltypus der Ord- 
nung 1 angehiren, dagegen (I'(x))*!1 dem Mazimaltypus, obschon fiir alle drei 


$i. 


vi 


Funktionen: lim v- 
v=2 
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a,, ins besondere, wenn > (—)"= 0, ist die betreffende Voraussetzung 
1 


a 


P ° }1 ° ‘. 
mit der Divergenz von re vereinbar, soda8 dann also wiederum p 
a 


durch Gl. (66b) sich bestimmt. 

Will man umgekehrt vom Range p auf die Ordnung bezw. den Ord- 
nungstypus von &(x) schlieBen, so la&t sich auf Grund der obigen Re- 
sultate folgendes aussagen: Eine primitive Funktion 2(x) vom Range p 
ist hichstens vom Minimaltypus (p+ 1), mindestens vom Minimaltypus 
(p). Dabei gehéren dem Minimaltypus (p + 1) tatsichlich alle diejenigen 
@(a) an, fiir welche p + 1 Konvergenzexponent ist; dagegen dem Minimal- 
typus (p) tiberhaupt nur solche &(z), fiir welche p Divergenzexponent ist 
und zugleich die a, der infinitiren Relation lim v - ce = QO (anders ge- 


1 
schrieben: | a, | > v), sowie ganz speziellen, auf jedes einzelne a, sich er- 


streckenden Bedingungen (in besondere: > (-)’= 0) geniigen. 
1 


IV. Ganze Funktionen von endlicher Hohe. 


§ 13. 


Definition der ganzen Funktion von endlicher Hohe. — Endlichkeit 

ihrer Ordnung. 
1. Ist: 

(1) G(a) =). L(x), 

wo G(x) eine ganze rationale Funktion vom Grade q*), L(x) eine pri- 

mitive Funktion vom Range p, und bedeutet h die griéfere der beiden 

Zahlen p und qg, bezw. jede der beiden Zahlen p und q, falls p=gq, so 

soll h die Hohe**) von G(x), G(x) selbst eine ganze Funktion von end- 


*) Zur Abkiirzung werde ich gelegentlich diese Zahl q schlechthin als den ,,Grad“ 
von G(x) bezeichnen. 

**) Die Bezeichnung ,,Hdhe‘ zur Verdeutschung des von E. Laguerre (Oeuvres 
compl. 1, p. 167) eingefiihrten Begriffes ,,genre* wurde von H. von Schaper (a. a. O. 
p. 24) vorgeschlagen, da die wortliche Ubersetzung ,,Geschlecht* seit Clebsch und 
Riemann bereits eine andere typische Bedeutung in der Funktionenlehre gewonnen 
hat. Manche Autoren (2. B. O. Biermann, Theorie der analyt. Funktionen, p. 320) 
bedienen sich dafiir des (von mir in etwas anderem Sinne gebrauchten) Ausdruckes 
»Rang (analog auch ,,rango“ bei G. Vivanti, Teoria delle funzioni analitiche, 
p. 179). 
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licher Hohe h heiBen. Reduziert sich g(x) auf eine Konstante, bezw. 
@(a) auf die Einheit oder eine rationale ganze Funktion, so fillt also der 
Begriff der Hohe mit demjenigen des Ranges p von L(x) bezw. des Grades 
q von g(x) zusammen. 

Man erkennt leicht, daB jede ganze Funktion von endlicher Hohe auch 
von endlicher Ordnung sein mub. Es gilt niimlich offenbar der all- 
gemeine Satz: 

Ist G,(a) von der Ordnung «,, G,(x) von der Ordnung 
Oy > a,, so ist G(x) = G,(x)- G(x) héechstens von der Ord- 
NUNG Oy*). 
Denn aus der Voraussetzung folgt, daB fiir jedes 0d > 0 und |x > R;: 
ats 
2 


ae a, +—d 
(2) |E@l<e"", |G @l<e"™, 
und daher, wegen «, < ay: 


1 
tee elz|%t? 
? 


(3) | G(x) | < ei 
woraus die Richtigkeit der fraglichen Behauptung unmittelbar hervorgeht. 

2. Der eben ausgesprochene Satz léBt sich aber noch weiter dahin 
prizisieren, daB G,(x)- G,(a) mit Ausnahme eines einzigen ganz speziellen 


Falles genau von der Ordnung «, sein mub. 
Angenommen, man habe zunichst: 


(4) G(«) = Ee” (x), 092 (*) = en” ()+92(2) , 


1 


Yo 
wo 9,(“) = > a2", gg(%) = > bv” und gq =>4q,, 80 ist offenbar 
0 1) 


9,(@) + g(x) allemal vom Grade q,, also G(x) von der Ordnung q, (s. § 5), 
auper wenn: q,=q, und zugleich: b, = —a,. Alsdann findet in der Tat 
eine Erniedrigung der Ordnung von G(a) statt, und zwar ist, wie sich 
zeigen wird, dieser Fall auch der einzige dieser Art. 

Hat man ferner: 


(5) G(a) = 2, (x) - £3 (), 


wo @,(«), &,(x) primitive Funktionen mit den Grenzexponenten g, und 
0, > 0,, so hat offenbar G(x) unter allen Umstiinden den Grenzexponenten 
@,, also auch die Ordnungszahl g,. 


*) Der analoge Satz gilt offenbar fir G(x) = G,(«)-+G,(x) mit dem Zusatze, 
daB im Falle a, >, G(x) nicht nur héchstens, sondern genau von der Ordnung «, ist. 
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Es bleibt noch der Fall zu betrachten: 
(6) G(x) = ©. L(x), 
wo g(x) eine ganze rationale Funktion vom Grade g, &(x) eine primitive 


Funktion vom Grenzexponenten 9. Ist hierbei g>o, so hat man nach 


s 


Nr. 1, wenn «@ die Ordnung von G(x) bezeichnet: 
a<o. 
Andererseits hat man nach dem letzten Satze von § 9, Nr. 3 (p. 298): 
“> 9, 
sodaB sich also schlieBlich 
(7) “=¢ 
ergibt. 
Diese SchluBweise versagt jedoch im Falle ¢>o. Hier folgt aus 


Nr. 1 nur soviel, daB: 
a<q 


sein muB. Um aber zu erschlieBen, daB geradezu: 


a=q) 
miiBte erst feststehen, daB der Faktor 2(~) nicht etwa eine Erniedrigung 
der von dem Faktor e? herriihrenden Ordnungszahl q herbeifiihren kann. 
Hierzu bedarf man aber einer fiir |&(x)| in geeignetem Umfange giiltigen 
unteren Schranke bezw. einer oberen Schranke fiir | &(x)-'|, deren Existenz 
nunmehr zuniichst festgestellt werden soll. 


§ 14. 


Existenz einer auf beliebig groBen Kreisen giiltigen oberen Schranke 
fiir den reziproken Wert einer primitiven Funktion. 


Satz. Konvergiert Zz |= ; fiir irgend ein 6 <1, so- 
daj3 also _e 


wo 


(1) (a) = f-] (1—-Z) 


1 
eine primitive Funktion vom Range 0 darstellt, so gibt es zu 
jedem «> 0 unendlich viele beliebig groBe r, derart, dap 
@) JP layr8| < erie 
fiir alle x mit den absoluten Betrigen x (also, geometrisch ge- 


sprochen, auf unendlich vielen Kreisen mit beliebig gropem Ra- 
dius r). 





us 


O- 


1- 
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\° hat man zunichst: 


Beweis. Infolge der Konvergenz von > 








v 








(3a) a ay (3b) lim 78” — 0+). 


v=o! %| |a, |? 


Nun besteht die Identitat: 


y-Ig|a,|__ 1 het le ( ale 








|a, |? 6 |a, |? ' 
o 
Ig Lari? 
Pee Pe re. v-Igv 
~ ec ia ¢ |a,|? ’ 
v 


sodaB sich mit Beriicksichtigung von (3a), (3b) ergibt: 
(4) lim 7 78!4! _ 9, 


ao 


Wird also 6 >0 beliebig klein vorgeschrieben, so gibt es eine un- 
begrenzte Folge natiirlicher Zahlen », (A = 1, 2, 3,---) von der Beschaffen- 
heit, daB: 

n,: Ig | a, a 


(5) a <#. 


Ferner folgt aus (3a), daB (wegen. 6 <1) in jedem Falle: 





me ee 
lim — - |a,| = oo. 
v 


Es laBt sich also eine positive ganze Zahl m, so fixieren, dab: 


|a,,| > 8u, fir wm, 
und daher: 


6 Llal—S-lal> 20, fie pm, 


Da |a,41| =|4,| >>: |a,|, so kénnen héchstens \a,\, | dy), +++ |@,1| 


unterhalb $ -|a,,| liegen, und um so mehr kénnen héchstens diese 4«—1 Zahlen 


*) Aus 


wiirde nimlich folgen, daB fiir beliebig kleines e>>0 und alle hinlinglich groBen v: 


v-lgv 
|a,|° 





>c—é, 


sodaB also >’ 4 


o 

—| divergieren miiBte. 

a, | 

Mathematische Annalen. LVIII. 21 
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in das Innere des Zahlintervalls (+ |a,,|, = a, / fallen, sodaB also dieses 
Intervall auf solche Weise in héchstens w Teilintervalle zerlegt wird. Da 
die Swmme dieser letzteren nach Ungl. (6) grifer als 2u ist, so muBb 
also mindestens ein Teilintervall gréBer als 2 sein. Bedeutet daher r die 
in der Mitte oder auch nur eine in hinldnglicher Nachbarschaft der Mitte 
jenes Teilintervalls liegende Zahl, so enthilt das Intervall (r —1, r + 1), 
einschlieBlich seiner Grenzen, keine einzige der Zahlen |a,|, sodaB also: 


(7) 7 la,|\<r<sla,| und zugleich: [la,|—r|>1 fiir jedes v. 


Da hierbei w nach Ungl. (6) lediglich an die Bedingung u > m, ge- 
kniipft ist, so erkennt man, daB es wnendlich viele und insbesondere auch 
beliebig groBe Zahlen r der bezeichneten Art gibt. 


SchlieBlich laBt sich wegen der Konvergenz von = |= ’ eine natiir- 
liche Zahl m, so annehmen, daB: , 


a 


1 <a. 


®) >: 


Ma+1 








Bedeutet jetzt  irgend eine der Reihe der Zahlen n, angehirige Zahl, 
die zugleich den Bedingungen geniigt: 


=m,, 
> Mz, 


so bestehen die Beziehungen (5), (7), (8) gleichzeitig, wenn man die da- 
selbst mit »,, uw, m, bezeichneten Zahlen durch m ersetzt. Dabei steht 
es offenbar frei, ein auf obige Weise ausgewihltes » auch durch jede 
grofere der Reihe der », angehérige Zahl zu ersetzen und damit auch r 


unbegrenzt zu vergriBern. Man hat also fiir wnendlich viele n bezw. be- 
liebig groBe r: 


(a) n-Ig|a,|<d-|a,|’, 
e (b) + |a,|<r<<|a,| und augleich: (c) ||a,|—r|>1 fiir jedes v. 


o 


<d. 





nt 





Wir zerlegen nun @(x)-' in die beiden Teilprodukte: 


(10) te MMs Fate 
1 n+1 











oo Nw Be 
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Fiir das erste derselben ergibt sich alsdann, wenn |7| =r gesetzt wird: 


5 [Thy < EL ns oun to. 0, 


Sa, |" = e'elenl, 
<e?'l¢nl*, (nach Ungl. (9a)), 
(11) <¢°?.r", (nach Ungl. (9b)). 
Zur Abschiitzung des zweiten Teilprodukts hat man zuniichst: 
| _@ 2 2 
Ha*s|-|FI¢+23)|< FD 0+ po) 
n+1 n+1 n+1 y | 


Da hier, wegen vy > n, auf Grund von Ungl. (10b) durchweg | a,| > 2r, 
so folgt weiter: 





3 









































r = r an 1 ian 
llaJ—r|  lal—r yr fal? 
| a, | 
‘ r © 1 r 1 
<2+To) (reer: fej <¥> 1 a> 3) 
<2-(<)’, (wegen: -* Ta] < hs 6<1), 
und daher: 
= 1 |o 
i a 
a, —« <P[(.+2- (< =)'<e “ss . 
n+1 
12 <e9-r" (nach Ungl. (104d). 
? 5 


Durch Zusammenfassung der Resultate (11) und (12) ergibst sich 
somit: 


(13) | L(x) \-1| << et?+28-" fir [a] =r. 
Wird also d zu beliebig klein vorgeschriebenem « > 0 so fixiert, daB: 
(47 +.2)-0<e, 
so findet man schlieBlich, wie unter (2) behauptet: 
|L(a)-*| < et ll", fir |x| —r. 
2. Der eben bewiesene Satz gestattet sofort die folgende Ubertragung 
auf primitive Funktionen von beliebigem Range p: 
Konvergiert = Fal fiir irgend ein 6 des Intervalls 
p<o<ptl, sodaB also: 


(14) 2(a) =f] (1 —z)- 1 
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eine primitive Funktion vom Range p darstellt, so gibt es zu 
jedem =>0 umendlich viele beliebig groBe r, derart, daj: 

(15) |L(a)-*| << er l=" 
fiir alle x mit den absoluten Betriigen r*). 


Beweis. Bezeichnet man mit y eine primitive (p + 1)” Einheits- 
wurzel, etwa: 
os 
j= epti . 


so ergibt sich (vgl. p. 314, Gl. (66)): 


«eo <1. 2 * P - 
PF] 202 = [TT (17 (1 Pa <*) : = x () 2 v 
0 ' 3 
(16) -FTG 7 ="), 
1 v 
Setzt man sodann: 


(17) Pf 2a’) =-1@, Pf 2a’2)=7,2), 


so wird zunichst: 


(18) L(a)-' = 1(@)-*- Ti, (a). 
Transformiert man ferner JI(x) durch die Substitution: 
(19) Priany, ap+! — 4 


in eine Funktion von y: 
io) 


(20) n@) =f 0-%): 
1 
also eine primitive Funktion vom Range 0, und beriicksichtigt, daB 


PA Pals 


' auf Grund der Voraussetzung konvergiert, so folgt 











1 
a, 


*) Der Satz riihrt im wesentlichen von Hadamard her (a. a. O. p. 204). Doch 
beweist H. nur, da8 unter den gemachten Voraussetzungen : 


| Pe@)-1| <el*l 
Die hier gegebene schirfere Fassung stammt von Lindeléf (a. a. O. p. 11). 
Die Verwertung der schon von Laguerre bemerkten und zu analogen Zwecken be- 


niitzten Relation (16), um den Beweis in der Hauptsache auf den Fall p = 0 zu redu- 
zieren, findet sich bei Borel a. a. O. p. 76 (vgl. auch ebendas. p. 27). 


o+d 








M 
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aus dem eben bewiesenen Satze, daB fiir jedes « > 0 und unendlich viele, 
auch beliebig grofe R eine Beziehung von der Form besteht: 


pti 
* , fiir alle y mit dem absoluten Betrage |y| = R. 


1 
Fiihrt man wieder 2+! an Stelle von y ein und setzt Re+1 =r, so 
findet man also: 


(21) Wa)t\< ef 


(22) | M1(a)-1|<e? ial fiir alle x mit dem absoluten Betrage || = r. 
Andererseits hat man, wegen lim v - Fs "= 0, nach dem Hauptsatze 


von § 11, Nr. 2 (s. p. 306, FuBnote), wenn man die dort mit ¢ bezeichnete 
Zahl durch - ersetzt: 
Pp 


Quix) |<? it! fiir alle |x| > R,, 


also: 

(23) TI, (2)|<e? |*" fir alle || > R,, 

und schlieBlich durch Zusammenfassung von (18), (22), (23): 
(24) 'P(a)-1| <e* '*\", fir alle |x| =r und r> R,. 


3. Es bedarf wohl kaum der Bemerkung, da das vorstehende Re- 
sultat wiederum keine Anderung erleidet, wenn @(x) noch einen Faktor 
von der Form a2*(k >1) enthilt: in diesem Falle muB nimlich, sobald 
nur |z| > 1 ist, die Ungleichung (24) a fortiori bestehen, sobald sie ohne 
Hinzunahme jenes Faktors richtig war. 

Ist @ Grenzexponent von L(x), so besteht offenbar die Beziehung: 
(25) |PQay-*| <er 
in dem angegebenen Umfange, sofern @ Konvergenzexponent ist. Wenn 
dies jedoch nicht der Fall oder zum mindesten nicht festgestellt ist, so er- 
scheint nur soviel sicher, daB dp 1e"" fiir jedes 0 = 0 konvergiert und 

v | 
daher fiir die Ungleichung (25) die folgende eintritt: 
(26) |P(@)-*| < er ier’, 
welche schlieBlich wegen der Méglichkeit, d>0 unbegrenzt zu ver- 
kleinern, nicht mehr und nicht weniger aussagt*), also die folgende: 
(27) | @(a)-1| < exer? 
(fiir alle ~ auf unendlich vielen, auch beliebig grojien Kreisen). 





*) Vgl. die analoge Bemerkung p. 315, FuBn. 2. 
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§ 15. 


Allgemeinste ganze Funktion von endlicher Ordnung: Zusammenhang 
zwischen Ordnung, Grad’, Grenzexponent und Hohe. 
Vervolistindigung des Picardschen Satzes. 


1. Es sei jetzt G(x) eine im iibrigen beliebige ganze Funktion, von 
der nur soviel feststeht, daB sie von der Ordnung « (eine Voraussetzung, 
die ja lediglich gewisse infinitiire Eigenschaften der Taylorschen Reihen- 
koeffizienten erfordert, namlich [s. p. 276, (Ia), (ib)]: 


1 1 
lim v**?.Vje,)=0, lim v*-?.V/Je,] = oo). 
Bringt man G(x) auf die jedenfalls mégliche Form: 
(1) G(x2) = &® . P(x) 
(wobei sich g(x) eventuell auf eine Konstante, &(a) auf die Finheit oder 
eine rationale ganze Funktion reduzieren kann), so entsteht die Frage: 


Welche Aussagen lassen sich auf Grund der Voraussetzung, daB G(x) von 
der Ordnung «, iiber den Grad von g(x) und den Grenzexponenten von 
@(x) machen? 

Bezeichnet man den letzteren wiederum mit 9, so besteht nach dem 


SchluBergebnis von § 9 (p. 298) die Beziehung: 
(2) oe <e. 


Dieses Resultat in Verbindung mit der Voraussetzung gestattet aber auch 
unmittelbar, einen SchluB auf den rationalen Charakter, bezw. den Maximal- 
grad von g(x) zu ziehen. Aus (1) folgt namlich: 

(3) | = |G(a)| -|L(a)-|, 

und da: 

4) IG(a)| <ezi**? fiir alle |x| > R,, 

\ |B (a)-1| < elziet? < glait*? fiir alle |~| =r und un- 


endlich viele, auch beliebig groBe r, so ergibt sich: 


(5) | <erlzi**? fiir alle |x| =r > Ry 
also: 
(6) R(g@)) < 2. |z|e*? ” ” »” » ” ? 


woraus nach dem Satze von § 6, Nr. 2 (s. p. 284, Ungl. (10)) resultiert, 
daB g(x) eine rationale ganze Funktion, deren Grad g zunichst der Be- 
ziehung geniigt: 

qi«t+d. 











PrP FP ws F 
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Da aber 0 unbegrenzt verkleinert werden darf, so folgt schlieBlich, daB, 
in voller Analogie mit Ungl. (2), auch: 


(7) qSu. 


Der Inhalt der Ungleichungen (2) und (7) kann mit Beriicksichtigung 
der Beziehung p< go zunichst generell folgendermaBen ausgesprochen 
werden: 

Jede ganze Funktion von endlicher Ordnung « ist auch 
von endlicher Htihe h<a. 

2. Aus dem Satze von § 13, Nr. 1 (p. 319) folgt, daB « héichstens 
gleich der gréBeren der beiden Zahlen g und g sein kann, mit anderen 
Worten: Es kénnen keinesfalls gleichzeitig die beiden Ungleichungen: 

q<e, e<e@ 
bestehen. Kombiniert man dieses Resultat mit der erwiesenen Existenz 
der Relationen (2) und (7), so folgt: 

Ist G(x) = &) P(x) von der Ordnung «, so bestehen fiir 
den Grad q von g(x) und den Grenzexponenten @ von L(x) die 
Beziehungen: 

(8) qS4*, @Sa 
in dem Sinne, daB mindestens in einer derselben das Gleich- 
heitszeichen gilt. 

Hieraus erkennt man, daB umgekehrt die Ordnung « von 


G(x) = # . 2(a) 


stets genau gleich der gréferen der beiden Zahlen q und g bezw. c=q=@ 
sein muB: das am Schlusse von § 13 (p. 320) zunichst fiir den Fall ¢ < @ 
konstatierte Resultat gilt somit allgemein. Zugleich ergibt sich damit die 
Richtigkeit des ebendaselbst am Anfange von Nr. 2 ausgesprochenen 
Satzes, wonach die Ordnung von G,(x)- G,(x) =e .@, (a) -e%™. @, (a) 
mit Ausnahme eines einzigen, dort niher spezifizierten Falles, allemal genau 
gleich a, sein muB, wenn a >a, und «,, a die Ordnungszahlen von 
G, (x), G,(a) bedeuten. 

3. Ist a keine ganze Zahl, so folgt, da q nur eine ganze Zahl oder 
Null sein kann, aus (8), dab: 
(9) q<e und somit: @=—«. 


Zugleich ist dann p< o<p+1 (mit Ausschlug jeder Gleichheit), also: 
p=[o]=[e]. Da andererseits g<[a], so ergibt sich fiir die Hohe h 
die unzweideutige Bestimmung: 

(10) h=[e]. 

Im iibrigen laBt sich der wesentliche Inhalt der aus der bloBen Voraus- 
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setzung einer nicht-ganzzahligen Ordnung « gewonnenen Beziehung @ = « 
ausfiihrlicher folgendermaSen formulieren: 

Eine ganze Funktion von nicht-ganzzahliger Ordnung « 

besitzt stets unendlich viele Nullstellen, deren Dichtigkeit bezw. 


| 1 \a+d 
a | 


infinitéires Anwachsen durch die Relation: lim v- =0 


charakterisiert wird.*) 

Besonderes Interesse verdient noch der Fall «<1. Hier mu nach 
Ungl. (9) geradezu g=0, auberdem g=a<1, also auch p=O sein, 
d. h. G(«) reduziert sich auf eine mit einem konstanten Faktor multiplizierte 
primitive Funktion vom Range 0, also: 

Ist G(x) von einer Ordnung « < 1**), so hat man: 


(11) Ga) = 0-2. Pf (1-2) und: ci. 
1 


Durch Substitution von x? an Stelle von x und eventuelle Multipli- 
kation mit x ergibt sich hieraus noch der folgende Satz: 

Ist G (a) eine gerade oder ungerade Funktion von niedrigerer 
als der 2%" Ordnung, so ist G(x), abgesehen von einem kon- 
stanten Faktor, eine primitive Funktion. 

Darnach erkennt man z. B. ohne jede Rechnung, daB die Produkt- 
entwickelungen von sin zz, cos xx die Form haben miissen: 


sinaz—O-2-J-[(1-5), cosae=C'[] (1 att) 
1 


4. Weniger einfach sind die Ergebnisse fiir den Fall, daB a eine 
ganze Zahl.+) 

Einen brauchbaren Anhaltspunkt zur Beurteilung von qg und @ gibt 
hier der Satz von § 6, Nr. 3, wonach ec? allemal dem Normaltypus (q, y) 
angehért; d. h. es gibt eine bestimmte Zahl y > 0, derart daB (s. p. 286, 
Ungl. (21): 


<eit)-y 2! fiir alle |z| > R,, 


(12) jer™| 
>et-) ri fiir gewisse beliebig groBe x und zwar fiir 
*) Der erste Teil des Satzes ergab sich schon § 6, Nr. 3 am Schlusse (p. 286). 
Das wesentlich neue liegt in dem zweiten Teile. 
**) Der Satz gilt insbesondere auch noch fiir « = 0. 
“*) Hadamard, a. a. O. p. 209. 
+) Im Falle «a =0 hat man offenbar q = 0, 9 =0, d. h. G(x) ist bis auf einen 
konstanten Faktor eine primitive Funktion vom Grenzexponenten 0 (nicht bloB vom 
Range 9). 
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alle x, welche gewisse Strahlen x = x) - e’', von |x| > R, anfangend, voll- 
stiindig erfiillen (s. p. 282, Ungl. (11)). 
Kombiniert man diese Ungleichungen mit den beiden folgenden*): 


<ez@t? fir alle || > R;, 
(18) 12) eas 


fiir alle x auf gewissen, beliebig groBen Kreisen, 
so folgt zunichst: 
{< eite-y|22+\2+? fir alle hinlinglich gropen x, 


(14) | G(x) | ioe P 
ls et-)-y-\et-\20* fir gewisse beliebig grope x 
(nimlich diejenigen x, welche den Schnittpunkten der ad (12) und (13) 
genannten Strahlen und Kreise entsprechen). Ist jetzt: @ < a, also zugleich 
nach (8): g= «a, so ergibt sich aus (14): 

ai a f<eitehy li — fiir alle hinlinglich groBen x 

OP at on mae | 
> P-r 7-9 fiir gewisse beliebig groBe x, 


d. h. G(x) gehért in diesem Falle dem Normaltypus (a, y) an, sodaB 


also die Koeffizienten der Potenzreihe: G(«) -> c,2” der Relation ge- 
niigen (s. p. 277, Gl. III): 0 


1 1 
(16) lim v*-Vje,| = (aye)* (d. h. endlich und von Null verschieden). 
Hieraus gewinnt man aber sofort das folgende Resultat: 
Ist G(x) von ganzzahliger Ordnung «, ohne dem Normal- 
typus anzugehdren, d.h. ohne einer Koeffizientenrelation von der 
Form (16) zu geniigen, so ist allemal 9 = a (wiihrend fiir q 
noch der Spielraum 0 < q < a bleibt). 
5. Gehdrt also G(x) dem Minimal- oder Maximaltypus der ganz- 
zahligen Ordnung « an, so besteht fiir den Grenzexponenten @ die Be- 
ziehung @ = « geradeso, wie im Falle eines nicht-ganzzahligen «. Auch 





*) Kombiniert man die zweite der Ungleichungen (13) mit der folgenden (welche 
sich aus der ersten Ungl. (11), p. 282 ergibt, wenn man g(x) durch — g(x) ersetzt und 
zum reziproken Werte tibergeht): 


|| > e- A+-7 |a/2 fir alle |2|> B,, 
so folgt zunichst: 
G (a) > eH AtO-7- [ait |z1e+4 


und, wegen <a, @ <«, schlieBlich : 


G(x)| >e 
fiir alle x auf gewissen, beliebiy groBen Kreisen. 


sai 2\eto" 


(Vgl. v. Schaper, a. a. O. p. 53). 
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wird hier noch p=a und somit h=«a, wenn @ Divergenzexponent ist, 
was offenbar mit Sicherheit dann eintritt, wenn G(x) dem Mavzimaltypus 
angehért (da in diesem Falle offenbar &(x) diesem letzteren angehéren 
muB). Ist dagegen’e Konvergenzexponent, so wird allemal p= 9 —1=a—1 
und daher auch h=a—1 dann und nur dann, wenn q< a. Da in diesem 
Falle 2(~) dem Minimaltypus («) angehéren muB (s. § 12, Nr. 1, p. 317) 
und, wegen ¢ <«, das gleiche fiir G(x) gilt, so folgt zunichst: 
Die Zugehirighkeit von G(x) zum Minimaltypus (a), also 
die Existenz der Koeffizientenrelation (p. 277, Gl. (Ia): 
1 
(17) lim v* -V\¢,| = 
ist eine notwendige Bedingung dafiir, daB G(x) von der Hohe 
h=a—1. 
Wir zeigen: 
Diese Bedingung ist auch hinreichend, sofern nur 9 = a 
Konvergenzexponent ist.*) 
Mit anderen Worten: Wenn die eben genannten Voraussetzungen 
erfiillt sind, so wird allemal schon von selbst g<«. Man hat nimlich: 


|G(x)| <el** fiir alle |x| > R, (nach Voraussetzung) 


\P(x)-"|<el*l* fiir alle |x| =r und gewisse beliebig grofe r 
(mach p. 324, Ungl. (15)) 
und daher: 


(18) |e@| =|G(a)!-|L(a)-3 |< ele!" — fir alle |x| =r>R,, 


*) Diese Bemerkung riihrt von E. Lindeléfher, welcher zugleich auch hinreichende 


Koeffizientenbedingungen dafiir angibt, da8 =|" mit Sicherheit konvergiert 
> s 
(a. a. O p. 47), z. B.: 


1 
lim (» - Ag v)'*°)*-Viey| = 0, 
r= @ 


allgemein : 
1 
lim (v-lg»-lg,v-- (Ig, »)'+ *)*.V\e,| =0, 


d. h. die Zahlen View| miissen einem der bekannten logarithmischen (,,Bertrandschen) 


Kriterien geniigen, welches die Konvergenz von DV ie! “nach sich zieht. Die 

hiernach scheinbar nahe liegende Vermutung, da iiberhaupt die Konvergenz von 
v 

a (v \ev|) sich als hinreichend oder gar als notwendig und hinreichend fiir die Kon- 

| 1 |« 


vergenz von erweisen diirfte, ist nicht stichhaltig, wie schon Lindeléf in 


hohem Grade wahrscheinlich gemacht (a. a. O. p. 79), E. Fabry (Bull. Soc. math. de 
Fr. 30 [1902], p. 165) wirklich bewiesen hat. 
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sodaB also: 


(19) R(g(a))<2e-|x\* fiir alle |u| =r>R, 


und somit nach dem Satze von § 6, Nr. 2 (s. p. 286, Ungl. (20)), wie be- 
hauptet: 
Gq<a. 


Nimmt man hierzu noch die in § 12, Nr. 2 (p. 317) gemachte Be- 
merkung, daB, bei ganzzahligem « und Zugehérigkeit von P(x) zum 
Minimaltypus, « ,,in der Regel“ (in einem a. a. O. niher prizisierten Sinne) 
Konvergenzexponent sein mu, so wird man das vorliegende Resultat 
geradezu in folgender Weise aussprechen kénnen: 

Ist G(x) von der ganzzahligen Ordnung «, so ist die Zu- 
gehorigkeit zum Minimaltypus eine notwendige und ,im 
allgemeinen* auch hinreichende Bedingung dafiir, daB G(x) 
die Hohe h = « — 1 besitet. 

Gehort schlieBlich G(x) bei ganzzahligem « dem Normaltypus an, 
so laiBt sich zundichst tiber den Wert von 0 iiberhaupt keine definitive Aus- 
sage machen. Natiirlich muB nach dem Satze von Nr. 2 auch hier ga=a 
werden, falls g <a ist: man besitzt aber keinerlei Kriterium dafiir, um 


eventuell diese letztere Tatsache aus der Darstellung G(x) = > ee" 
0 
erschlieBen zu kénnen. Ist nun aber g=a, und setzt man wiederum 


G(x) =e.@(x), so kann offenbar L(x) jeden beliebigen Grenzexponenten 
o <a besitzen, eventuell sich auch auf eine rationale ganze Funktion oder 
eine Konstanle reduzieren. Nichtsdestoweniger laBt sich zeigen, daB auch 
hier ,,im allgemeinen“ (in einem sogleich genauer zu priizisierenden Sinne): 
o=a sein muf. Um die Richtigkeit dieser scheinbar paradoxen Be- 
hauptung einzusehen, ist es notwendig, den Begriff des Grenzexponenten 
unter einem etwas allgemeineren Gesichtspunkte, als bisher, ins Auge zu 
fassen. 

6. Wir betrachten hierbei zunichst nochmals die bereits zuvor 
erledigten Fille eines G(x) von nicht-ganzzahliger Ordnung «, bezw. vom 
Minimal- oder Maximaltypus einer ganzzahligen Ordnung «. Bedeutet 
dann b eine ganz beliebige komplexe Zahl, so ist (G(v)—b) eine ganze 
Funktion von derselben Ordnung und auch vom nimlichen Spezialtypus 
wie G(x)*): daraus folgt aber, daB auch (G(v)—b) umendlich viele Null- 


*) Dies kann unmittelbar mit Hilfe der (Ordnung bezw. Spezialtypus) definieren- 
den Ungleichungen oder noch einfacher aus dem Umstande erkannt werden, da8 ja 
Ordnung und Spezialtypus lediglich von infinitéren Eigenschaften der Potenzreihen- 
koeffizienten abhiingen: vgl. § 4, Nr. 4 (p. 277). 
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stellen b, mit dem Grenzexponenten « besitzt, d. h. man hat (s. p. 294, 
Gl. (8), (9)) fiir jedes ¢ > 0: 


‘ : | 1 |ja+e = 1 \a-e 
(20) lim v - b, a 0, lim v - i, =o, 


== r= @ 


anders geschrieben: 


ae |\2 > ax i Ee: -9 — fiir alle hinlinglich groBen v, 
© ) v 
| bi< jit - r +? fiir unendlich viele v. 


Diese Ungleichungen besagen, da die \b,| mit wachsendem Index y 
um so langsamer zuanehmen, die b, selbst also wm so dichter liegen, je 
groéfer « ist, sodaB also die durchschnittliche Héufigkeit der b, in be- 
stimmter Weise mit dem Werte von « zusammenhingt, imsbesondere 
gleichzeitig mit « zunimmt. Wir wollen hiernach die Bezeichnung ein- 
fiihren, den Termen b, (v=1,2,3,---) einer Zahlenfolge mit niemals ab- 
nehmenden, schlieBlich ins Unendliche wachsenden absoluten Betrigen, 
komme die Héiufigkeit H(«) zu, wenn jene Folge den Grenzexponenten « 
besitzt, sodaB also H(«) als mit « in gewisser Weise zunehmend an- 
zusehen ist. Mit Beniitzung dieser Ausdrucksweise lat sich die oben 
beziiglich der Nullstellen von G(x)—b gemachte Bemerkung jetzt 
folgendermafen formulieren: 

Eine ganze Funktion von nicht-ganzzahliger Ordnung «a, 
bezw. vom Minimal- oder Maximaltypus einer ganzzahligen 
Ordnung « nimmt geradeso, wie den Wert 0, auch jeden be- 
liebigen endlichen Wert mit der Hiéiufigkeit H(«) an: sie nimmt 
also jeden bestimmten Wert nicht nur unendlich oft, sondern 
in dem niiher bezeichneten Sinne gleich oft an. 
7. Wenden wir nun die nimliche Betrachtungsweise auf eine Funk- 
tion G(x) vom Normaltypus einer ganzzahligen Ordnung « an, so folgt 
zunachst wieder, daB (G(az)—b) (wo b jede beliebige Zahl einschlieBlich 
der Null bezeichnen soll) gleichfalls dem Normaltypus der Ordnung « 
angehért, sodaB also iiber die Verteilung der Nullstellen bezw. den Grenz- 
exponenten von (G(x)—b) a priori keinerlei Aussage gemacht werden kann. 
Es gilt nun aber der folgende merkwiirdige Satz: 
Die Funktion (G(x) —b) besitet fiir alle médglichen 
Werte von b, hichstens mit Ausnahme eines einzigen den 
Grenzexponenten «. 


*) Dabei bestehen wegen der Konstanz des Ordnungstypus fiir die b, nicht bloB 
die Beziehungen (20), sondern auch die fiir die a, bestehenden spezielleren Relationen, 
welche den betreffenden Spezialtypus charakterisieren (s. p. 298, p. 316). 
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Beweis. Angenommen, es sei } eine solche Zahl, daB (G(x) —b,) 
nicht den Grenzexponenten « besitzt, so muB, wenn gesetzt wird: 
(22) G(x) — by = ). F(a), 
@,(x) von niedrigerer Ordnung a, < « (eventuell auch eine ganze rationale 
Funktion oder eime von Null verschiedene Konstante) sein, wihrend 
dann mit Sicherheit e%@ yon der Ordnung a, also g,(x) vom Grade « ist. 

Bedeutet jetzt b irgend eine von by verschiedene Zahl, und setzt man: 
(23) G(x) —b=e@. Q(z), 
so ist zu zeigen, daB L(x) allemal den Grenzexponenten «, d. h. schlieBlich 
die Ordnungszahl « besitzt. Das letztere ist aber sicher der Fall, wenn 
der Grad von g(x) die Zahl @ nicht erreicht. Somit braucht der frag- 
liche Nachweis iiberhaupt nur unter der Voraussetzung gefiihrt zu werden, 
daB g(x) vom Grade a. 

Aus (22), (23) folgt zunichst: 


(24) 9). B(a) = er) . D(a) + (by —b). 
Bringt man diese Gleichung auf die Form: 
(25) P (a2) = ev0l)-90) . @ (a) + (b, —b) - €- 9), 


so erkennt man unmittelbar, daB der rechts stehende Ausdruck und somit 
auch &(x) von der Ordnung « sein muB, wenn g,(x) — g(x) vom niedrigerem 
Grade, als « (Nach dem Satze iiber die Ordnung der Swmme zweier Funk- 
tionen, p. 319, FuBn.). 

Ist dagegen g)(”) — g(a) vom Grade «, so bilde man durch Derivation 
von Gil. (24): 

eo) (gw) - B(x) + L'(a)) = eg.’ (a) - L(x) + Ly'(a)) 
und sodanh durch Multiplikation mit e~9@: 
(26) “g'(z) P(x) + B'(a) — en 00(g) (a) » Pela) + L'a). 
Da die Ableitung einer ganzen Funktion von der namlichen Ordnung ist, 
wie diese selbst (s. § 4 am Ende, p. 280), so folgt wieder mit Beniitzung 
des Satzes iiber die Ordnung einer Summe, daB die rechte Seite dieser 
Gleichung, also auch die linke und schlieBlich (x) von der Ordnung « 
sein muB. 

Somit ist, wie auch 6+), gewahlt werden mége, (G(w)—b) vom 
Grenzexponenten «a. 

8. Aus dem eben bewiesenen Satze folgt, daB auch eine dem Normal- 
typus der ganzzahligen Ordnung « angehérige ganze Funktion G(a) jeden 
bestimmten Wert b mit der Hiéiufigkeit H(«) annimmt, mit eventueller 
Ausnahme eines einzigen Wertes b,, welcher dann mit wnternormaler 
Hiufigkeit (also mit einer Hiéiufigkeit H(a’), wo «’ <a bezw. nur n mal 
oder auch garnicht) angenommen wird. Nur, wenn gerade der spezielle 
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Fall b, = 0 eintritt (mit anderen Worten, nur, wenn das konstante Glied 
der Entwickelung G(x) -> ¢,2” einen ganz speziellen Wert hat), wird 


also G(x) nicht den Grensexponenten a besitzen. Damit gewinnt aber 
schon die am Schlusse von Nr. 5 gemachte Aussage, daB auch in dem 
vorliegenden Falle der Grenzexponent von G(a) ,,im allgemeinen“ den Wert « 
habe, einen wohldefinierten Sinn. 

Die Bedeutung jener Aussage liBt sich indessen noch ganz erheblich 
durch den Nachweis verschiirfen, daB jener méglicherweise vorhandene 
Ausnahmewert 6b, wiederum ,im allgemeinen“ gar nicht existiert. Es abt 
sich nimlich mit denselben Hilfsmitteln, welche zum Beweise des Satzes 
von Nr. 7 dienten, der folgende allgemeinere Satz*) beweisen: 

Es sei G(x) eine ganze Funktion vom Normaltypus der 
ganzzahligen Ordnung «. Bedeuten ferner x(x), y(x) will- 
kiirlich zu wihlende ganze Funktionen von niedrigerer Ord- 
nung, und zwar x(x) eine primitive Funktion, die sich eventuell 
auch auf eine ganze rationale oder auf die Einheit reduzieren 
kann; y(x) eine im iibrigen beliebige ganze Funktion, die mit 
a(x) keinen Linearfaktor gemein hat, eventuell eine von Null 
verschiedene Konstante: dann gibt es unter allen méglichen 
Funktionen von der Form: 

(21) G(x) = x(2)- G2) + (2) 
hichstens eine einzige, welche nicht den Grenzexponenten « 
besitat. 

Beweis. Man bemerke zuniichst, daB offenbar a(x) - G(x), also auch 
G(x) stets dem Normaltypus der Ordnung « angehért**). Hiernach ist 
in der Tat die Méglichkeit vorhanden, daB zuniichst irgend eine bestimmte 
unter den Funktionen G(x), etwa: 








*) Priizisere Fassung eines Borelschen Satzes: a.a. 0. p.95. Der dort ge 
gebene Beweis enthiilt einen Rechenfehler, durch welchen ein Teil der Deduktion 
hinfallig wird. In den neuerdings von Borel publizierten Legons sur la théorie des 
fonctions méromorphes (Paris 1903) p. 59 findet sich der Satz reproduziert: hier ist 
zwar jener Rechenfehler vermieden, doch sind Fassung und Beweis des Satzes un- 
vollstandig. 

**) Genauer: Gehirt G(w) dem Normaltypus (y, «) an, so gilt dasselbe auch fiir 
G(a). Man hat, um dies zu erkennen, auf x(x) auBer der Ungleichung: 


‘+0 
in(a)|<elz!**" fir |a| > Ry 
wo a <a die Ordnung von 2(x) bedeutet) noch die auf unendlich vielen, beliebig 
g 
groBen Kreisen giiltige (s. p. 325, Ungl. (27)): 


: _i7i@’ +d 
| x(a) | >e7'* 
anzuwenden. 
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(28) Gy (2) — my(x) - G(@) + r9(2) 
nicht den Grenzexponenten « besitzt und daher in die Form gesetzt 
werden kann: 
(29) M(x) + G(x) + yo(x) = em. L(x), 
WO 9(«) vom Grade a, &,(x) von einer Ordnung, die kleiner als «. 
Versteht man jetzt unter x(x), y(x) zwei beliebige der niher be- 
zeichneten Funktionen, von denen mindestens eine von x(x) bezw. y)(2) 
verschieden ist, und setzt man: 
(30) a(x) - G(x) + p(x) =e. Q(z), 
so kommt es wieder nur darauf an zu zeigen, daB &(x) von der Ord- 
nung « sein muB, auch wenn g(x) vom Grade a (denn andernfalls ist 
das ja ohne weiteres ersichtlich). 
Durch Elimination von G(x) aus Gl. (29), (30) ergibt sich zunichst: 


(31) 1) V(x) + wg (ar) = o>) . Ly (ar) - w(x) + (a), 


a P(X) = Yo(x) - w(x) — v(#) - m (2), 
sodaB also g(a) keinesfalls identisch verschwinden kann. Denn aus: 


Yo(x) + w(x) — p(x) + a(x) = 0 

wiirde folgen, daB jeder Linearfaktor von 2(x) in y(«) - 2(x), also schlieB- 
lich in 2)() enthalten sein miiBte und umgekehrt. Da aber die Natur 
dieser Linearfaktoren auch die Form der in x(a) bezw. 2,(x) etwa vor- 
kommenden Exponentialfaktoren véllig eindeutig bestimmt, so hitte man 
hiernach geradezu: 2(”#)=2,(#) und somit auch y(x)=y,(x), was der 
Voraussetzung widerspricht. 

Bringt man nun Gl. (31) auf die Form: 
(32) D(a) - mo(t) = ee 90) By(a) + eH. (a), 
so erkennt man zunichst wieder ohne weiteres, daB der rechts stehende 
Ausdruck, also schlieBlich auch &(a), von der Ordnung «@, wenn g,(x) — g(a) 
von niedrigerem Grade als a. 

Es bleibt also nur noch der Fall zu behandeln, daB g,(x) — g(z) 
vom Grade «. Fiihrt man die Abkiirzungen ein: 


(33) L(x): a(x) =a), L(x) - x(x) = Mh (2), 
sodaB also Gl. (31) in die folgende iibergeht: 
(34) 2). T1(2) = Th (@) + 9(@), 


so folgt durch Derivation: 
(35) @& (gw) - TH) + TY(a)) = e% (gq (a) - TH) (@) + Thy’ (x)) + —’ (2). 


Sollte hierbei g’(x) = 0 sein (was nicht ausgeschlossen erscheint), so 
findet man: 


(36) gw) - TH@) + TH (a) = e090) - (g'(ee) - Tox) + TH (a) 
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und da der erste Faktor rechts von der Ordnung a, der zweite von 
niedrigerer Ordnung, so folgt zuniichst, daB der links stehende Ausdruck, 
somit auch TI(#) und schlieBlich (mit Riicksicht auf Gl. (33)) auch @(z) 
von der Ordnung «@. 

Wenn dagegen g(x) nicht identisch verschwindet, so multipliziere 
man Gl. (34) mit g’(x), Gl. (35) mit p(x) und bilde durch Subtraktion 
und Multiplikation mit e~9: 

g (@) « p(x) - TH(a) + g(a) - T(x) — g(x) - Ta) 
= 0(#)— 9) ( go" (ar) - ep (a) » TI (@) + pa) - Ty @) — y'(@) - TI), 
woraus sofort wieder folgt, daB die linke Seite, also schlieBlich &(x) von 
der Ordnung «, sofern nicht etwa die rechte Seite (und dann eo ipso auch 
die linke) identisch verschwindet. Hiatte man nun aber: 
Go (x) - p(X) - M(x) + P(e) - My (2) — g(a) - Ty(x) = 9, 


so wiirde sich ergeben: 


(37) 


TI,’ (@w Y (a , 

Tha) ~ oie) 9 @) 
also: 

TIy(2) = p(x) *°, 
was unméglich ist, da die rechte Seite von der Ordnung «, wogegen TT, (x) 
von niedrigerer Ordnung. 

Damit ist aber der ausgesprochene Satz bewiesen. 

9. Bezeichnet man wiederum mit b eine beliebige komplexe Zahl 
(einschlieBlich der Null), so folgt aus dem eben bewiesenen Satze, dab 
iiberhaupt unter allen méglichen Funktionen x(x) - G(x) + y(x) (wo also 
G(a) eine beliebig gewihlte, aber fest zu haltende Funktion vom Normal- 
typus der ganzzahligen Ordnung « bedeutet) héchstens fiir diejenigen von 
der Spezialform x,(x)- G(x) + (yo(~) — b) ein mit unternormaler Hiéufig- 
keit angenommener Ausnahmswert b existiert. FaSt man dieses Ergebnis 
mit demjenigen von Nr. 6 zusammen, so gelangt man zu der folgenden 
Vervollstandigung des Picardschen Satzes (vgl. den SchluB von § 7, p. 291): 

Eine ganze Funktion G(x) von der Ordnung « nimmt 
jeden bestimmten Wert mit der Héufigkeit H(«) an. Nur wenn 
a eine ganze Zahl und zugleich G(x) dem Normaltypus an- 
gehirt, kann ein einzelner Wert b existieren, welcher von G(x) 
mit unternormaler Héufigkeit bezw. gar nicht angenommen 
wird. Aber selbst unter den iiber Ordnung und Typus von G(x) 
gemachten beschriinkenden Voraussetzungen ist die Existenz eines 
solchen Spezialwertes b als ein Ausnahmefall anzusehen. 


Miinchen, April 1903. 
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Nachtrag. 


Wir lassen noch die in FuBnote p. 273 bereits angektindigte Modifi- 
kation der Lindeléfschen Methode*) folgen, welche eine etwas kiirzere 
und dabei wiederum vollkommen elementare Herleitung des in § 4, Nr. 4 
(p. 276) formulierten Hauptresultates gestattet. 

1. Dem Hauptsatze I (p. 266) stellen wir anstatt des Hauptsatzes II 
(p. 270) die folgende (nicht ganz vollkommene) Umkehrung gegeniiber: 

Ist: 
(1) Tim (” 


v 
=m e 


1 ee ae 

ae _— 1 1 
)-V\e,\ = lim Vone-lal ster, 
so hat man bei beliebig kleinem «> 0: 


ns | 
3 
>: Ca" 


0 


(2) <evt) 7" fiir alle jx|> R,. 


é 








*) Herr Lindeléf geht von derjenigen Form der Voraussetzung aus, welche 
in der hier akzeptierten Schreibweise lauten wiirde: 


1 1 


iim (”)* < («r)“ 
im ‘Vie ay). 
v=o e ) V se = v 

Der Beweis des Satzes von Nr. 1 fordert alsdann die Bestimmung einer oberen 
Schranke fiir eine Reihe von der Form: 


#0) 


nnd damit die Bestimmung des Maximums von: 


aa 
1 
(") 
als Funktion von » — eine Aufgabe, welche die Heranziehung der Differentialrechnung, 
also eines nicht im Rahmen der ,,elementaren‘‘ Funktionentheorie liegenden Hilfs- 


mittels erheischt. Dies wird, wie aus dem Texte ersichtlich ist, vermieden, wenn 
man, wie hier, von der Voraussetzung: 


V — a 1 
lim V (v!)*-{e. <(ay)“ 
v=@ — 


ausgeht, da die in diesem Falle lediglich erforderliche Maximumsbestimmung von: 
” 
~ 
(v ') «@ 


sich ohne jede Rechnung vollzieht. 
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Beweis. Wird «> 0 beliebig klein vorgeschrieben, so hat man auf 
Grund der zweiten Form von Voraussetzung (1) fiir v > n,: 


1 
¥ 1 « 
V wpe. le|< («- (y+ ‘)) also: |c¢,|< (2 &t 2) ) : 


Setzt man also allgemein: 
1 


NG 
\c,| =k,- (“ray 


und bezeichnet mit K die gréBte der Zahlen /,, k,,---, k 
man fiir jedes v: 


und 1, so hat 


Me 


1 


(3) \<K. e = iy) 


(wobei das Zeichen < zum mindesten fiir alle v >, gilt) und daher: 


© | Sex| <x BI A[leo+ gel =e Se, 


o wy? 


Setzt man zur Abkiirzung: 








1 
"1 1 


(5) (« (y+ ‘)) x| = o* (also: e—«(y+5):|2\*), 


so wird: 
1 1 


7 we Ree 
a we eS 
Die r, nehmen also zu, solange vy < g, sie nehmen ab, sobald v > 9. 


Das Maximum von r, tritt daher ein fiir vy =[@], sodaB also: 


1 


Max. r, = (< y . 


Wegen: = < (; ) (s. Ungl. (5), p. 267) ergibt sich dann: 


Br (Gy a= (ee ey” 
< lel. ele] = e 


und daher: 


1 
. 
Max.r,<e* °. 
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Ferner hat man: 
1 
rs ‘« 1 
(2) <a, wenn: v>2*-9, 
und somit: 


® [2. o| nH 
(7) >" - Hr, +> r, 
0 0 [2*-o]+1 


< Max. r, (ea +1 +> (:)') 


< (2*-9+2)-e ° 
Hiernach geht also die Ungleichung (4), wenn man noch fiir g seinen 
Wert aus Gl. (5) einsetat, in die folgende tiber: 


ira < kK. (« (y+ 5): Qe «42). 603) far /@ 
0 | 
und, wenn jetzt R, so fixiert wird, dab: 


(8) 





(9) K- (a (y+ 4) |2e\"+2)<e? “fir |x! >R 
schlieBlich, wie behauptet: 


= | 
Sea") < ert it! fir [a] > R,. 
i a 





Zusatz. Man erkennt unmittelbar, daB der vorstehende Beweis und 
somit auch der oben ausgesprochene Satz noch giiltig bleibt, wenn y=0; d. h.: 








Ist: ; 
(10) lim ye Vie,| — lim Vos -|c,, = 0, 
so hat man bei beliebig kleinem «> 0: 
(11) See <el*\* fiir alle |x| > R,. 
0 








Daraus folgt weiter: 
Ist fiir jedes 6 > 0: 











a — 
(12) lim v¢+9.Vj\¢,| =lim V (v!)*t*- ¢,| =0, 
so hat man: 
(13) >on <e**t? fiir alle |x| >R;. 
‘ 0 ‘ 


99* 
= 
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2. Die Voraussetzung des Hauptsatzes I (p. 266) laBt sich nun wieder 
leicht so umformen, daS die genauen Umkehrungen der in Nr. 1 ab- 
geleiteten Sitze zum Vorschein kommen. 

Zunichst ergibt sich (s. p. 273, 274): 

Ist bei beliebig kleinem «> 0: 


(14) | > Cx” 


0 


<ert) \** fiir alle |x| > R,, 





so hat man: 
1 


a J 
(15) lim (=) -V ¢,| = lim V one -|e,| < (ay)*. 


Und analog (s. p. 275): 
Ist bei beliebig kleinem «> 0: 


ao 


(16) > ea" <el=l* fiir alle |x > R,, 
0 
so hat man: 
1, ee 
(17) lim v* -V//¢,| = lim V (v!)*-\¢,| = 0. 


SchlieBlich (s. p. 275, 276): 
Ist bei beliebig kleinem 0 > 0: 
(18) See! <e* eee fiir alle x > Ry, 


so hat man auch: 





ee % ,  ~nm 
(19) lim v**°. Vie,| = lim V wer -'¢,| = 0. 


3. Die Umkehrbarkeit des ersten Satzes von Nr. 2 bezw. Nr. 1 liefert 
sodann noch den folgenden Satz: 
Ist bei beliebig kleinem «> 0: 





(20) re | >er-9 |" fiir gewisse beliebig grofe x, 
| 0 
so hat man: 
_— mV ar 1 
(21) lim (=) -V/¢,| = lim V (v!)*-|¢,| >(ay)*, 


und umgekehrt. 
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r Beweis. Angenommen die Beziehung (21) folgte micht aus der 
Voraussetzung (20), so hatte man: 

en 

lim (7) -Vieg <(@)*, 

sodaB also gesetzt werden kénnte: 


1 


1 
wife." 27-7 ; Ka 
lim (2) -Vie,| = (a(y—e))*, 


r=@ 


wo ¢ eine bestimmte positive Zahl bedeutet. Hieraus wiirde aber nach 
dem ersten Satze von Nr. 1, wenn man fiir die dort mit ¢ bezeichnete 


Zahl “ setzt, folgen, dab: 





re," | < lr a) ie fiir alle |x| >Re, 
| 0 
was der Voraussetzung (20) widerspricht. 

Umgekehrt: Besteht die Voraussetzung (21) und es wire die Be- 
ziehung (20) nicht erfiillt, so miiBte ein bestimmtes «’ > 0 existieren, 
derart, daB: 


| EA) 
D+, | <ev-*): 12° fiir alle |x| > R,. 


D | 





Daraus wiirde aber nach dem MHauptsatze I (p. 266) unmittelbar 
folgen, dab: 


1 
ns = 1 
lim (=) -Vie,| < (a(y—e’))*, 


was wiederum der Voraussetzung widerspricht. 

Zusatz. Aus dem eben bewiesenen Satze erschlieBt man ohne 
rt weiteres den folgenden: 
Ist bei beliebig kleinem ¢> 0: 





| = | b3 r la|@ 
(22) | re," | >e* fiir gewisse beliebig groBe x, 
0 | : 
so hat man: 
—— V or ge 
(23) lim v* -V\¢,| =lim V (v!)*-\¢,| = 00, 


und umgekehrt. 
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Daraus folgt weiter: 
Ist bei beliebig kleinem 8 > 0: 


| cs] 
(24) y+," > eri"? fiir gewisse beliebig groBe x, 


0 


so hat man auch: 


1 + 2 eee 
(25) lim v=? ./\¢,' = lim V we. c 


r 
v=@ 


= 00, 


und umgekehrt. 
Durch Zusammenfassung der in Nr. 1—3 ausgesprochenen Sitze 
ergibt sich dann schlieBlich wiederum das in § 4, Nr. 4 (p. 276) formulierte 
Hauptresultat. 


Miinchen, Januar 1904. 
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Uber die Theorie der elliptischen Modulfunktionen. 
Von 


A. Hurwitz in Ziirich. 


-_—— i) 


In meiner Dissertation*) habe ich im AnschluB an die Arbeiten von 
R. Dedekind**) und F. Klein***) die Grundlagen einer Theorie der 
elliptischen Modulfunktionen entwickelt. Meine Darstellung laBt sich 
aber, wie ich seither gefunden habe, in einigen Punkten noch wesentlich 
vereinfachen. Ich méchte deshalb in der vorliegenden Arbeit auf den in 
meiner Dissertation behandelten Gegenstand nochmals zuriickkommen. 
Dabei beschriinke ich mich, um nicht zu weitliufig zu werden, auf die 
ersten Elemente der Theorie. Diese jedoch werde ich in aller Ausfiihr- 
lichkeit behandeln, um einerseits einen vollstiindigen Uberblick iiber die 
Hilfsmittel, welche ich zur Begriindung der Theorie verwende, zu ermég- 
lichen und um andererseits die gegenwirtige Arbeit so zu gestalten, daB 
sie ohne Zuhilfenahme anderer Abhandlungen verstiindlich ist. DaB die 
hier mitgeteilten Betrachtungen, wenn man sie in geeigneter Weise ver- 
allgemeinert, auch in der Theorie der automorphen Funktionen Anwen- 
dung finden kénnen, wird dem kundigen Leser nicht entgehen. 


§ 1. 
Aquivalente GréBen. 


Derjenige Teil der komplexen Zahlenebene, welcher die Zahlen mit 
positiv-imaginirem Bestandteil reprasentiert, soll als ,,positive Halbebene“, 








*) Grundlagen einer independenten Theorie der elliptischen Modulfunktionen 
und Theorie der Multiplikatorgleichungen erster Stufe. (Diese Annalen, Bd. 18, S. 528.) 

**) Schreiben an Herrn Borchardt tiber die Theorie der elliptischen Modul- 
funktionen. (Crelles Journal, Bd. 83, S. 265) 

***) Uber die Transformation der elliptischen Funktionen und die Auflésung der 
Gleichungen fiinften Grades. (Diese Annalen, Bd. 14, §, 111.) Eine umfassende Dar- 
stellung der Theorie gaben F. Klein und R. Fricke in dem Werke: ,,Vorlesungen 
iiber die Theorie der elliptischen Modulfunktionen*. (Bd. I, Leipzig 1890; Bd. II, 
Leipzig 1892.) 
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derjenige Teil, welcher die Zahlen mit negativ-imaginarem Bestandteil 
reprasentiert, als ,negative Halbebene“ bezeichnet werden. Die gemeinsame 
Begrenzung dieser Halbebenen wird durch die Achse der reellen Zahlen 
gebildet. 

Ist nun 
(1) o=a«£+ iy, (y > 0) 
ein Punkt der positiven Halbebene, so mége 
: . w+ y?+1 
(2) H(o) = tet 
die ,Hdhe“ des Punktes w heiBen*). Die Héhe H(w) hat stets einen 
positiven, endlichen Wert. Sie laBt sich ferner durch und die zu 
konjugierte GréBe 

o=—xr—iy 

in der Gestalt 
(3) H(@) = 2i- 
ausdriicken. 

Wenn nun weiter zwischen den beiden Gréfen @ und @’ eine Glei- 
chung der Form 
(4) af = mote 
besteht, in welcher «, 6, y, 0 ganze Zahlen der Determinante ad — py =1 
bedeuten, so nennen wir die GréBen @ und @’ ,jiquivalent“, eine Bezeich- 
nung, die wir auch auf die die GréBen darstellenden Punkte der kom- 
plexen Zahlenebene iibertragen. 

Die aus (4) folgende Gleichung 


te i 


oo 
a.— @ 


1 
(yo + 8) (y@ + 9) 
lehrt, daB die imaginiiren Komponenten von @ und w’ das nimliche Vor- 
zeichen haben. Wenn also @ in der positiven Halbebene liegt, so gilt 
dasselbe von jedem zu @ dquivalenten Punkte a’. 

Da zwei GréBen, die einer dritten fquivalent sind, auch einander 
iiquivalent sind (eine Tatsache, welche die ,,Gruppeneigenschaft* der Sub- 
stitutionen (4) zum Ausdruck bringt), so lassen sich die Punkte der posi- 
tiven Halbebene in Systeme derart anordnen, daB zwei Punkte, die dem- 
selben Systeme angehéren, einander fiquivalent, zwei Punkte, die verschie- 
denen Systemen angehéren, nicht aiquivalent sind. Ist o irgend ein Punkt 


(5) ~ (a — @’) = os (@ — @) 





*) Die Einfiihrung des Begriffes der Héhe rechtfertigt sich durch die weiter 
folgenden Betrachtungen. Doch miéchte ich hier bemerken, daB ich durch sehr all- 
gemeine Untersuchungen iiber automorphe Funktionen von einer und mehreren Va- 
riabeln zu diesem Begriffe gefiihrt worden bin. 








il 


ie 


1l- 
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eines solchen Systems, so ergibt die Gleichung (4) die simtlichen Punkte 
w’ dieses Systems, wenn «, 6, y, 0 alle méglichen ganzen Zahlen der 
Determinante «d — By = 1 durchlaufen. 

Die Hohe des durch die Gleichung (4) definierten Punktes ’ driickt 
sich nun nach (3) und (5) in der Form aus: 


(6) H(a') = 95 C2 T DCE THT G0+H GS+2 


a—@ 





Hieraus ziehen wir zwei wichtige Folgerungen. 
Kinerseits ergibt namlich die besendere Annahme «=d=0, B=— 1, 
y=1, dab 


(7) H (- ) = H(a) 


ist. Die beiden Punkte wo und — = haben also stets die niimliche Héhe. 


Andererseits bemerken wit, daB der Zihler des Ausdrucks (6) eine 
definite (quadratische) Form der Substitutionskoeffizienten «, B, y, 0 ist. 
Daraus folgt, da8 unter allen ganzzahligen Systemen «, B, y, 0 (ad — By =1) 
sich eines oder mehrere befinden, fiir welche H(@’) méglichst klein aus- 
fallt. In einem System iiquivalenter Punkte gibt es also stets einen oder 
mehrere von minimaler Hohe. 

Betrachten wir nun irgend ein System aquivalenter Punkte! In dem- 
selben sei @ derjenige (oder einer derjenigen) von minimaler Héhe. 

Nach Gleichung (7) diirfen wir voraussetzen, dab 
(8) @' >1 
ist, d. h. daB der absolute Betrag von nicht kleiner als 1 ist. Denn 


anderenfalls kénnte man den Punkt w durch den Punkt — < erselzen, 


dem die gleiche minimale Héhe zukommt. 
Fiir jeden beliebigen Punkt 
ore ao ot B 
oo yo+s 
des betrachteten Punktsystems ist 


Ho) _ («o +8) (ed +f) + Gots) GO+d 1 





H(o) ooa+1 
Diese Ungleichung liefert fiir die besonderen Annahmen 
ce, 1,1 1, 1 
* ’) sal (0 1)? (( i) 
(9) o+t@a>—1, @+o<l. 


Ein Punkt «, welcher den Ungleichungen (8) und (9) geniigt, liegt 
nun im Imnern oder auf dem Rande desjenigen ins Unendliche laufenden 
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Gebietes der positiven Halbebene, welches durch den Kreis mit dem Mittel- 
punkt 0 und dem Radius 1 und durch zwei zur Achse der rein imagi- 


naren Zahlen in den Abstianden + > bez. — < parallel laufenden Geraden 


begrenzt wird. Dieses Gebiet soll in der Folge stets durch G bezeichnet 
werden. 

Demnach gilt folgender Satz: 

yln einem System iiquivalenter Punkte gibt es stets einen, welcher 
im Innern oder auf dem Rande des Gebietes G liegt.“ 

Es seien AC, A’C’ die geradlinigen Teile, ABA’ der krummlinige 
Teil des Randes von G, wobei B die auf der Achse der imaginiren 

Zahlen liegende Mitte des Kreishogens ABA’ be- 





c zeichnet. (Vgl. Fig. 1.) Durchliuft der Punkt @ 
die Linie AC, so beschreibt der aiquivalente Punkt 
@-+ 1 die Linie A’C,, und durchliiuft der Punkt 
den Kreisbogen AB, so beschreibt der iiquivalente 
A Punkt — : den Kreisbogen A’B. Hiernach sind 


die Randpunkte des Gebietes paarweise aquivalent 
und diese ‘l'atsache veranlaBt uns zu folgender Fest- 
setzung : 

Von den Randpunkten des Gebietes G sollen 
nur die auf den Linien AC und AB befindlichen zu dem Gebiete G 
gerechnet werden; d. h., wenn gesagt wird, ein Punkt ,,liege im Gebiete G“ 
oder ,gehére dem Gebiete G an“, so soll darunter verstanden werden, 
daB der Punkt entweder im Innern von G oder auf einer der Randlinien 
AC und AB liegt. 

Aus dem obigen Satze folgt nun unmittelbar: 

In einem System dquivalenter Punkte gibt es stets einen, welcher dem 
Gebiete G angehért. 

Es wire nun leicht, zu zeigen, daB es auch stets nur einen einzigen 
solchen Punkt in eimem System fquivalenter Punkte gibt*). Aber wir 





*) Es folgt dies daraus, da8 die Ungleichung 


He) ., eth 63+ 6+ Got) O6+%,,, 
H (a) ao-+1 


stets erfiillt ist, wenn o im Innern von G liegt, ausgenommen fiir 


(* 6) — (% 0) -_: 
y, oJ 0, 1)" 9 0)’ 


sowie, daB Analoges gilt, wenn w auf dem Rande von G liegt. 
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brauchen uns bei dem Nachweise dieser Tatsache nicht aufzuhalten, weil 
sich dieselbe im weiteren Verlaufe unserer Untersuchungen ganz von selber 
ergeben wird. 


§ 2. 
Die Modulformen G,,(w,, «,). 
Ks seien jetzt w, und w, zwei komplexe Veriinderliche, welche zu- 


naichst nur der Einschrinkung unterliegen sollen, daB ihr Quotient <1! 
einen endlichen, nicht reellen Wert besitzt. ‘ 
Die Summe 


‘are Y 1 
(10) G, = G,(@,, @) = > (m, @, + m,0,)"? 


erstreckt tiber alle Paare ganzer Zahlen m,, m,, mit Ausschlu8 des einen 

Paares m, = 0, m, = 0, besitzt dann einen von der Anordnung der Sum- 

mation unabhiingigen stets endlichen Wert, sobald » gréfer als 2 ist. 
Hieraus folgt, da fiir n > 2 G,(@,, @,) eine ,Modulform® ist, womit 

wir nichts anderes besagen wollen, als daB G,(m,,@,) eine homogene 

Funktion von @,,@, vorstellt, die ungeindert bleibt, wenn o,, @, einer 

linearen ganzzahligen Substitution der Determinante 1 unterworfen werden. 
D. h. es gilt die Gleichung 


(11) G,(@4', ©’) = G,(@,, @,), (n> 2) 
falls 
(12) ao, = «a, + Boa,, ) = yo, + da, (ad — By = 1) 


ist, unter a, 8, y, 0 ganze Zahlen verstanden. 

Ubrigens haben unter den Summen G, nur diejenigen mit geradem 
Index » ein Interesse; denn fiir einen ungeraden Wert von  zerstéren 
sich die den Zahlenpaaren (m,, m,) und (— m,, — m,) entsprechenden 
Glieder in der Summe (10), sodaB dann G, identisch Null ist. 

Die den Indices » = 1, » = 2 entsprechenden Summen G, und G, 
sind, wie sich sogleich zeigen wird, nicht unabhiingig von der Anordnung 
der Summation. Niheres iiber diese Summen ergeben die nachstehenden 
Betrachtungen. 

Es mége m die Glieder eines gegebenen, iibrigens beliebig be- 
schaffenen Systems von untereinander verschiedenen ganzen Zahlen durch- 
laufen. Dann soll zur Vereinfachung der Schreibweise die Bedeutung des 
Zeichens 


(18) > 9) 


wie folgt festgesetzt werden. Man verstehe unter 
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die Summe derjenigen Werte von g(m), welche den der Bedingung 
—Acm<+i4 

geniigenden Werten von m entsprechen. Dann definieren wir das 

Zeichen (13) durch die Gleichung 


+2 
(14) > g(m) = Lim > @ (m). 
m eo ae 


Durchlauft ferner das Zahlenpaar m,, m, alle Glieder eines unendlichen 
Systems voneinander verschiedener Zahlenpaare, so soll das Zeichen 


(15) > > vm, m) 


folgende Bedeutung haben: Wir bilden zunichst, fiir einen festen Wert 

von ™,, : 
> p(m,, mM.) = v(m); 

diese Summe ist eine Funktion von m, und als solche mit ~ (m,) bezeichnet 

worden. Nun definieren wir: 


(16) Zz 2 9 (m,, my) = ">" v(m). 


m ™m, 
Nach dieser Postini hat man z. B. wohl zu unterscheiden zwischen 
den beiden Summen 


a 2 So (m,,m,) und > 2 p(m,, m,). 


m, mM, Ms 


Diese beiden Summen werden freilich im Falle absoluter Konvergenz 
denselben Wert repriisentieren; im Falle bedingter Konvergenz kénnen sie 
dagegen verschiedene Werte besitzen. 

Dies vorausgeschickt, betrachten wir die fiir jeden nicht ganzzahligen 
endlichen Wert a giiltige Gleichung 
(17) 2 —_— x cot(ax) = ix ie ee 


} - ? 
a me ett* ain 
m 


in welcher m alle ganzzahligen Werte durchlauft. 
Mit Hilfe dieser Gleichung leiten wir leicht den Wert der Summe 


1 
(18) ade P4 Zs (m, — M4 )@, ++ (My — My) Wy 


ab, in welcher », und », irgend zwei bestimmte ganze Zahlen bedeuten 
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und das Zahlenpaar m,,m, alle Paare ganzer Zahlen mit Ausnahme des 
Paares m, = ”,, mM, =”, durchlaufen soll. Setzen wir 


ae | 
~~ 
so wird zunichst 7 
ce 1 a. 1 
> (m, —”,)@, + (mM, —N,)@, —«y a (m, — ”,)@ — nm, + m 
M, My 


= = cot x[(m, — n,)@ — n] = * cot (m, — n,) ox, 
@, @, 


wenn m, von m, verschieden ist. Fiir m, =, dagegen ist der Wert 


(m, — n,)@, 
Daher kommt 


M4 
(19) S= =a ae cot (m, — n,) az, 
wo m, alle von m, verschiedenen ganzen Zahlen durchliuft. Nun ist 
ferner 


dieser Summe (a : ); wie man leicht erkennt, gleich Null. 


+4 m=i—ny +2 +n, ma=A+ny 
> cot (m, — n,) ax = > cot (max) = > cot (max) — > cot (maz). 
-4 m=—-A—ny, —A-nNy m=A—n, +1 


Da die Kotangente eine ungerade Funktion ist, so zerstéren sich in 
der vorletzten Summe je zwei Glieder, also ist 


maA+ny, 
4 . 
(20) S=——.-Lim cot (maz). 
@ jA=n 
m=A—nyt+t 


Jedes der 2n, Glieder 
cot(manx) (m=A—nN +1, A—n, + 2,---A+N,) 
der letzten Summe nihert sich mit unendlich wachsendem 4 der Grenze 
—i oder +4, je nachdem o einen positiv- oder negativ-imaginiiren Be- 
standteil aufweist. Dies folgt unmittelbar aus der Gleichung 





imo 7 —imon 
cot (maz) = ¢ Smart as : 
e -€ 7 
Es ergibt sich also schlieBlich 
91° ; a. eee ae 
(21) os a a (m, —”,)@, + (m, —M,)o, + W, ™) 


wobei das obere oder untere Vorzeichen gilt, je nachdem @ in der pesi- 
tiven oder in der negativen Halbebene liegt. Die Gleichung (21) leistet 
offenbar die Wertbestimmung der Summe G,(@,, @,) bei einer bestimmten 
Anordnung der Glieder dieser Summe.*) 


*) Bei dem obigen Beweise der Gleichung (21) wurde n, >0 vorausgesetzt. Ersetzt 
man aber m,, m,, %, bez. durch —m,, —m,, —m, und multipliziert sodann die 
Gleichung mit —1, so erkennt man, daB die letztere auch fiir », <0 gilt. 
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, 1 es : 
Die Summe 7 p3 - ole cae fiihren wir durch Ver- 


My m 
tauschung von w, mit @, auf die soeben betrachtete Summe zuriick. Da 


nun — einen positiv- oder negativ-imaginiiren Teil besitzt, je nachdem 
1 


= einen negativ- oder positiv-imaginiren Teil aufweist, so liest man aus 
2 
(21) sofort ab: 


-- 24% 
25 = on 
(22) a 2 (m, — ,)@, x (my — Ny) Wy + a, ” 


My 





wobei wieder das obere oder untere Vorzeichen gilt, je nachdem @ = = 
in der positiven oder negativen Halbebene liegt. : 
Die Gleichungen (21) und (22) setzen die bedingte Konvergenz der 
Summe G,(@,,@,) in Evidenz. 
Was die Summe G,(@,, @,) betrifft, so geniigt es fiir unsere Zwecke 
die beiden folgenden — 


(23) G,’ a 2 (m, @, may » G" "e 2 (m, @, = a,)* 


miteinander zu vergleichen. 
Zu dem Ende bemerken wir, daB die Summe 





_ > pee SP eee w, + @, :| 
(24) (m, — 1)a, + (m, — 1), mM, @, + Mm, Wy (m, @, + m, @,)* 
1 
=(@ + t@)” Zz (m, @, + m, w,)*((m, — 1a, + (nr, — Na,) 


absolut konvergiert. Die Summation soll sich hier auf alle Paare ganzer 
Zahlen m,, m,, mit Ausnahme der beiden Paare m,=1, m,=—1 und 
m, = 0, m, = 0 erstrecken. Summiert man nun zuerst nach m, und dann 
nach m,, so ergibt sich mit Hilfe von (21) 


“ 3 2 in a } 
9 scatman a 
(25) —— @, “fb = = — (@, 3) 2 (m, @; = Ms @,)* 


m 


Summiert man dagegen zuerst nach m, und dann nach m,, so kommt 


‘ parietal Se 7 R., 
(26) — @, + @, + @, (m, + 3) > 2 (m, @, + m, @,)* 


Me m, 


Der Vergleich dieser beiden Darstellungen von s ergibt die Relation 


(27) 2 “a (m, @, ¥ M, @,)* 2 a (m, , =F My @y)* a — 


My a m, 
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. . . . @, .- eye 
wobei das obere oder untere Vorzeichen gilt, je nachdem — in der positiven 
2 


oder der negativen Halbebene liegt. Da die hier betrachteten Summen (23) 
endliche Werte besitzen, ist aus den Gleichungen (25) und (26) ersichtlich. 


§ 3. 
Darstellung der Funktionen G, durch Potenzreihen. 


Wir setzen von jetzt ab voraus, dab 


@. e 
oa=—+=r+1y 


Ws 


einen positiv-imaginiiren Bestandteil besitzt. 
Der absolute Betrag der GréBe 
(28) h= ito — e2ine , p-Iny 
ist dann kleiner als 1. 
In der Gleichung (17) werde nun a durch m,@ ersetzt, unter m, eine 


positive ganze Zahl verstanden, und sodann die rechte Seite nach Potenzen 
von h entwickelt. Auf diese Weise kommt: 


9 1 —_— . — Da . mr 
My r=1 
Eine (x — 1)-malige Differentiation nach @ ergibt weiter 
‘2: 1 n (2¢20)” . n—1pmr y 9 
(30) (m, @ + m,)" = (— 1 rs (n—1)! P 4 v 1p ? (n = 2:) 
My r=1 
Summieren wir iiber alle positiven ganzen Zahlen m,, so entsteht 
- yr. ie 1 2 W a 
(31) > ai (m, =pay a —1)! b mr —ih"? (n 22) 
m=1 


Indem wir hier, was offenbar erlaubt ist, m, durch — m, ersetzen 
und dann beide Seiten mit (— 1)" multiplizieren, erhalten wir: 


. ~~ 1 __ (2¢m)" - — — P 
(31a) a: mStay “ao or 22) 


m=-1 m r=1 


Aus (31), (31a) und der bekannten Gleichung 


(Q6 1 = 2m)" : 
(32) 2 as” Sar Be (#21) 


My 
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in welcher B, die n* Bernoullische Zahl bezeichnet, ergibt sich schlieBlich 


1 
(m, @, ++ m, @,)*” 
my 


M, 


: o 1 ’ \n : 2n — h” } 
7 oe "(2n)! [Bt (—}) 4n >’ nt edt (n > 1.) 


r=1 





(33) 


Hiermit sind die Modulformen G, durch Potenzreihen dargestellt. 
Ordnet man die rechts auftretende Summe nach Potenzen von h an, so 
erhalt sie die Gestalt 


(34) Mena (1+ N+ (1 + BNE 
r=1 +(1 + 2-14 4-1 jt 4..., 
WO Wo,_,(") die Summe der (2” — 1)*" Potenzen der Teiler der Zahl r 
bezeichnet. 
§ 4. 


Die Modulform A(@,, «,). 


Im Falle » = 1 lautet die Gleichung (33) 


a 2 Sr, “| 


r=1 


(35) es za ma pmay aa ; (“| 


m My 





Ersetzt man hier @, durch —@, und @, durch @,, also 


2ina 


(36) h=e'* durch hi'=e °, 





so kommt, wenn zugleich die Summationsbuchstaben m,, m, durch — m, 


resp. m, ersetzt werden, 
2 yr 
é 
1— 24 > ) ee : 
wail 


. ral 


(37) A ae ata 7 ; (z) | 


Ny ny 


Die Gleichung (27) 14Bt sich demnach so darstellen: 


(Gy aS] 2 


hes r=1 sll r=1 





oder 


io} 


hr tla ag NO ht ' 
(38) logh [1-24 Sy | +t h [1-24 S| a 19. 
r=l 


r=1 
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1 Aus (36) folgt nun log kh - log h’ = 42* und hieraus / 
dlogh _— dlogh’ 

‘logh ~~ logh’ © 

Multipliziert man (38) mit 410g) so kann man daher das entstehende 


logh ’ i 
Resultat so schreiben: ; 





dhl, 9o,wreQa rk | art — rh? | dlogh 
O a ? r2i r=1 p ' 
Integriert man diese Gleichung gliedweise und geht dann von den Loga- 
rithmen zu den Zahlen iiber, so entsteht 
(log h)* hf J — mr) = cw Pa-wo 
r=1 r=zl 
; oder 


(39) (22)"a J Paw = @2)"" Paw, | 
: r= : r=1 


indem sich die Integrationskonstante C aus der Annahme wo =i, fir 
welche h = h’ = e~** wird, ergibt. 


Die Gleichung (39) lehrt, daB die Funktion 


(40) A = A(a,, @,) = ey” Ta _ hr) 
r=1 


ungeiindert bleibt, wenn man @,, @, durch — @, resp. @, ersetzt. Offen- 
bar bleibt aber A auch ungeiindert, wenn man @,, w, sei es durch 
— @,, — @, resp., sei es durch @, + @,, w, resp. ersetzt. Da nun aus 
den Substitutionen 


Ny oe pe , 
a, = — ®, Y= Ai; 
‘ , 
= — A, @, = — %; 
, , 
a, = @, + @,, @,'= Wy 


die simtlichen homogenen ganzzahligen Substitutionen der Determinante 1 
zusammengesetzt werden kénnen, so folgt schlieBlich: 

Die Funktion A(@,, ,) bleibt ungedndert, wenn w,, a, beliebigen 
linearen homogenen ganzzahligen Substitutionen der Determinante 1 unter- 
worfen werden. 

Diese Funktion hat insofern einen besonders einfachen analytischen 
Charakter als das Produkt 

h] [a-0 
r=1 


Mathematieche Annalen, LVIII. 23 
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eine in der positiven Halbebene reguliire und nirgends verschwindende 
Funktion von o darstellt. 


§ 5. 
Die Modulfunktion J(a). 


Wir setzen nun zur Abkiirzung 


(41) G2 = Jo, @) = 60> Pas =—tmap 


ny 


eine Funktion, die nach (33) und (34) die Darstellung 


(42) t = (%2) E = + 20 Sv, (i 


r=1 


zulaBt. Aus g, und A bilden wir sodann den Quotienten 


x 73 
E +20 S500" | 
f g : r=i 
(43) J(o) = & = ——,, —, 
hgqa — hi” )** 


r=1 


@ o 
welcher nur noch von w = —' abhianet. 
oo to] 


Aus dieser Definitionsgleichung der Funktion J(@) geht hervor, dab 
fiir die ganze positive Halbebene eine Entwickelung der Form 


(44) Jo) = ay Wt eqh teh? +] 
giiltig ist. 

Den Eigenschaften von g, und A entsprechend, geniigt J(@) ferner 
der Gleichung 
(45) J(a’) = J(@), 
in welcher @ und @’ irgend zwei fiquivalente Punkte der positiven Halb- 
ebene bezeichnen. 

Wenn die Ordinate y von o = « + ty iiber alle Grenzen wiichst, so 
nahert sich 

h — e2izw ial etinz " e~27y 

der Null. Nach Gleichung (44) wird dann also J(w) unendlich groB. 
Diese Funktion besitzt daher den singuliren Punkt 


QO ©. 


Folglich sind auch die zum Punkte oo iquivalenten Punkte, d. h. die 
Reprisentanten der reellen rationalen Zahlen, singulire Punkte von J(«). 
Da letztere die Achse der reellen Zahlen iiberall dicht erfiillen, so ist die 
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Funktion J(@) iiber die positive Halbebene hinaus nicht fortsetzbar. 
Innerhalb der positiven Halbebene ist J(@) nach (44) tiberall regular. — 
Es soll sich jetzt darum handeln, festzustellen, wie oft die Funktion 
J(@) einen gegebenen endlichen Wert a in dem Gebiete G annimmt. 
Jedenfalls besitzt die Gleichung 
(46) J(@) =a 
im Gebiete G nur endlich viele Lésungen w. Denn unendlich viele 
Lésungen wiirden eine Hiiufungsstelle ergeben, die notwendig im End- 
lichen liegen: miiBte, weil mit wunendlich anwachsender Ordinate von @ 
auch J(@)\ tiber jede Grenze, also insbesondere 
iiber @| hinaus, wiichst. Diese Hiiufungsstelle wiire 
aber eine singuliire Stelle von J(@), wiihrend doch 
eine solche in der positiven Halbebene nicht existiert. 
Um nun die Anzahl N der im Gebiete G 
liegenden Lisungen der Gleichung (46) zu bestim- 
men, schneiden wir zunichst von G durch eine 
Parallele CC’ zur Achse der reellen Zahlen das 
endliche Gebiet a 
G' = CABA'C’ Fig. 2. 


ab. (Vgl. Fig. 2.) Der Abstand der Parallelen CC’ von der Achse der 
reellen Zahlen soll spiiter ins Unendliche wachsen; er sei von vornherein 
so groB angenommen, daB die N Lisungen der Gleichung (46) im Ge- 
biete G’ liegen. Dann hat man bekanntlich 


” . i { > 
(47) H = —, J d log |J(@) — a], 


das Integral in positivem Sinne durch die Berandung von G’ erstreckt. 
(Dabei haben wir angenommen, daf keine der N Lésungen auf der Be- 
grenzung von G liegt. Sollte letzteres der Fall sein, so hatte man bei 
der Integration die auf der Begrenzung liegenden Nullstellen von J(@) —a 
durch infinitesimale Abweichungen zu umgehen). 

Das Integral zerlegen wir nun nach folgendem Schema 


Pass. 
f-Ft-Py 
A A A’ A Cc 


Die beiden ersten Integrale sind durch die Kreisbogen AB und A’B resp. 
mu erstrecken, die iibrigen Integrale sind geradlinig. 








Substituiert man im ersten Integral — — fiir @, so geht dasselbe in 


das zweite Integral tiber; analog geht durch die Substitution + 1 fiir w 
das dritte Integral in das vierte iiber. 
28* 
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Diese Integrale heben sich also gegenseitig auf. D. h. es ist 


c 
1 


(48) N=- d log |4(@)—al. 


Qui 
& 


Wenn aber @ die Gerade C’C durchliuft, so beschreibt 
h _— erin 


einen Kreis um den Nullpunkt, dessen Radius unbegrenzt abnimmt, falls 
die Entfernung der Geraden C’C von der Achse der reellen Zahlen ins 
Unendliche wiichst, und zwar beschreibt h diesen Kreis in negativem 
Sinne. 

Das Integral (48) gibt daher an, von welcher Ordnung 


J(@)—-a= at [1 + (ce, — 128 a)h+ eh? +---], 


angesehen als Funktion von h, an der Stelle kh = 0 unendlich wird. D. h. 
es ist 
N=1. 

Wir sind damit zu dem fundamentalen Satze gelangt: 

Die Funktion J(@) nimmt im Gebiete G jeden endlichen Wert a ein 
und nur ein Mal an. 

Dasselbe gilt auch von dem Werte oo, den J(@) nur an der unend- 
lich fernen Stelle des Gebietes G annimmt. 

Aus diesem Satze ziehen wir nun eine Reihe von Folgerungen. Zu- 
nichst erchlieBen wir, daB in einem System fquivalenter Punkte der 
positiven Halbebene immer uur ein einziger vorhanden ist, der dem Ge- 
biete G angehért. 

Denn giibe es zwei solche Stellen ’ und ”, so wiirde die Funktion 
J(@) den Wert 

a = J(a’) = J(@”) 
an zwei Stellen (@’ und o”) im Gebiete G annehmen. 
Wir schlieBen ferner: 
Wenn 
J(o’) = J(@) 
ist, so sind @ und @ aiquivalente Punkte. 

Denn ist @, der zu @ fquivalente Punkt des Gebietes G, sowie a) 

der zu @’ aiquivalente Punkt des Gebietes G, so folgt aus 


(a) = I(@); 


daB @, mit w, zusammenfallt. Folglich sind w und o’ demselben Punkte w, 
und also auch einander iiquivalent. 

















ls 
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Betrachten wir nun weiter zwei Punkte 
oa=—x+iy, a* = —x-+ ty, 
welche Spiegelpunkte beziiglich der Achse der rein imaginiren Zahlen sind! 
Die entsprechenden Werte 


h = 7% — "sane h® = e?!70* — en 2itam2ay 


sind konjugiert. Nach der Definitionsgleichung (43) sind daher auch 
J(@) und J(@*) konjugiert. 

Soll nun fiir einen Punkt w des Gebietes G der Wert von J(m) 

reell sein, so muB 

J(@) = J(@*) 
und folglich miissen die Punkte @ und w* einander iiquivalent sein. Dieses 
ist aber offenbar nur dann der Fall, wenn @ auf dem Rande von G oder 
auf der Achse der rein-imaginiiren Zahlen liegt. 

Also ergibt sich: 

Die Funktion J(@) nimmt alle reellen Werte (und jeden nur ein Mal) 
an, wenn w die Réinder CA, AB von G und das in G liegende Stiick der 
Achse der rein-imagindren Zahlen durchliuft. 

Endlich bestimmen wir noch die Werte, welche J(@) in den Rand- 
punkten A und B des Gebietes G besitzt. Der Punkt A ist der Re- 
praisentant der dritten Einheitswurzel 
o= — : + — V8. 


@ . . © . . . . 
Wenn nun @ = @ eine imaginiire dritte Einheitswurzel ist, so zer- 
2 


stéren sich in der Summe 
aon S Data SD we! 
60 92 cy, = Za (m,@,-+ m,@,)' 4 (m, @ + m,)4 
m My, m, mM, 
die Glieder zu je dreien; namlich, es ist @? + @ + 1—=0 und daher 


1 1 1 
= + 


ene ayy 7 4 a e ar, 4 
(m, @ + m,)* ((m, —m,) @ — m,) (— m, @-++ m, — m,) 


1 1 1 
sae (m, o + my)! [1 + o! + on ht 
Im Punkte A ist also 


\ g °(o » Wg) a 
(49) J (a) = a, @,) = 0. 





Der Wert von J(@) im Punkte B ergibt sich, zugleich mit einigen 
anderen bemerkenswerten Resultaten, auf folgendem Wege. 
Wir setzen zur Abkiirzung 


ty 1 
”" 9. = 95(01, ©) = 140 5) Daa tmay? 
m M, 
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und haben dann auch nach (33) und (34) 


(51) Is = (2=)’ E = Lh y; (7) we | : 
alt. © r=1 


Nun gelten fiir die Funktion 


© 


2 


1 7 wo Tt 
E -32 waco | 
r= 





(52) J,(o) =% = — 


hJJa—w)" 
r=1 
dieselben Schliisse, die wir oben auf die Funktion J(@) angewandt haben. 
Insbesondere nimmt J,() fiir aquivalente Argumente stets denselben 
Wert an und im Gebiete G erhiilt J,(@) jeden Wert ein und nur ein 
Mal; im unendlich fernen Punkte von G hat J,(@) ebenso wie J(w) den 
Wert oo. 

Aus diesen Tatsachen folgt, daB J,(@) und J() lineare Funktionen 
von einander sind, daB also eine Gleichung der Gestalt 
(53) J(@)=aJ,(a)+b=a- & +b 
besteht, wo a und b Konstante bedeuten. 

Schreiben wir diese Gleichung in der Form 


(54) [+20 Sve] = alts _- : > vs(ryu] + bh] fo — hr), 
so ergibt der Vergleich der Koeffizienten von h° und h' auf beiden Seiten 
a= 27, b=1. 

Die Gleichungen (53) und (54) lauten somit 


(55) J(o) = 27-41 
resp. 
(56) Gq = 27 9,7 + A. 


Der Punkt B ist der Repriisentant von @ = i. 

Wenn aber @ = = = 7 ist, so zerstéren sich in der Summe (50), wie 
man leicht erkennt, die Glieder zu je vieren; daher ist dann g, = (0. Aus 
(55) folgt schlieBlich: 

Im Punkte B ist 
(57) J(@)=1. 

Aus den hiermit bewiesenen Grundeigenschaften der Funktion J(o) 
leitet man ohne Schwierigkeit noch die Tatsache ab, daB diese Funktion 
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die Abbildung der positiven Halbebene auf eine unendlich-blittrige Rie- 
mannsche Flache vermittelt, deren Blitter an den Stellen 0, 1 und co zu 
je drei, bez. je zwei bez. unendlich vielen im Cyklus zusammenhingen.*) 


§ 6. 
Anwendung auf die Theorie der elliptischen Funktionen. 


Die WeierstraBsche Funktion g(w) mit den Perioden w, und @, wird 
bekanntlich durch die Gleichung 


r ae ee See Meee 
(58) (9 (u) a +» > L(u—m,@, —m,@,)* — (m, , +m, =] 
m 


My 


definiert. Sie geniigt, wie man von dieser Definition ausgehend leicht 
beweist, der Differentialgleichung 





(59) g9"*(u) = 449°(w) — ge (?(u) — 9s, 
wobei 
5 Y 1 1 
(0) a= 60 >’ z (m,o,-+m,a,)? I= 140 >! Bonen +m, @,)° 


gesetzt ist. Von den Werten dieser GriéBen g, und g, weiB man, daB 
die aus ihnen zusammengesetzte ,,Diskriminante“ 

(61) A = g,° — 279,° 

von Null verschieden ist. 

Es ist nun eine fiir die Theorie der Funktion (7(u) fundamentale 
Frage, ob die Perioden , und @, stets so gewahlt werden kénnen, daB 
J, und g, vorgeschriebene Werte erhalten, die nur der Bedingung geniigen, 
da8 die aus ihnen berechnete Diskriminante A nicht Null ist. 

Statt nun diese Frage, wie es in den iiblichen Darstellungen der 
Theorie der elliptischen Funktionen geschieht, durch die Diskussion der 
Differentialgleichung (59) zu behandeln, kann man sie in sehr kurzer und 
einfacher Weise auf Grund der oben entwickelten Theorie der Funktion 
J(w) erledigen. In der Tat, es seien @, und w, aus den Gleichungen 


(62) J2(@1, Mg) = Cy, 9s(@1, @y) = Cs 
zu bestimmen, wo ¢, und ¢, gegebene Werte bezeichnen, fiir die 
(63) c,° — 27 ¢,? = c 


von Null verschieden ist. Die Gleichungen (62) sind dann und nur dann 
erfiillt, wenn die Gleichungen 


Ys (My 5 @y) ¢,’ Js" (@, » Oy) noe Cs 





(64) Ie (@,, @s) _ & 92° (@, » Wg) i 


*) F. Klein, a. a. O., S. 121. 
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bestehen, von welchen die zweite auch durch 


(64’) 92°(@,, @,) c,* 


= 


92° (@, , @,) — 27 g,*(@, , @,) ¢e 





ersetzt werden kann. Betrachten wir nun 


@ 
@ und “=—@ 


als zu bestimmende GréBen, so schreiben sich die Gleichungen (64), (64’) so: 
(65) a, — 2. ee omit J(o) = *. 

Nun weiB man, daB die letzte Gleichung stets Lésungen besitzt (von 
denen eine einzige im Gebiete G liegt). Hat man eine solche Liésung @ 
bestimmt, so ergibt sich , aus der ersten Gleichung (65) und schlieBlich 
o, aus der Gleichung @, = -@,- Die GréBen w,, @, kénnen also wirk- 
lich immer den Gleichungen (62) gema8 bestimmt werden und man erkennt 
aus den Grundeigenschaften der Funktion J(@) iiberdies leicht, dab a, 
und @, bis auf lineare homogene ganzzahlige Substitutionen der Deter- 
minante + 1 durch die Gleichungen (62) vollkommen bestimmt sind. 


Ziirich, 28. September 1903. 
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Enumeration of Non-Quaternion Number Systems. 
By 


H. E. Hawkes; New Haven, Conn. 


Introduction. 


The problem of referring all hypercomplex number systems to a 
relatively small number of typical forms was first suggested by Hamilton*). 
Aside from the isolated discussion of triple algebras by De Morgan no 
systematic attempt was made to solve this problem even for systems of 
a low order until 1870 when B. Peirce**) published his memoir on 
Linear Associative Algebra. Peirce derived a set of distinct typical systems 
of order less than seven, but by means of principles of classification 
slightly different from those suggested subsequently by Study***) and 
Scheffers}). The enumeration problem as stated by Scheffers consists 
in finding all inequivalent, non-reciprocal, irreducible number systems 
with moduli, where the terms used are defined as follows. 

Def. 1. Two systems having the units ¢€,, ¢,,---,¢, and e,’, ey',-++, ¢ 
respectively are equivalent if linear relations exist of the type 


, 


n 


n 


6 = a, :¢, (k= 1,2,-+-,n). 


when the determinant 
1 FO (k,t =1,2,---,m). 
The a’s are assumed to be ordinary complex numbers. Systems of different 
orders are never equivalent. 

Def. 2. A system is reducible if its units may be divided into two 
or more subsystems such that the product of two units in the same sub- 


*) Lectures on Quaternions , pretace, pages 29—31. 

**) Reprinted in American Journal of Mathematics, vol. 4. 
*“*) Leipziger Berichte, page 176, 1889. 

+) Mathematische Annalen, vol. 39, page 293. 
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system is in that subsystem, while the product of units in different sub- 
systems vanishes. 

Def. 3. Two systems are reciprocal to each other when the multipli- 
cation table of one can be obtained from that of a system which is 
equivalent to the other by an interchange of rows and columns. 

Def. 4. The modulus of a system is a number uw such that for an 


arbitrary number ~, 
ux = r= x. 


No system can certain more than one modulus. 

In the American Journal of Mathematics, vol. 24, I have shown in 
detail the relation that Peirce’s results bear to those of Study and 
Scheffers, and in vol. 3 of the Transactions of the American Mathematical 
Society I have developed a direct method for enumerating systems of a 
low order by means of an extension of Peirce’s work. Neither Peirce’s 
method nor those of Study or Scheffers seem adequate for a complete 
enumeration of the distinct systems of an arbitrary order. 

This general enumeration problem is considered in the present paper, 
in which I deduce a method for enumerating all distinct types of non- 
quaternion systems of order » from those of order x—1. It is noteworthy 
that by this method the enumeration can be performed with great rapidity, 
and complications due to the reduction of parameters are almost entirely 
avoided. A brief resumé of the method is given on page 370 followed 
by the ennmeration of systems in six units as an illustration. . 


§ 1. 
Non-Quaternion Systems. 


Def. 5. A number « is called idempotent if «? = «a. 

If a system contains an idempotent number, this number may be 
taken as the unit e, and the other units of the system so chosen as to 
fall into the following groups: — 

Group I, contains only units e, such that 

C,6, = C6, = &. 
Group II, contains only units e, such that 
e; Cn 


Group Il], contains only units e, such that 


=(0; ¢€,¢,=¢,. 


Oey as 7s) Cn = 0. 


Group IV, contains only units ¢, such that 


> wi — ()* 
CLen =( f= 0 ). 


*) This and the following theorem are due to Peirce. For proofs see my paper 
in Transactions, loc. cit. 
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When the transformation bringing the system into this form has 
been performed, the system is regular with respect to e,. The four groups 
are symbolized respectively by (dd), (dn), (nd), (nn). Evidently e, itself 
is in group I, or (dd). The following multiplication table shows the 
group to which the non-vanishing product of units of any two groups 


a ay (dd) (dn) (nd) (nn) 
(dd) | (dd) | (dn)| O | 9 


| 
; | 
1 | PEG) Diy 
(dn) | 0} O | (@a)| (an) | 
(nd) | (nd) | (nn) | 0 0 


(nn) | O 0 | (nd)! (an) | 


It is noticed that if any wnit is idempotent it must lie in group I or 
group IV. Idempotent numbers might be composed of the sum of units 
of groups I and II, or in various other combinations of groups. 

We now turn to the discussion of non-quaternion systems. Scheffers 
has divided all number systems into two grand divisions which he calls 
quaternion and non-quaternion respectively according as the corresponding 
group is non-integrable or integrable. The necessary and sufficient condition 
that a system is non-quaternion is that Its units may be chosen as follows. 
Of the » units, » — 7 (r>1) are idempotent and may be taken as 

e 


€ e 


rt? “ry2r'* 2 One 
The product of two distinct idempotent units vanishes. The remaining 


units ¢,, €,+--,@, may be so chosen that 


l 
= > = ee 
C05 = Aisne (¢, j= 1,2,---, ») 
k=1 


where / is less than the lesser of i and j. Also for every unit e, (h<r) 
a pair of positive integers x and v exist such that 

Cnn = Ogg = 9 (x<n—r; A+x), 

Cay = 3 S_ 3 = O (v<n—r; A+yY). 
If »y =x, then e, is called an even unit, or of even character. If v + x, 
e, is called a skew unit, or of skew character. In the former case e, is 
in group I with respect to e,_,. If » +, e, is in group II with respect 
to e,_, and in group III with respect to e,_,, but in group IV with 
respect to all other idempotent units. The modulus is 


n—?r 


 aliaaes > On yi 
i=1 
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This definition may gain in clearness when given in the form of a 
multiplication table. 





























at €: 3 C4 gis ¢, SO 
| | ae a ae Pau ee ae 
e | 0 | 0 0 0 oy 0 Margins | Parser es Van) 
Ai Pinal. Guarana Tate (eRe ieee Ea am rea eas cesaamaas 
. | ie | oy: 7 
C2 9 | @ | @® (1) ar (1) | Versi 2% | Yorg22€2!***| Yon2e2| 
j rn ee ! as — oe ee } | 
» | ot @w 12) | (12) |---| (12) | [ee a oe 
S | | ( 2) } (44) [reel (ie | Ys r413&3 | V3r423% | ¥3n3°3} 
- EE = —— ——— = = | om = — Rocicteteemaianaie oe ——EEe —EEE 
’ | ’ (19 | f ~ ‘16 | > , 
"4 | 0 (1) el (12) | (123) aes (123) | Var4i4e Var424s) °°" | Vanaes| 
_ ; = ee, Aes cee See = 
| . * 8° . 2a ¢ 
| \ 7 = 3 7 | ED: eee . a 
; | A } 
¢, | 0 | (1) (12) (123) | -+|(12---r—1) Vrr4+t rer Veraar’r|**° Vrar’r 
| = ee et, en |__|} 
rea | Prosss | Vrys2a©2 | Yrstzas | Yresaa’s |°°°) Prine’ | rst 0 loi’ 0 
C429 | Vr4911% | Vr4e99&2 | rigs ’s | Vrgosals i°°°) Vraorrer | 0 C6. ‘| 0 
whey sia Hides nt rane On Eras 
| | | 
_— ag (tee) eh oe ed od 
Cn 1 ¥nii "1 Ya22©2 Yn33%3 Vn 1&4 ye Varrr ) | ¥ | Cn 








In this table (12---/) represents a linear combination of ¢,, @&,---, ¢& 
with ordinary complex coefficients. Also y,,,.=0 (0<s<r+1; r<i<n) 
for all values of ¢ but one when it is unity. Similarly y,,, = 0 for all 
values of ¢ but one, and this non vanishing value is also unity. 

It is noticed that a system whose table is in this form is regular 
with respect to each idempotent unit. The four groups with respect to 
e,_, are symbolized by J,, IJ,, I1I,, IV,. Starkweather*) has made 


a general enumeration of all non-quaternion systems in one idempotent unit. 


§ 2. 
Equivalent Systems. 


Theorem I. Jf two non-quaternion number systems do not have the 
same number of idempotent units they are inequivalent**), 


*) American Journal of Mathematics, vols. 21 and 23. 

**) This theorem is given by Scheffers loc. cit. page 329 where its proof follows 
directly from the properties of the characteristic equation. The statement made in 
theorem X of my paper in the Transactions (loc. cit.) should be modified so as to 
apply to a small value of n; e. g. n< 8. 
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Let the equivalent systems S and S’ have the units 


Cry Oar or Orr Gate * 9 Cus 

2 and 
“n , , , , , f , 
tia | Oy, Cayo? yp Cory Organ 9 Oy (r+ r) 
1€ 
ni“! . . . ’ mo . ~\: 
osnel and let the units e,,,,---,¢, and C+ 419°°*,@, be idempotent. Since there 
12¢9| is Only one modulus in any system, we have 

a-r n—r' 
J 3 | Exo — »” 

“= ag Cn ei 

4% i=1 i=1 


From this equation it is plain that in the equations of transformation | 


- n 
wh (1) € 44 > Wer ines (¢=1,---,n—7*) 


k=1 


al each of the units e,,,; (¢=1,---,2—r) must occur at least once, and that 


r+i 








) with the coefficient 1 since e/,,; is idempotent. Thus there must be at 
| least » — 7 equations. No one of the idempotent units of S, say e,,, can 
a oceur in two distinct equations of transformation. For suppose that 
| 
- ay Cre t PD, 
e, Ow Soo Crt 2 q (J <n or ) 


where p and q do not contain e¢, 
potent units vanishes 


+e: Since the product of distinct idem- 


Gs 3% = O—e,,.+ P 

where P does not contain ¢,,, and consequently e¢,,, cannot cancel from 
the right hand member. This equation is therefore impossible and S and 
S’ are not equivalent if there are more than x — r equations. 

The significance of this theorem is that when we are seeking all 
types of inequivalent systems of order », we may make our enumeration 
for different numbers of idempotent numbers separately without possibility 
of repetition. 

Theorem If. Jf Sand S’ are equivalent there is a one to one correspondance 
between the idempotent units e,,; and 4: (6=1,---,n—r) such that the 
number of units in the groups I, I,, II,, IV, and I’, 11), LL,, IV, 
are respectively the same where e,_, and e,_, are corresponding units. 

Scheffers has shown*) that if S and S’ are equivalent the equations 
of transformation (1) reduce to 


e1.=e.,, (,jin—r. 


*) loc cit., page 329. 
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Thus aside from order the idempotent units are not affected in passing 
from S to S’. Now the necessary and sufficient condition that a unit 
in S’ be in a given group with respect to e’,, is that its equation of 
transformation involves only units of the same group with respect to 
é.,;- Thus the number of independent units in any group with respect 
to an idempotent units of S’ is precisely the same as the number of 
units of S in the same group with respect to the corresponding idem- 
potent unit in S. 

This theorem puts us in a position to write down all possible combi- 
nations of groups with respect to idempotent units into which the 
remaining r non-idempotent units may fall, and assures us that no two 
systems in different combinations can be equivalent. 


§ 3. 
Reducible Systems. 


Theorem III. The necessary and sufficient condition that a system 
is reducible is that its modulus falls into parts, each of which is the modulus 
of a certain subsystem. 

This condition is necessary for if the modulus did not fall apart 
all of it would lie in one subsystem. But since the product of the 
modulus and any number of the system is non-vanishing the system 
cannot be reducible since any other subsystem than the one in which 
the modulus lies could not exist. The condition is sufficient, for suppose 


w= 4 + Uy 


where wu, and uw, are moduli of the subsystems S, and S, respectively. 
If s, and s, are numbers of S, and S, respectively we have 


My Sy = Sy My = S43 My Sp = Softy = S25 My My = Mg tty = 0. 
Thus 
ts 818. = S,My Ue Sy = OV. 
Similarly 


S38, = Q. 


Further, no product of numbers in S, can contain units in S,. For suppose 


Then 


, 


0 = oS, S, == UySy = Sy. 


Thus the system is reducible. 

Any system in more than one idempotent unit in which there are 
only even units is reducible, since the units of any group I and its 
corresponding idempotent unit form a subsystem and the modulus falls 
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into as many parts as there are idempotent units. A skew unit is in a 
sense a bond between the two idempotent units with respect to which 
it is in groups II and III. Both of these idempotent units must fall in 
the same subsystem if the system is reducible. If either is connected 
with a third idempotent unit by means of a second skew unit, all three 
idempotent units and both skew units must lie in the same subsystem. 
In fact the totality of idempotent and skew units that are connected 
directly or indirectly by non-vanishing multiplicative relations must fall 
in the same-subsystem. Thus on inspection of any combination of units 
into groups (by theorem II) we can decide on the reducibility of the 
systems derived from that combination. For if we start with an idem- 
potent unit and find it connected with every other idempotent unit by a 
chain of non-vanishing multiplicative relations with skew units, then the 
whole modulus lies in one subsystem and the system is irreducible. If 
on the contrary, not all idempotent units are thus connected by the skew 
units the modulus falls apart and the system is reducible. 


§ 4. 
Reciprocal Systems. 


It is plain from definition 3 and theorem I that reciprocal systems 
have the same number of idempotent units. Let S and S-! be such 
systems, with their units so chosen that the table for S passes into that 
for S-' by an interchange of rows and columns. We may also assume 
without loss of generality that both systems are in Scheffer’s normal 
form given on page 364. As we pass from S to S~' by interchanging 
rows and columns we note that the same units constitute groups J, and 
IV, in both S and S-! (k=0,1,--.,»—r—1). The units of JJ, and 
JIT, pass respectively to JJJ, and JJ,. Thus if from the totality of 
combinations of the non-idempotent units into groups under theorem II, 
we erase every combination which differs from another merely by an 
interchange of the number of units in JJ, and I/I, (k=0,1,---,n—r—1) 
we shall erase all combinations which lead to systems reciprocal to those 
that remain, and only such. In this enumeration only one of each pair 
of reciprocal systems is retained. 


§ 5. 
Removal of Parameters. 


If the systems corresponding to the various combinations of units 
into groups for given values of » and y are written in Scheffer’s normal 
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form, we have in every case completely determined the portion of the 
table which involves the multiplication of the idempotent units either 
among themselves or with the non-idempotent units. Numerous parameters 
occur however in the part of the table giving the products of the non- 
idempotent numbers among themselves. If we apply the multiplication 
of groups given on page 363 many parameters will be removed. The only 
problem that remains is to devise rapid means of detérmining the 
remaining parameters. 

Def. 6. A system is said to be deleted by a given unit when that 
unit is erased from every position which it occupies in the multiplication 
table of the system. 

Def. 7. A number a@ is nilfactorial with respect to 6 if 

«ap = pa=0. 

Theorem IV. Jf a system is deleted by a unit which is nilfactorial 
with respect to every non-idempotent unit, the deleted system is associative. 

Let e, be such a nilfactorial unit. Consider the products 


nu 7 n n 
€;,° OG = G; ( > Virs©s ad > > Viks Viet, 


ould t=1 s=1 
9 5 
(2) n “ a 
€,05° ey =| a Yisets ) 5 a > > Vijs Vanes: 
ema t=1 s=1 


We suppose 7, j,k-+-4. Since the system is associative, coefficients of 
the same units in the two products are identical. Since e, is nilfactorial 
with respect to all units but its corresponding idempotent units, we 
must have 

(3) Veja = Vina = Miae= Yar = ¥ (¢ = 1,2,---, 2) 
unless e;, ¢, or ¢; are the idempotent units corresponding to e,. ‘Thus 
except in this case the equations among the constants of multipli- 
cation which associativity requires are identical before and after deletion, 
and the deleted systems associative. In the exceptional cases noted 
an inspection of the two equations given above shows that the associative 
law is evidently obeyed in the deleted system. 

When a system is deleted by ¢, the deleted system is, as Scheffers 
remarks, obviously associative. 

We can now assert that when the system is deleted by ec, or by a 
unit nilfactorial with respect to the non-idempotent units, the system 
which remains is a non-quaternion system in »—1 units of the type 
we are considering. If we consider that all non-quaternion systems of 
order »—1 are enumerated, the deleted system must be equivalent to 
one of them. 








ul 
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Theorem V. If a system is deleted by one or more units so that 
there remains only a certain idempotent unit and one or more unbroken 
groups with respect to that unit, the deleted system is associative. 

Suppose for instance that the system is deleted leaving only the 
totality of units in groups I and II with respect to a certain unit. Let 
any number in these groups be symbolized by (dd)+(dn). It is evident 
from the table on page 363 that every term occurring in the product of 
three numbers in this form occurs in the deleted system as well as in 
the undeleted system. Thus the deleted system is associative. The proof of 
the theorem is almost identical when any other groups are left after deletion. 

We are now in a position to remove the unnecessary parameters 
from the system. If S is a system in Scheffers’ normal form corre- 
sponding to a certain combination of units into groups, we first delete 
by e,. The remaining system in »—1 units is associative by theorem IV, 
and the parameters must take on values which render it equivalent to 
one of the systems in »—1 units already derived. Let 7 be the re- 
quired transformation. Then assuming that the parameters affecting the 
units ¢,,---,é, in the undeleted system take on the values which asso- 
ciativity require, apply to the undeleted system the transformation 7. 
The table will then, as far as the units e¢,,---,e, are concerned have 
the same form as that of a system in »—1 units already enumerated. 
The only parameters remaining are those affecting e, which occur through- 
out the multiplication table where the table on page 363 allows. Continue 
with deletion by some other available unit of which there is always 
at least one, namely e,. This will fix the value of most if not all of 
the remaining parameters. If any remain delete still again until either 
all are fixed or may be by an application of the associative law. In 
no case can more than » — 5 parameters remain for direct consideration. 

When we delete by any of the methods given above we have re- 
maining a system in less than » units in which the units fall into a 
certain combination of groups. It may be that there are several in- 
equivalent types of systems in this combination. If so we are lead to 
as many inequivalent systems in » units as there are inequivalent deleted 
systems. 

Theorem VI. Jf two systems are deleted by the same method, (i. e. 
both under theorem IV or V) and the deleted systems are inequivalent, the 
original systems are inequivalent. 

Suppose the two original systems were equivalent. We should then 
have in the deleted equations of transformation, equations which would — 
establish equivalence between the deleted systems which contradicts the 
hypothesis. 
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§ 6. 
Resumé of Method. 


We assume that all systems in »—1 units are derived, those in 
one idempotent unit by Starkweather’s method, and those in more 
than one idempotent unit by previous use ot this method. After deciding 
to enumerate systems say with n—r idempotent units, we write in 
tabular form the various combinations into groups that can occur, re- 
jecting such combinations as give rise to reducible or reciprocal systems. 
These can be recognized by inspection as we have seen. Take any one 
of these combinations and write its multiplication table in Scheffer’s 
normal form, taking care that the order of units is such us to make the 
requirments of this form and the multiplication of groups as given on 
page 363 compatible without any sacrifice to the parameters that the 
associative law does not require. This done assume that the parameters 
in the products of the units e,, ¢,,---,¢, among themselves are the same 
as occur in the multiplication table of the non-idempotent units of a 
system in x» —1 units having the same arrangement of groups as that 
of our present system deleted by e,. If there are 4 such inequivalent 
systems of order » — 1 we shall have A inequivalent systems of order n. 
The unit e¢, will now occur in our multiplication table with a parameter 
wherever the table on page 363 permits. Take now any other nilfactorial 
unit, if there be any, if not, take e, and go through the same process 
with them that has just been described fore e,. Proceed in this manner 
until either all parameters are fixed or all methods of deletion are ex- 
hausted. In the latter case the few remaining parameters can easily be 
properly determined by direct use of the associative law and simple 
transformations. 


§ 7. 
Enumeration for n = 6. 


Since two skew units can connect at most three idempotent units, 
all systems in more than three idempotent units are reducible. If x is 
the number of non-idempotent units we first let 

r= 8. 

The following table gives the only possible combinations of ¢,, ¢, 
and e, into groups after reducible and reciprocal systems have been 
rejected. Any arrangement of groups which differs from one of the 
following merely by an interchange of units has been omitted. Jn fact 
the order of units is determined by the consideration of the last para- 
graph rather than by the order indicated by the table. 
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Writing combination 1 with the units e, and e, interchanged we get a 


system 


parameter does not vanish it may be taken as unity. 
to the following inequivalent systems. 


in which one parameter occurs in the product e,-e. If this 
We are then lead 
In the followmg tables the 


multiptier and multiplicand are omitted, and for e, I write k. 


Writing the units of combination in the order given in the table we 
obtain in a similar manner. 
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1, &, 
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‘ololololsio | 0 ololo]3]o 
‘1lolol4alolo '1}o0}o}4}o}o 
‘ol2{/o}o]5|o ‘ofololols 0 
‘olol}3slolol6| joie 3/0/06) 

From table 9 we obtain 
9, +1 9, +2 
Jojo olololi1. 0. 01 0 | olol4 
00) 1 To. 2/0 0/0 0 | 0/2 0 
0/0 0/0) 0 3 0/0] 0] 0 03 
1) 2/0 4) 0) 0) 1/2}/0) 4/00 
0'0|3!0]5/0 0/0 3 0/5) 0 
| o 0 0| 0 0. 6 | 0 0 | 0 0 | 0 | 6 | 
Let now oat 


The table of combinations into groups is as follows: 
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*) Scheffers loc. cit. 355. 


Since there six inequivalent systems one of which is idempotent*), we get 
the following six inequivalent systems in six units under combination 1. 
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Writing combination 2 in a table with the same order of units, and 
deleting by e, we are lead te two inequivalent systems corresponding to 
Scheffers’ V, and V,,. 








2,-1 2,-2 
o}o/o/o0lo) 1) fol}olololol4 
'o|0|)0/0! 2/0 }o|o/o/o|2|o| 
/0|-0/2|0| 3/0) 0/0/0/0/3/) 0) 
0/0/10] 0| 0/4] (0/0/0010) 4) 
-1i2!3{ols5lol fiale|sio{5|o| 
(0/0/0/4 0/6 00/0/40] 6| 


| 
| 
| 
| 
| 
| 
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Writing combination 3 in the same order as is used in the table we 
have, after all possible deletions, one parameter. Obvious transformations 
lead us to the form following distinct systems. 








3,-1 ate 2 
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Writing combination 6 in the order given in the table of groups, and 
applying theorem VI we obtain 
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Writing combination 7 in opposite order of units after an obvious appli- 
cation of the associative law we obtain 
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Writing the units of combination 8 in the order given in the table 


except for the interchange of e, and e,, after use of the associative law 


on the products e,e,¢e, and e,e,¢, we obtain 
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From combinations 9, 10, 11, we obtain directly 
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Yale University, January 27, 1903. 
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Uber symmetrische Matrices. 
Von 


Joser KiirscuAKx aus Budapest. 


Es bedeute M,,, die Matrix 
[Mi Ye °° Yan 
|Ya1 Yea * Yon 


Yat Yne ae Ynn 
wo 


Yir = Yai 
und iiberhaupt bezeichne W,, fiir rn, s<m die Matrix 
| Yi Yes? Ns || 
1} Yor Yoo °° * Yes i 
| 
1 Yr Yy2 ie Yrs 


Dann zeigt eine einfache Rechnung, daB jede lineare Funktion der 
Determinanten, die sich aus M,,, bilden lassen, folgendem Systeme von 
homogenen linearen Differentialgleichungen geniigt: 


or : 
0y;,2Y,, (1+6;,) (1+ 94,,) + 


y 
(S,) =. cm 1+0 ya+e y+ i<k<u<v=l1 9 eee n) 
sles 6¥,,69,, in wk t@Sh"SH5 » ) ) 
or 


(1 + 0;,) e + Diu) bia 0, 


CY, "Ny 


wo 0,, die Null oder Eins ist, je nachdem ¢ und / verschieden oder 
gleich sind. 
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Es sollen nun umgekehrt die folgenden zwei Siitze bewiesen werden*): 

(I) Jede Lisung von (S,) ist eine lineare Funktion der Determinanten 
der Matrix M.,,,. 

(Il) Jede solche Lisung von (S,), die nur die Elemente von M,,, ent- 
hilt, ist eine lineare Funktion der Determinanten dieser Matrix M. 


vn‘ 


Beide Siitze haben auch fiir » = 1 einen Sinn und besagen dann, daB 
jede Lésung der Differentialgleichung 
a2 77 
a =@ 
OW 


eine lineare Funktion von y, ist. Beim Beweise fiir ein beliebiges » 
diirfen wir also beide Siitze fiir » — 1 als richtig betrachten. 
Ist nun F' irgend eine Lésung von (S,), so ist fir i=k=w=v=n 


o°F 
| ee 
12 Dy? J. 


an 


Es ist also F' eine lineare Funktion von y,,, deren Koeffizienten von den 
Elementen der Matrix M/. abhiingige GréBen sind. Der Koeffizient 


n—1in 


a Al 


pe mit dem y,,, multipliziert ist, enthilt tiberhaupt nur die Elemente 


¢ nn 


von M,_,,,_,, dem fir in und K=u=v=n ist 


6 .-2 ( oF -) on 
yin \Oy 


“wn 


Da F' auch dem Teilsysteme (S,_,) geniigt, so gilt dasselbe auch 





vom besagten Koeffizienten me Fir (S,_,) und M,_,,,_, betrachten 
wir aber die Sitze (I) und (II) als bewiesen, mithin ist aes eine lineare 


Funktion der Determinanten von M,_,,,_,. Das Produkt einer solchen 
Determinante mit y,,, ist gleich der Summe einer gewissen Determinante 
von M,,, und einer Funktion, die nur die Elemente von M,,_,, oder, 
was dasselbe ist, nur von M,_,, enthilt. Es ist folglich 


F=6,_,+F,, 





*) Beziiglich der einfachsten Fille des Satzes (I) vergleiche man folgende Ab- 
handlungen, wo dieser Satz auch eine interessante Anwendung findet: 

A. Hirsch, Uber eine charakteristische Eigenschaft der Differentialgleichungen der 
Variationsrechnung. Math. Annalen Bd. 49, 8. 49—72, 

W. Hertz, Uber partielle Differentialgleichungen, die in der Variationsrechnung 
vorkommen. Inaugural- Dissertation, der Universitit zu Kiel vorgelegt. Gottingen 1903. 

Obwohl das Beweisverfahren von Herrn Wilhelm Hertz mir bedenklich er- 
scheint, verdanke ich seiner mir in liebenswiirdiger Weise iiberreichten Dissertation 
nicht nur die unmittelbare Veranlassung zu dieser Note, sondern seine Einteilung 
des Systems (S,,) in Gruppen bot auch die Grundlage zu meinen Untersuchungen. 
Es ist dies freilich aus meiner kurzgefa8ten Darstellung kaum ersichtlich, 
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wo in G,_, nur die Elemente von M,_,, vorkommen und fF’, eine 
homogene lineare Funktion derjenigen Determinanten von M,,, ist, die y 
wirklich enthalten. 


Setzen wir jetzt voraus, es sei F’ auf die Gestalt 


“un 


n 
’ al 
F= G,. + > F k 
k=r+1 
gebracht, wo F, eine homogene lineare Funktion der Determinanten von 
M,,, bedeutet, in denen wenigstens eine der GréBen 
kn ? 


Yak> Yertir © °°» Yew 
vorkommt, hingegen G, nur mehr die Elemente von M,, enthilt. Dann 
kénnen wir F' in folgender Weise auf die Gestalt 


F=G_,+ a F, 
k=r 
bringen. 


Da F’, F’.,,, +--+, F, simtlich Lésungen von (S,) sind, gilt dasselbe 
auch von G,. Wird aber auf G, die Gleichung von (S,) angewandt, 
in der i=k=r und w=v=n, 80 ergibt sich 

0*G,, . 2 mee ai 2 oe. aa 
ey, ey oy” cy? 


an rn rr 


, 


also ist G, in y,, linear. In der Formel 
oG, 


G, _— |G, , = + OUpn 


Yon 


io 20 , 
enthalt -——- nur die Elemente von M,_,,_,; denn wenn man in (S,) 
, 


die Lésung G, einsetzt, so erhiilt man fir i=k=riu<cv=n 
0*G,, F o*G,, , o aG 
2 y Se . es, en ll! SO 
. OYrr OUn n i‘ (I + ou) OYru OYrn . ue + ou) OYru (5-5) ° 
AuBerdem geniigt 7 on dem Teilsysteme (S,_,), ist also eine lineare 


Funktion der Determinanten von Mt, .s.0~1- Das Produkt einer solchen 
Determinante mit y,, ist gleich der Summe einer gewissen Determinante 
von M,, und einer Funktion, die nur die Elemente von M,_,, enthiilt. 


Es ist folglich ‘ 





G,=A+ Fo, 
wo F® eine homogene lineare Funktion der Determinanten von J/,,, 


bedeutet, die y,, wirklich enthalten, und A eine solche Lésung von (S,) 
ist, in der auBer den Elementen von M,,_, nur 


ra— 


Yin» Your ** *» Yr-12 
vorkommen. 








uy 
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Setzt man in (S,) anstelle von F' die Lésung A, so wird fiir i=k<r 
und w=v=n 


CA 0°A OA 
=> - — =z 2 -—— = 
" CY; oy, n ' . ey, oy, 7 : 


also ist 
= C+ COs n Paved CYin el C1 Ye—189 
wo die Koeffizienten C, C,,---C,_, nur mehr die Elemente von M,,_, 
enthalten. AuBerdem —— sich fir O<i<k=riu<cv=n 
0°A - 


CY; OY, u + ak ™ " 


oA ) 
+(1+ 0...) OUin ggg At Ow) 3 





é a * 
in C,, Cy, +++, C._, kénnen also iiberhaupt nur die Elemente von 
M,_;,-1 Vvorkommen. 
’ 
C enthilt, wie gesagt, nur die Elemente von M,,,_, und ist natiirlich 
eine Lésung von (S,_,). Folglich ist 
—— 2 
C=G+ Fe), 
wo FF) eine homogene lineare Funktion der Determinanten von J/,,_, 
ist, die wenigstens eine der GréBen 


Yer Yrr ear oe Yrn—1 
enthalten, C, aber eine lineare Funktion der Determinanten von M,_, ,,_ , 
bedeutet. Es ist demnach 
G, = Qt Chet - > + C,H ian + FY + FP, 
wo 
G,_1 = Cot Qin ter + GurYp-in 
nur die Elemente von M,_,, enthalt und 
F,= FO + FY 
cine homogene lineare I'unktion der Determinanten von M,,, ist, in 
denen wenigstens eine der GréBen 
Yrro Yrr4i.2 °° *9 Yrn—19 Urn 
vorkommt. Damit haben wir aber F' auf die Gestalt 
P= G,_; + F, + | >. + F, 
gebracht. 
Wird dieses Verfahren fiir r= »—1, n—2,---, 3, 2 wiederholt, 


so ergibt sich aus 
F=G6,_,+ F, 


allmihlich 


F=G,..+F,1:+F,= 
<—* idee nat Fi att= 


ee To 4. 
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Endlich kénnen die obigen Uberlegungen ohne wesentliche Anderungen 
auch fiir r = 1 angewandt werden, und sie ergeben dann 


Y , 7 
G,=F,+F,, 
wo F;, eine Konstante und F, eine homogene lineare Funktion von 


Yir> Yior ** > Yin 
ist. Wir haben also 
f= Fh+F + ht: + Ft: t+ &,. 
Enthalt F nur die Elemente von M 


rn? 


F_.4.=F,,,;-°-:-=F,=0. 


r+ 


so ist bei diesem Verfahren 


Damit sind beide Siatze fiir (S,) bewiesen. 


Semmering, den 20. Juli 1903. 
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Uber den wissenschaftlichen Nachla8 Julius Piickers. 
Von 


A. Scnoenriies in Kénigsberg i./Pr. 


Ich habe kiirzlich, zusammen mit Herrn F. Pockels, an andrer Stelle*) 
dariiber berichtet, daB ein wissenschaftlicher NachlaB von Julius Plicker 
existiert, der auf der Géttinger Universitiitsbibliothek deponiert werden 
soll. Als ich im Verein mit Herrn F. Pockels an die Herausgabe von 
Pliickers wissenschaftlichen Abhandlungen**) ging, konnte die Existenz 
eines Nachlasses leider nicht festgestellt werden. Was von ihm heute 
noch auf gréferes mathematisches Interesse Anspruch erheben kann, soll 
hier mitgeteilt werden. Dahin gehért in erster Linie das Manuskript der 
aus dem Jahre 1826 stammenden Arbeit tiber sich mehrfach beriihrende 
Kegelschnitte, die Pliicker an Gergonne sandte, und die den bekannten 
Prioritiatsstreit zwischen Poncelet und Gergonne resp. Pliicker zur 
Folge hatte. Gergonne hatte die Arbeit in zwei Teile zerlegt***), dem 
ersten Teil eine dualistische Form gegeben und den Hinweis hinzugefiigt, 
daB die von Pliicker behandelten Aufgaben bereits von Poncelet in 
seinem Traité des propriétés projectives eine Lésung gefunden hatten. 
Bei Poncelet entstand daher die Meinung, Pliicker habe ein Plagiat 
begangen, wihrend Pliicker, wie er selbst sagte, den ersten Teil nur 
wiedererkannte, weil sein Name an der Spitze stand}). Die Verdffent- 
lichung dieser Arbeit liegt daher im historischen Interesse. Die Arbeit 
hat aber auch dariiber hinaus eine besondere Bedeutung; denn in ihr tritt 
zum ersten Mal die geometrische Deutung vielfacher Wurzeln resp. eine 
organische Beziehung zwischen den Hauptsiitzen der Algebra und der 
gegenseitigen Lage der ebenen Gebilde zu Tage; eine Beziehung, die 

*) Nachrichten d. Ges. d. Wiss. zu Gdttingen, 1903, Sitzung vom 25. Juli. 

**) Julius Pliickers Gesammelte wissenschaftliche Abhandlungen. Im Aut- 
trag der Kgl. Ges. d. Wiss. zu Gittingen herausgegeben von A. Schoenflies und 
F. Pockels, 1895 u. 1896. 

***) Thr entsprechen Nr. 2 u. 8 von Bd. I der Ges. Abhandlungen. 

+) Eine genauere Darstellung findet sich Bd. I der Ges. Abhandlungen; 8. 592. 
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Pliicker, wie ich a. a. O. ausfiihrte, als den echten Weiterfiihrer der 
Ideen von Descartes erscheinen lift, und den Druck der Arbeit schon 
deswegen rechtfertigt. 

An zweiter Stelle teile ich dasjenige mit, was sich auf Pliickers 
mechanische Ideen bezieht, genauer auf diejenigen, die er im Anschlu8 
an die Liniengeometrie bei sich ausgebildet hat. 

Endlich folgt noch eine Bemerkung iiber Pliickers Untersuchung 
der Wellenfliche zweiachsiger Krystalle. 


I. Die an Gergonne gesandte Abhandlung. 
I. Soient: 
y+ 2Ary+ Ba?+2Cy+2Dxe2+E=0, 
y? + 2axry + ba* + 2cy +2dxa4+e =0 
les équations de deux lignes du second ordre rapportées & des axes quel- 
conques, formant un angle quelconque. Supposons que les deux courbes 
se coupent, si nous voulons alors que l’un des points qui leur est commun, 
soit pris pour origine des coordonnées, il faut que dans l'une et l’autre 
équation le terme indépendant de x et y disparaisse, afin que x et y 
puissent étre en méme temps égal a zéro. On a donc 
E=e=0 
et nos équations seront de la forme: 
y+ 2Aacy+ Bo?+ 2Cy+2Dc=0, 
y? + 2axy + ba? + 2cy +2dx =0. 


Si dans ces deux équations, aprés les avoir résolues par rapport 4 y, l’on 
pose x= 0 ou bien si, ayant fait disparaitre dans les équations mémes 
les termes affectés de x, et qu’on les résout ensuite, on trouvera les 
valeurs correspondants de y qui indiquent les intersections de nos deux 
courbes avex l’axe des y. Les deux couples de valeurs qu’on obtiendra 
seront: 

y= 0, = — 2C, 

y=0, y=—2e. 


Veut-on que l’axe des y coupe les deux courbes aux deux mémes points, 
il faut qu’on ait: 

C=c. 
Vent-on enfin que ces deux points se réunissent en un seul point, pour 
lequel nous choissirons l’origine des coordonnées, ou ce qui revient au 
méme, veut-on que l’axe des y soit tangent aux deux coniques a l’origine 


méme, il faut supposer: 
C=c=0. 
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Nos équations primitives ainsi modifiées: 
(1) y+ 2Acy+ Ba+2Dxe=0, 
(2) y>+2ary +ba? + 2dx =0, 


exprimeront done deux sections coniques, qui ont entre elles un contact 
du premier ordre (contact de 2 points), c'est & dire deux points d’inter- 
section coincidants et qui sont rapportées a leur tangente commune comme 
axe des y, l'autre axe formant avec celui-ci un angle quelconque; le point 
de contact étant lorigine des coordonnées. 

IJ. En combinant les deux équations (1) et (2) d’une maniére quel- 
conque, on aura léquation d’un troisiéme lieu géométrique passant par 
leurs points d’intersection; la nature de cette troisitme courbe dépendra 
uniquement de la maniére, dont nous combinons, et sera indiquée par la 
forme de |’équation résultante. En prenant donc, pour obtenir l’équation 
la plus simple, la différence de (1) et (2), nous aurons: 


2(A—a)xy + (B—b)2*? + 2(D—d)x =0 


l’équation d’un systéme de deux lignes droites, représentées séparément 
par les équations: 
(3) 


z=Q, 
2(A—a)y + (B—b)x + 2(D—d) =0. 


La premiére de ces lignes droites n’est autre chose que l’axe des y, c’est 
i dire la tangente & l’origine des coordonnées. L’équation (3) représente 
une ligne droite qui passe par les autres points d’intersection des deux 
courbes, qui ne peuvent done étre qu’au nombre de deux. En autres 
termes c’est l’équation de la corde commune a& nos deux lignes du second 
ordre. Dans la discussion de cette équation (3) est renfermé toute la 
théorie de l’osculation dans les courbes du second degré et cette discussion 
s’offrira d’elle méme et sans aucun calcul. — 

Ill. Si lon suppose que la corde commune a nos deux sections 
coniques passe par l’origine qui est en méme temps leur point de con- 
tact, cest d’exiger que trois points d’intresection des deux courbes se 
réunissent en un seul point, ou encore que les deux courbes aient entre 
elles un contact du second ordre (contact de trois points). Mais pour 
que la ligne droite en question passe par lorigine, il faut que le terme 
constant disparaisse de son équation: 


2(A—a)y + (B—b)xz+ 2(D—d)=0 
il faut qu’on ait: 
(4) D=d, 


cest done la condition de Vosculation simple. 
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L’équation de la corde devient alors 
(5) 2(A—a)y + (B—b)x=0, 


équation qu’on peut simplifier encore en observant que la direction de 
Yaxe des x étant queleonque, on pourra la choisir de maniére que cet 
axe ne sera autre chose que la corde elle-méme, qui passe par le point 
d@osculation et le point d’intersection des deux courbes; mais pour que 
léquation (5) devienne l’équation de l’axe des x, équation de la forme: 

y =0 
il faut qu’on ait 


(6) B=b. 


En prenant done pour axe des y la tangente commune au point d’oscu- 
lation et en conduisant l’axe des x par ce point et par le point d’intre- 
section (l’équation (5) prouve qu'il y aura toujours intresection des 
courbes), il faut qu’on ait entre les constantes des équations 


y+ 2Ary+ Be?+2Dx=0, 
y® + 2axy + ba? + 2dx =0, 
en méme temps les deux relations suivantes: 
(7%) B=b, D=d. 


IV. Allons plus loin. Si l’on veut que la corde commune 4 nos 
deux lignes du second ordre soit paralléle a l’axe des y, il faut que le 
terme affecté de y disparaisse de son équation générale, il faut qu’on ait: 
(8) A= a. 

Cette équation (3) devient alors: 


(B—b)x + 2(D—d) =0. 


Veut-on enfin que la droite indiquée par cette équation s’approche de 

plus en plus de la tangente pour finir 4 se confondre avec elle, c’est a 

dire avec l’axe des y, ce qui revient 4 exiger que les quatre points 

d’'intersection se réunissent en un point unique, il faut que le terme con- 

stant disparaisse, c’est & dire qu’on ait comme dans le numéro précédent 
D=d, 

la méme condition que nous avons obtenue dans le numéro précédent, 

comme il était facile & prévoir. On a donc, pour que nos deux courbes 

aient entre elles wn contact du troisiéme ordre, (un contact de quatre 

points) simultanément les deux conditions: 

(9) A=a, D=d. 

Tl résulte encore que, dans cette supposition, il n’y aura plus de point 

commun aux deux courbes. 
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Ces divers résultats me paraissent élégants en vertu de leur sym- 
métrie et de leur extréme simplicité, et pour cette méme raison, il est évident 
que les propriétés fondamentales de deux ou de plusieurs courbes, assu- 
jetties aux conditions que nous discutons, se déduiront sans aucun effort 
de la combinaison de leurs équations, en y introduisant les diverses réla- 
tions entre les constantes. 

V. Mais auparavant arrétons-nous un moment aux considérations 
sur lesquelles reposent nos développements. Toute théorie du contact et 
de losculation des divers ordres est fondée sur la supposition que deux 
ou plusieurs points d’intersection de deux courbes se réunissent en un seul, 
supposition qu'on peut se conscrire de plusieurs maniéres, mais que, 
selon moi, l’on ne peut pas éluder, ni méme remplacer par d’autres con- 
sidérations, qui en donnent une idée plus nette. 

Ce qui se présente d’abord pour exprimer analytiquement la coinci- 
dance de deux ou de plusieurs points d’intresection de deux courbes, 
c'est d’éliminer entre leurs équations l'une des variables. On obtiendra 
ainsi une équation en y ou x dont les racines se rapportent aux points 
communs aux deux courbes. Statuer sur la réalité ou limaginarité, sur 
Pégalité ou Vinegalité des ces racines, c’est assujettir les intersections a 
certaines conditions, indiquées par des équations entre les constantes. Si 
nous nous bornons a deux sections coniques, nous aurons en général une 
équation en x comme en y du quatrieme degré, dont les racines indi- 
queront les coordonnées de leurs intersections. Si l’on veut que les deux 
coniques se touchent simplement en un seul point, il faut que les équa- 
tions en question aient deux racines égales; veut-on qu'elles se touchent 
en deux points, il faut qu’on ait deux couples de racines égales; exige-t-on 
qu’elles aient un contact du second ordre, trois racines doivent étre égales, 
et comme la quatriéme seule ne pourra pas étre imaginaire, il y aura 
simulsanément intersection de nos courbes et cela a lieu sans aucune 
exception. Si lon demande enfin que les sections coniques aient entre 
elles un contact de l’ordre le plus élevé, il faut que les racines soient 
égales toutes les quatre, il n’y aura plus intersection. Mais le mode de 
discussion que je viens d'indiquer, a pour inconvéniant qu'une seule 
équation, par exemple en 2, laisse indéterminé, si & des racines égales 
répond ou un point unique, ou deux points situés sur une paralléle a 
l'axe des y. Tout en évitant cet inconvéniant, on peut traiter les équa- 
tions de deux sections coniques plus particuliérement encore par la géometrie 
analytique, et parvenir, comme notre tache était de le faire voir, au méme 
but d'une maniére en méme temps plus bréve. 

VI. Reprenons d’abord léquation générale de la corde, qui passe 
par les deux points d’intersection de deux lignes du second ordre 
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qui se touchent a Torigine des coordonnées, reprenons | équation 
suivante: 


(3) 2(A—a)y + (B—b)x + 2(D—d) =0. 


On remarque de suite que les angles que cette ligne droite forme avec 
les axes, ou bien avec la tangente au point ott les deux courbes se touchent, 
ne dépendent nullement des quantités D et d. On a done ce premier théo- 
réme: en faisant varier ces deux quantités ou l'une d’elles seulement 
dans les équations: 

y? + 2Ary + Ba? + 2Dzc=0, 

y? + 2axy + ba? + 2dzx =0,7 


les autres coefficients restant constants, les cordes, qui passent par les 
intersections des couples différentes de coniques ainsi déterminées, seront 
toutes paralléles entre elles. Si en particulier on veut que la seconde 
courbe soit un cercle, (en supposant pour un moment l’angle arbitraire 
des coordonnées égal a un angle droit) son équation sera de la forme: 
y? +2? —2dx=0; 

faire varier d, n’est donc autre chose que faire varier le rayon du cercle. 
Les cordes communes de ces divers cercles avec la section conique, qu’ils 
touchent au méme point seront donc aussi toutes paralléles entre elles. 

On peut déduire de ce théoreme la construction du cercle osculateur 
pour un certain point (M) dune section conique donnée. On n’a qua 
construire un cercle quelconque qui la touche au point donné (J), puis 
mener la corde commune et, paralléle a cette corde, par le point M une 
autre ligne droite, qui coupera la courbe dans un second point, qui sera 
en méme temps sur le cercle dont il s’agit et qui est donc facile a con- 
struire. Cette construction revient & une construction connue dans la 
synthese. — 

Il résulte encore de l’équation (3), qu’en faisant varier D et d de 
maniere que D — d reste constant (égal a zéro p. ex) la corde ne change 
nullement. 

Mais n’oublions pas de faire remarquer que la corde dont il s‘agit 
peut tres bien ne pas exister comme telle, mais on pourra alors con- 
struire une ligne droite exprimée par |’équation (3) qui jouira de toutes 
ses proprietés géométriques. C’est un cas analogue a celui des lignes, 
qu’on a nommées axes radicaux et s’explique aisément par le rabaissement 
du degré de léquation du lieu géométrique, qui contient les points 
d intersection. 

Ill. Occupons-nous maintenant plus particulitrement des courbes 
osculatrices. Si l’on nous donne une section conique et un certain point 
sur son périmétre, il y aura une infinité de courbes du méme degré, qui 
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aient avec elle dans ce méme point un contact du troisiéme ordre. Car 
Véquation de la courbe donnée (en la rapportant aux mémes axes que 
ci-dessus) étant: 

(10) y+ 2Axcy+ Ber+2Dxc=0, 

il y aura tant d’équations qu’on voudra, qui satisfassent aux conditions 
de ce degré d’osculation, mais toutes de la forme: 


(11) y+ 2Ary + Ba? + 2Dxe=0. 


B étant queleonque. Mais on voit en méme temps, que cette derniére 
équation, A et D étant donnés, ne pourra pas représenter toutes les 
especes des courbes du second degré. Dans cette équation par exemple 
(en supposant l’angle des coordonnées droit) l’équation du cercle n'est 
pas comprise, tant qu'on n’ait A=, mais cela revient a dire, qu'une 
section conique ne pourra pas avoir un contact du troisiéme ordre avec 
un cercle, au moins qu’on ne choisisse pour point d’osculation l'une des 
sommets des deux diamétres principaux. 

Si l’on ne demande qu’une osculation simple, l’équation de la courbe 
osculatrice sera: 
(12) y? + 2axy + Bo? + 2Dce=0, 
« et B étant arbitraires. Comme nous ne disposons, que du coéfficient 
de x, cette équation pourra représenter ou une parabole ou une ellipse 
et une hyperbole queleonque. Si pour des coordonnées rectangles, la 
quantité A de l’équation (10) est nulle, il est évident que le cercle oscu- 
lateur ne saurait avoir avec la courbe donnée au point déterminé qu'un 
contact du troisiéme ordre. Si nous faisons en méme temps dans I’équa- 
tion (12) 6 = B, Péquation 
(13) y+ 2exy+ Be? + 2De=0 
représentera une courbe osculatrice, rencontrant la courbe donnée dans 
un point, par lequel passe aussi l’axe des x; il y aura donc encore, 
« étant arbitraire, une infinité de pareilles courbes, mais ces courbes ne 
comprendront plus toute espéce des lignes du second ordre. — 

VIII. Soit 
(14) y? + 2ary + pu? + 204 =0 
l’équation d'une de nos courbes. Par les méthodes connues de la géometrie 
analytique, ou bien en différentiant successivement par rapport a x et y, 
nous aurons sur le champ: 
(15) ytaxr=0, 
(16) ay+ pr+d=0, 


les équations de deux diamétres, dont les conjugués sont paralléles aux 
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deux axes. Le centre de la courbe se trouvant sur chacune de ces deux 


lignes droites, nous en déduirons de suite les deux résultats suivants. 

1°. Les centres de toutes les sections coniques qui se touchent, s’ils 
ont en méme temps une corde commune a la tangente commune; les 
centres de toutes les coniques en particulier, qui ont entre elles un con- 
tact du troisieme ordre, sont situés en ligne droite, qui n'est autre chose 
que le diamétre méme d'une de ces courbes, passant par l’origine et 
donné par l’équation (15). 

2°. En éliminant la quantité « entre les équations des deux diamétres 
(15) et (16), on obtiendra un nouveau lieu géométrique, contenant le 
centre de la courbe. Son équation sera: 


2 
— + pr+d=0 
ou bien en réduisant 
y® — Ba? — dx = 0, 
équation d'une nouvelle conique dont deux diamétres conjugués sont les 
axes des coordonnées eux-mémes. 

Done: le lieu des centres de toutes les sections coniques qui se 
coupent et s’osculent aux deux mémes points, est une nouvelle section 
conique dont l’espece dépend uniquement du coéfficient 6 de léquation 
(14). Je ne m/arréterai pas @ discuter les divers cas particuliers. 

IX. En faveur de la géométrie pure M. Poncelet donne dans le 
huitiéme volume de ce méme recueil, de bien jolies constructions de 
problemes de géométrie. J’y trouve 4 la page 153 le probléme suivant 
qui se rapporte aux osculations des courbes du second degré et dont la 
construction est simplement indiquée. 

»Une section conique étant tracée sur un plan et deux points étant 
donnés arbitrairement sur ce plan, le premier sur le périmétre de la 
courbe et l’autre quelconque; déterminer tant de points qu’on voudra 
d'une autre section conique qui, passant par les deux points donnés, ait, 
au premier de ces points, un contact du troisiéme ordre avec Ja premiere, 
en ne faisant usage que de la régle seulement.“ 

Voyons si ce probleme se préte si difficilement aux méthodes de la 
géométrie analytique. Soit comme dans les numéros précédants 


(17) y’ + 2ary + Bx? + 20x=0 

Péquation dune conique et supposons deux lignes droites menées par 
Yorigine, c'est a dire par le point, ou la courbe est touchée par l’axe 
des y. On pourra alors représenter le systeme de ces deux dioites par 
une équation unique: 


(18) y? + (m+n) acy + mnz*? = 0. 
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En prenant la différence de cette équation et de l’équation (17), et en 
divisant ensuite par x, facteur commun, on aura: 


(19) (2a —(m+n))y + (B—mn)« + 25 =0 


léquation de la corde qui passe par les points o nos deux droites coupent 
la courbe pour la seconde fois. Si nous prenons a présent deux quel- 
conques des trois quantités «, 6, d constantes, en laissant la troisiéme 
arbitraire, l’équation (17) représentera une infinité de courbes; mais ces 
suppositions assujettissent en méme temps |’équation (19) a certaines con- 
ditions: 

1°. Si nous prenons « et & comme constants, toutes les droites 
représentées par l’équation (19) couperont l’axe des y en un méme point, 
donné par l’équation 

~—— 20 
1 ~ Fa—(m-Fn) 


2°. Si nous regardons au contraire les quantités B et d comme 

constantes, l’axe des x sera coupé au méme point, dont l’abscisse 
20 
7° ~ on 

3°. Enfin, « et 6 étant donnés, toutes les lignes droites en question 
seront paralleles. 

Le premier de ces trois cas conduit précisément a la construction 
de M. Poncelet du probleme cité, car interprétant ce résultat nous aurons 
le théoreme suivant: 

«Deux sections coniques ayant entre elles un contact du troisiéme 
ordre, si par le point d’osculation (O) on méne deux droites arbitraires 
OMR, OAQ, qui coupent lune des deux sections coniques aux points 
M et A, et lautre aux points R et Q, les lignes droites qui passent 
respectivement par M et A et par FR et Q, se couperont sur la tangente 
commune aux deux sections coniques.» 

L’une des deux sections coniques, un point A de l’autre et le point 
O étant donné, rien done de plus facile que de déterminer un nouveau 
point M de la seconde courbe situé sur une droite OMR, menée arbi- 
trairement par 0. 

Si les deux lignes droites OMR, OAQ se confondent en une seule, 
m devient égal a m et la corde représentée par l’équation (19) devient 
tangente a la courbe. On a done encore cet autre théoreme: «Une droite 
quelconque passante par le point d’osculation coupera en général une 
seconde fois chacune des courbes; les tangentes aux différentes courbes 
en ces points iront concourir toutes dans un méme point de la tangente 
commune.» 
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Si done au lieu du point A dans la question résolue on nous donne 
une tangente a la courbe demandée, on déterminera de suite le point de 
contact. On n’a qu’é mener du point ot la ligne droite donnée rencontre 
la tangente commune une nouvelle tangente & la courbe donnée qui la 
touchera en un point quelconque, que nous nommerons NV. Menons ON, 
cette ligne droite coupera la ligne droite donnée au point cherché. — 

D’aprés les numéros précédants toutes les sections coniques, données 
par l’équation 

y? + 2ary + Ba? + 20% =0 
en y regardant # et d comme invariables, et donnant successivement a « 
une valeur quelconque, se coupent et s’osculent dans les deux mémes 
points, axe des w étant conduit par le point d’intersection. Il résulte 
ainsi de la discussion du second cas cet autre théoreme: «Deux sections 
coniques ayant entre elles un contact du second ordre en O et se coupant 
au point P, si par le point d’osculation on méme deux droites arbitraires 
OAQ et ORM, qui coupent l'une des sections coniques aux points A 
et M, et lautre en @ et R, les lignes droites qui passent respectivement 
par A et M et par Q et R rencontreront au méme point la ligne droite 
OP, menée par le point dosculation et le point dintersection». II est 
évident que je ne parle de deux sections coniques seulement que pour 
rendre l’énoncé du théoreéme plus facile. On en déduira la construction 
dun probleme, analogue a celui de M. Poncelet, du probleme suivant: 

«Une section conique étant tracée sur un plan et trois points étant 
donnés arbitrairement sur ce plan, dont deux (O, P) sur le périmétre de 
la courbe et l'autre (A) queleonque, déterminer tant de points qu’on 
voudra d'une autre section conique, qui ait au point (QO) un contact du 
second ordre avec la premiére, qui la coupe en P et qui passe en méme 
temps par le point A pris arbitrairement, en ne faisant usage que de la 
regle seulement». 

Solution. Soit menée par le point O une ligne droite indéfinie 
passant par P, une autre OAQ passant par le point A et rencontrant la 
courbe en un point, que nous désignerons par Q, une troisiéme enfin 
ORM a volonté, qui coupera la courbe en un point quelconque (ZR). 
Soit menée RQ rencontrant OP en S, et AS rencontrant ORM en M, 
qui sera un point de la courbe cherchée. En variant la direction de la 
ligne droite ORM, on obtiendra tant de pareils points qu’on voudra. 
Comme dans le premier cas on peut supposer les deux lignes droites 
OAQ et OMR se confondre en une seule, et nous aurons le théoreme 
suivant: Deux ou plusieurs courbes du second ordre s’osculant entre 
elles et se coupant aux deux mémes points, si par le point d’osculation 
on mene arbitrairement une ligne droite, les tangentes aux différentes 





























Uber Pliickers wissenschaftlichen NachlaB. 395 


courbes dans les points ou elles sont rencontrées par cette ligne droite, 
iront concourir toutes en un méme point de la droite passant par les 
points O et P. — De ce théoreme on déduit d'une maniére tout-a-fait 
analogue a celle du cas précédant la construction du dernier probleme, 
en y remplacant parmi les données le point A par une ligne droite a 
toucher. 

J’observe encore qu’on peut regarder le théoréme sur lequel se fond 
la construction de M. Poncelet comme corollaire du premier théoreme 
plus général de ce second cas. Car dans ordre d’osculation plus élevé 
le point dintersection se confond avec celui de contact; la ligne droite, 
passant par ces deux points est donc remplacée par la tangente commune 
aux différentes courbes dans le point du contact. — 

Le dernier cas enfin, si nous rengardons « et 6 comme des constantes, 
se rapporte & des courbes, qui toutes semblables entre elles, ont en méme 
temps une tangente commune au méme point, cest a dire un simple 
contact. Dans ces suppositions donc, si l’on mene par le point de con- 
tact O un couple quelconque de lignes droites Og et Or, qui rencontrent 


les différentes courbes l'une aux points (, Q’, Q”,--- et Tautre aux points 
R, R’, R’,---, les cordes qui passent respectivement par Q et R, par 
Q et R’, par Q” et R’,---, seront toutes paralléles entre elles. — De 


méme seront paralléles toutes les tangentes aux différentes courbes dans 
les points ou chacune delle sera coupée par une méme ligne droite 
arbitraire, passant par le point O. — On saura apres ¢a construire le 
probleme suivant, analogue aux précédants avec la regle seule: «Etant 
tracée sur un plan une section conique quelconque, trouver tant de points 
qu'on voudra d'une autre section conique, semblable a la premitre, qui 
touche celle-ci dans un point donné et qui remplit en méme temps l'une 
des deux conditions, ou de passer par un point choisi arbitrairement sur 
son plan, ou de toucher une ligne droite queiconque située sur son plan. 

Je remarque seulement pour passer de suite a d'autres relations du 
contact, que dans ces différents probleémes, on pourra par nos théoremes 
au lieu de points construire des tangentes aux courbes cherchées. 

Cherchous maintenant quelles sont les conditions pour que plusieurs 
lignes du second ordre se touchent aux deux mémes points. Soient done 
comme dans les numéros précedents: 


ye + 2Acy + Bo? +2 Dx =0, 
y? + 2axy + ba? +2dx =0 


les équations de deux sections coniques qui, étant touchées par l’axe des 
y & Yorigine des coordonnées, ont entre elles dans ce point un contact 
simple. La direction de l’axe des x est quelconque. Eliminons de ces 











396 A. ScHornr.izs. 


équations le terme affecté de la premiére puissance de x et, pour y 
parvenir de la maniére la plus facile, retranchons ces deux équations 
lune de l'autre aprés avoir multiplié la premiére par d et la seconde 
pas D. L’équation 
(20) (d— D)y? + 2(Ad—aD)zxy + (Bd—bD)z? = 0 
qu'on obtiendra ainsi, représentera un nouveau lieu géométrique, contenant 
les points d'intersection des deux courbes, mais c’est en méme temps 
léquation d'un systeme de deux lignes droites, passant toutes les deux 
par lorigine. Ces lignes, si elles ne sont pas imaginaires, passeront donc 
respectivement par l’un et l’autre des points d’intersection de nos deux 
courbes, qui dans le cas d’exception, que je viens d’indiquer, n’existeront 
pas. Veut-on que les deux points d’intersection se confondent en un 
nouveau point de contact, il faut que l’équation (20) soit décomposable en 
deux équations identiques, et c’est la condition cherchée du double contact. 
Mais nous éviterons encore le calcul ainsi indiqué, tant facile quil soit, 
en prenant pour axe des 2, indéterminé jusqu’ici, la ligne droite passant 
par les deux points de contact, ce qui exige que l’équation (20) prenne 
la forme: 
y = 0, 
cest & dire qu’on ait en méme temps ces deux équations de condition 
entre les constantes: 
Ad—aD=0, Bd —bD=0, 
équations qui comportent une troisiéme: 
Ab—aB=0. 
Au lieu de ces trois équations on peut prendre les trois suivantes: 
d D d D b B 


. 2 a ae oS 
on encore: 


d 


4 _B_D 
a b 
Il y aura done une infinité de courbes du second ordre, données par 
léquation: 
y? + 2axy + Bx? + 20x =0 

qui aient entre elles un double contact aux deux mémes points, parceque 
nous n’aurons que deux équations de condition réellement différentes entre 
les trois coéfficients; mais parmi ces courbes il n’en pourra pas exister 
deux qui aient un quelconque de ces coéfficients égaux, ni «, ni f, nid, 
relation facile & interpréter. 

L’un des diamétres de la courbe est donné par |’équation: 


ay+ pr+d=0 
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ou bien en divisant par «: 


é 
yt fat lo. , 


Ce diamétre est done absolument le méme pour toutes les sections 
coniques, qui se touchent aux deux mémes points. En faisant succes- 


, 


sivement y= 0 dans l’équation de la courbe et du diamétre, on aura: 


a+ F2—0, z+5=0 


dod résulte’ que ce diamétre coupe la corde commune a toutes les sections 
coniques, en deux parties égales, ce qui revient & dire que son conjugué 
est paralléle a cette corde*). 

Ceci est suffisant pour faire voir la concordance des résultats développés 
avec de théoremes connus et en méme temps la facilité, avec laquelle 
ceux-ci s’en déduisent. 

X. Reprenons l’équation: 

(14) y? + 2axry+ Ba? + 20x =—0 

que nous supposons représenter une infinité de sections coniques, se 
touchant toutes entre elles aux deux mémes points, a Vorigine (0) et 
dans un second point (P) de l’axe des x, déterminé par |’équation: 


20 

= — Bi 
mais d’abord nous regarderons |’équation (14) comme ne désignant qu'une 
seule de ces courbes. — Les équations de deux lignes droites arbitraires, 


passant l'une par l’origine (QO) et l'autre par le second point de contact, 
par P, seront done de la forme: 


r+my=c, 


P 20 
e+myta—O 
ou 


Bu + Bm'y + 20=0, 
*) En supposant connu ce résultat on aura pu choisir pour équations des deux 
sections coniques les équations suivantes: 
A*y?+ B*x? = A?B?’, A,*y*? + B,?(a@— 2’) = A,*B,?, 
d’ou lou aurait déduit en suivant une marche semblable: 
' 
a” 
(a’’ étant l’abscisse des points du contact), pour condition du double contact. Mais 
en partant de ces équations, la discussion du numéro suivant ne gagnerait rien en 
breveté et perdrait en symmétrie. Et, étant permis sans donte, de choisir les axes 
des coordonnées 4 volonté, il me semble cependant qu'une démonstration gagne en 
élégance si le calcul méme nous détermine & ce choix. 


X ”” ’ 
“i —«), 
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m et m’ étant indéterminés et variables d’une droite 4 une autre. En 
multipliant ces deux équations entre elles et ordonnant ensuite, on aura: 


mm’ By? + (m+ m’) pay + Ba? + 2dmy + 20a =0 
équation qui représente le systeme de nos deux lignes droites. En 
retranchant cette équation de l’équation de la courbe, on aura un lieu 
géométrique, contenant les points, ot celle-ci est coupée par les lignes 
droites; on aura ainsi: 


(mm’ B—1)y? + [(m+ m’) B — 2alay + 2dmy = 0, 


équation qui indique deux lignes droites, données séparément par les 
deux équations: 
g=%, 
(mm’ B—1)y + (m+ m’)B—2a)x + 20m = 0. 


La premiére n’est autre chose que l’axe des x lui méme, la seconde doit 
par conséquent passer par les points ot les droites menées arbitrairement 
par O et P rencontreront la courbe pour la seconde fois. Le point 
dintersection de cette droite avec l’axe des x est donné par |’équation 


suivante: 
20m 


(m+ m’) B — 2a 


qu’on peut mettre encore sous cette autre forme: 


t= — 


0 
2m — 





¢= — shinai — 


‘ 5a aie Pp 
(m + m’) ig 2 
o 


Mais d’aprés nos suppositions dans les différentes sections coniques que 


nous regardons, - et Fr sont de rapports constants, done aussi la valeur 
de x restera la méme. D’ov résulte le théoreme suivant: 

Si deux ou plusieurs sections coniques situées sur un méme plan se 
touchent aux deux mémes points O et P, si ensuite par ces points on 
mene arbitrairement deux lignes droites Og et Pr dont l'une coupe les 
différentes courbes pour la seconde fois en Q, Q’, Q”,---, de méme que 
lautre les rencontre de nouveau en R, Iv’, I’’,---; les lignes droites, 
menées respectivement par Q et FR, par Q et KR’, par Q” et FR” et ainsi 
de suite, iront concourir toutes en un méme point (S) de la ligne droite 
passant par les deux points de contact. 

Si Og et Pr passent par un méme point d’une des courbes, une 
tangente a cette courbe se rangera parmi les cordes, concourant au 
méme point S. 

On pourra done résoudre avec la régle seule le probléme suivant 
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analogue aux précédents: «Une section conique étant tracée sur un plan 
et deux points O et P étant donnés sur son périmétre, déterminer tant 
de points qu’on voudra d’une autre section conique qui touche la premiére 
aux deux points O et P et qui passe en méme temps par un point donné». 

Solution. Soit @’ le point donné, soit menée OQ’ passant par Q’ 
et coupant la courbe donnée en Q, soit menée arbitrairement PR coupant 
la courbe en Ff. Soient menées OP et RQ, qui se rencontreront dans 
un point, que nous désignerons par S, soit menée enfin SQ’. Liinter- 
section de SQ avec PR donnera le point cherché. 

On peut remplacer dans ce probleme le point donné par lequel doit 
passer la section conique, par une ligne droite qui doit la toucher. Dans 
ce cas on déterminera facilement le point de contact de la ligne droite 
donnée et la courbe a construire. — 

Rien n’empéche de substituer 4 la premiére des lignes du second 
ordre qui ont entre elles un double contact, un systeme de deux lignes 
droites, ce qui donne d'autres théorémes qui au premier abord ne paraissent 
pas en rapport avec le théoréme enoncé dans ce numéro. Je ne ferai que 
citer les deux suivants: 

Quatre points, O, P, Q, R étant pris arbitrairement sur le périmétre 
dune section conique, et se succédant dans un ordre quelconque, les trois 
points (S, Q’, R’) ot se rencontrent respectivement OP et RQ, OQ et 
la tangente en P, Pt et la tangente en O, seront situés en ligne droite. 

Un triangle quelconque étant inscrit dans une section conique, les 
trois points d’intersection des cdtés de ce triangle suffisamment prolongés 
avec les tangentes aux sommets opposés, se trouveront situés en ligne 
droite. 

J’observerai en passant que le théoréme qui fournit la construction 
du probléme cité de M. Poncelet peut encore immédiatement se déduire 
du théoréme général de ce numéro. Car en faisant coincider les deux 
points de contact simple en un seul point de contact de l’ordre le plus 
élevé, les deux lignes droites menées arbitrairement par ces point partiront 
d’un point unique, et la ligne droite passant par les mémes points deviendra 
tangente. 

XII. Pour faire mieux encore apprécier que le contact de deux 
courbes n’est en dernier lieu que la réunion de deux ou plusieurs points 
en un’ seul, reprenons les équations générales de deux courbes du 
second degré: 


y+ 2Ary+ Ba? + 2Cy+2Dxe+ E=0, 
y? + 2axy + ba? +2cy +2dx +e =0. 


Si nous supposons que les deux courbes se coupent et que l’axe des x 
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passe par deux quelconques de ces points et l’axe des y par les deux 
autres, il faut évidemment que ces deux équations se laissent combiner 
de maniére que |’équation résultante représente le systeme des deux axes 
eux mémes, donné par |’équation: 

ry =0 
ce qui exige qu'on ait en méme temps: 

B=+b, C=+ce, D=+d, E=+e. 

L’équation 
(26) y? + 2axvy + Bar? + 2yy+ 2dx+e=0 
dans laquelle, en regardant B, y, 6, ¢ comme invariables, on donne suc- 
cessivement a « de valeurs quelconques, tant positives que négatives, 
représentera donc toutes les sections coniques, passant par les quatre 
mémes points. 

L’analogie de ces résultats avec les précédents est évidente, je 
n’insisterai plus a la développer, et comme il n’est pas non plus mon 
objet de discuter la derniére équation comme les précedantes je me con- 
tenterai de donner un seul exemple pour faire voir l’uniformité du mode 
de discussion. Les équations de deux diamétres de la courbe représentée 
par l’équation (26) seront: 

y¥taxr+y=I, 
ay+ pa+d=0. 


En prenant de la premiére de ces équations la valeur de « pour la 
substituer dans l'autre, on aura l’équation du lieu des centres de toutes 
ces sections coniques, passant par les quatre méme points; on aura en 
réduisant l’équation suivante: 

y* — Bx? + py — dx =0, 
équation d’une nouvelle section conique, dont deux diamétres conjugués 
seront les axes des coordonnées eux mémes. 


II. Uber Pliickers Ideen zur Mechanik starrer Kérper. 


Pliickers mechanische Ideen sind bekanntlich in unfertigem Zustand 
auf uns gelangt; wie bereits Herr F. Klein*) im Anschlu8 an seine Heraus- 
gabe von Pliickers Liniengeometrie ausfiihrte, ermangeln sie der Klarheit 
und Prizision. In meiner Ausgabe der Pliickerschen Abhandlungen habe 
ich mich dahin geiiuBert**), daB es sich um geometrische Formulierungen 
handelt, die an sich korrekt sind, denen jedoch — und zwar wegen der 


*) Math. Ann. Bd. 4, S. 403. 
**) Vgl. die Anmerkungen zu Bd. I, S. 615. 
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undualistischen Beschaffenheit der Materie — die praktische Anwendbar- 
keit abgeht. Demgegeniiber hat Herr Timerding*) in den Pliickerschen 
Ideen einen Fehler zu finden gemeint. Seine Darlegungen seien richtig 
fir infinitesimale Drehungen, aber nicht fiir endliche, und dies hervor- 
zuheben, habe Pliicker unterlassen. Damit aber wiirden die simtlichen 
Entwickelungen Pliickers in sich zusammenfallen, denn sie beziehen sich 
insgesamt auf endliche ,,Drehungen“. 
Ich rekapituliere kurz den Sachverhalt**). Zwei Punkte (x,y,z) und 
(x’, y’, 2) bestimmen bekanntlich eine Kraft, deren Koordinaten die sechs 
GréBen 
X=2x2-—2, Y=y-y, Z=2—2, 
L=y2—z2y, M=22—22, N=2y — yr’ 
sind, die eine Intensitét P und ein vom Anfangspunkt abhiingiges Moment 
R hat, und zwar ist 


P?=X*4 947% R= L*+ M?+ NY 


Dies dualisiert Pliicker so, daB er, wenn (f, wu, v) und (¢’, w’, v') zwei 
Ebenen sind, die sechs Gréfen 


X=—t—t?’, Y=u-w, B=v-vr, 
Q=u’—ov, M=ovt'’—t’, N=tw — ut’ 


als Koordinaten einer ,,Kraft“ definiert, die er als ,,Rotationskraft“ oder 
zunichst als ,,Rotation“ einfiihrt***), und der er ebenfalls eine Jntensitat B 
und ein Moment ® beilegt, und zwar ist 
B? = X7 + Y? + BY, R2 — L2 4+ MZ + Ne. 

Hier ist sowohl Intensitiit, wie auch Moment vom Koordinatenanfangspunkt 
abhiingig; Ebenenpaare, die die niimlichen Werte von $$ und t bestim- 
men, schlieBen nicht denselben Winkel ein. Dessen ist sich aber auch 
Pliicker bewuBt gewesen; er sagt selbst, daB er hier einen Begriff ein- 
fiihrt, der einen der gewéhnlichen Bedeutung nicht entsprechenden Inhalt 
hat+). Insbesondere heiB®t es an einer Stelle des Nachlasses: ,,Hier ver- 
lassen wir die gebriiuchliche Definition der GréBe einer Rotation, die man 
durch den beschriebenen Rotationswinkel zu bestimmen pflegt. Unsere 


*) Encycl. d. math. Wiss. Bd. IV 1, Heft 2, S. 168. 

**) Vgl. hierzu besonders die Fundamental views regarding Mechanics, S. 546 ff. 
der Ges, Abhandl. Bd. I. 

*) In dem Begriff Rotationskraft, der gleichwertig mit Rotation auftritt, liegt 
nichts weiter, als eine formale metaphysische Wendung vor; wo eine Bewegung ist, 
substituieren wir eine ,,Kraft, deren MaB eben die Bewegung ist. Vgl. z. B. Neue 
Geometrie des Raumes, 8. 24. 

+) Vgl. S. 556 der Ges. math. Abhandl. Bad. I. 
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Bestimmung der RotationsgréBe ist von der Annahme des Anfangspunktes 
der Koordinaten abhingig...“. Diese Worte lassen iiber den Sinn der 
Pliickerschen Begriffe keinen Zweifel; sie beweisen jedenfalls, daB er von 
dem Vorwurf, den Herr Timerding gegen ihn erhebt, freizusprechen ist. 

Diese Worte haben mich aber auch in meiner oben mitgeteilten Auf- 
fassung bestiirkt. Pliicker beschiiftigt sich — von ganz wenigen vor- 
laufigen Andeutungen abgesehen — nur mit der Statik. Die Statik ist 
aber eine wesentlich geometrische Wissenschaft, deren Richtigkeit von der 
logischen Widerspruchslosigkeit der Begriffe abhaingt, mit denen sie operiert. 
Diesem Umstand ist Pliicker vollstiindig und in bewubter Weise gerecht 
geworden*). Er zeigt, da® sich auf die von ihm definitionsweise ein- 
gefiihrten Rotationskrifte die Regeln der Zusammensetzung iibertragen 
lassen, die fiir gewéhnliche Kriafte gelten. Er tut dies genau so, wie wir es 
heute machen wiirden, seine Darstellung kommt inhaltlich darauf hinaus, 
daB er — modern zu reden — gewisse Grundregeln des Operierens mit Ro- 
tationen axiomatisch postuliert, dies als erlaubt nachweist und auf sie die all- 
gemeinen Fille zuriickfiihrt**). Damit ist aber die Hauptsache geleistet, 
und die Dualisierung der ganzen Lehre von den Kraftkomplexen formal ge- 
sichert. Ansiitze fiir die weitere Ausfiihrung hiervon sind im NachlaB enthalten. 

Ganz anders liegt die Frage, inwieweit die Pliickerschen Ideen eine 
mechanische Tragweite beanspruchen kénnen. Hier kann unser Urteil nur 
negativ ausfallen. Ich begniige mich mit dem Hinweis, daB die Ein- 
fiihrung der Rotationskraft selbst mit formalem Erfolg nur da vorgenom- 
men werden kann, wo die resultierenden Krifte Null sind. Sie versagt, 
wo deren wirkliche Werte in Frage stehen, und zwar eben deshalb, weil 
sie nicht, wie die Kinzelkraft, einem objektiven Begriff entsprechen, 
sondern eine vom Koordinatenanfang abhingige subjektive RechnungsgriBe 
darstellen. Der innere Grund ist der, daB die Materie nicht dualistisch 
beschaffen ist. Es scheint mir aber kaum zweifelhaft, dab Pliicker selber 
zu dieser Erkenntnis vorgedrungen sein wiirde, sobald er angefangen hiitte, 
die eigentliche Dynamik in den Bereich eingehenderer Betrachtung zu ziehen. 


111. Uber Pliickers Untersuchung der Wellenfliche zweiaxiger 
Krystalle. 


In § 19 von Nr. 17 der Gesammelten physikalischen Abhandlungen 
ist eine Fortsetzung der dort mitgeteilten Untersuchungen iiber das 
optische und magnetische Verhalten der Krystalle angekiindigt. Hierfiir 


*) Man vgl. auch die Worte: But force may be regarded as a merely geome- 
trical notion; Ges. math. Abhandl. S. 539. 
**) Vgl. besonders Bd. I, 8. 560ff. der Ges. Abhandlungen. 
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findet sich im Nachlasse ein unvollendetes Manuskript vor, das, ebenso 
wie die erwihnte Arbeit, aus dem Jahr 1850 stammt. Der § 1 dieser 
Abhandlung ist vollstindig und ist betitelt: ,,Discussion nouvelle de la 
forme générale des ondes lumineuses“. Es wird darin die Gleichung des 
Fresnelschen und Index-Ellipsoids, sowie der Strahlen- und Normalen- 
fliche in Bipolarkoordinaten aufgestellt*) (bezogen auf die Strahlen- 
achsen resp. die optischen Achsen) und daran eine neue Konstruktion der 
Strahlenfliche gekniipft. Es folgt der Versuch, das magnetische Verhalten 
der Krystalle und dessen von Pliicker damals noch vorausgesetzten Zu- 
sammenhang mit den optischen Eigenschaften gemi8 einem schon in § 18 
der Abh. Nr. 17 angedeuteten Gedanken theoretisch zu begriinden. (Vergl. 
die Anmerkungen des Herausgebers zu Nr. 2, 13 und 17 der Ges. physikal. 
Abhandlungen). 


Kénigsberg, im Juli 1903. 


*) Vgl. auch Pliickers aus dem Jahr 1838 stammende Arbeit tiber die Wellen- 
fliche, Ges. Abhandl. Bd. I, 8. 339 und besonders 8. 376. 
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Uber die Existenz der Grundlésung bei einer linearen partiellen 
Differentialgleichung der 2. Ordnung von elliptischem Typus. 


Von 


Ertk HoumGren in Upsala. 


In der Theorie der Differentialgleichung 
Az 2 - 
(1) De) = Sat fa— 4 —b 5 — cz -0 
spielt die sogenannte Grundlésung eine wichtige Rolle.*) 

Diese ist in folgender Weise definiert. Es seien (&, 1), (a, y) Punkte in 
dem Gebiete wo die Koeffizienten a(z, y), b(x, y), ¢(x, y) definiert sind, es 
sei » der Abstand zwischen-(€, 7) und (x,y). Die Grundlésung von (1) 
ist von der Form 


u(x, y, &, 9) log r + v(, y, &, 0), 


u(é, n, §,) =1, 
wo uw und v stetige Funktionen von «, y, &, 9 sind. 

Bei der Voraussetzung, daB a, b, ¢ analytische Funktionen sind, hat 
Prof. Hilbert eine sehr einfache Methode gegeben (Vorlesung 8. 8. 1901; 
siehe Hedrick, Diss. Géttingen 1901), die Existenz von solchen Liésungen 
nachzuweisen. (Die Funktionen uw und v sind dann analytische Funktionen 
von 2, y, §, 9-) 

In dem vorliegenden Aufsatze soll eine Methode entwickelt werden 
um die Existenz der Grundlésung bei (1) unter denselben Voraussetzungen 
darzulegen**), die sich auch auf den Fall von drei Verinderlichen aus- 


*) Siehe Encyklopiidie der Math. Wiss. Bd. 2, p. 515. Mehrere Siitze iiber das 
Verhalten der Integrale in der Umgebung von isolierten singulairen Stellen, die bei 
der Potentialgleichung gelten, kénnen leicht auf (1) ausgedehnt werden, nachdem die 
Existenz der Grundlésung nachgewiesen ist (z. B. das Theorem von Laurent). 

**) Die Methode ist ganz analog mit der, die Picard angewandt hat um den 
analytischen Charakter der Lisungen bei (1) nachzuweisen. 

In einer nach dem Einreichen dieses Aufsatzes erschienenen Note (Comptes 
rendus, 2. Juni, 1903) wendet Picard die Hilbertsche Methode an (im Falle = 7 =0), 


um zu zeigen, daB immer Liésungen der Form v(a, y) log + = as /* Y) wo 





a«, B beliebige Konstanten sind, bei (1) existieren (fiir «—fB—=—0 geht die Grund- 
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dehnen laBt*) (d. h. auf die Gleichungen 


atu Cru Ou 


cat 5 yt + 5 oe tage + Oo + 0 Se 7 + du = 0). 


Wir setzen in (1) 
(2) z=ulogr+v, 


und bekommen 
, rr ou Ou , 
(3) D(w) log r + s[2((e—8)55 + Y—n) 5) — (a8) + 6—n)u)] 
+ D(v) =0. 


Wir wollen jetzt wu als eine Lésung von D(u) = 0 bestimmen, die so 
beschaffen ist, daB 


3 [2 ((@—8 SS + y—n) &*) — (ae—8) + 0-0) ) ] = Fe, 9) 


eine regulire analytische Funktion von 2, y, &, 7 ist. 
Wird dann v aus der Gleichung 


D(v) + f(#, y) = 
bestimmt, so stellt «log + v eine Grundlésung dar. 
Zu diesem Zwecke fiihren wir Polarkoordinaten ein durch die Formeln 


x«—&=rcos8, y—yn=rsin 6. 
Nach Multiplikation mit 7? geht dann D(w) = 0 iiber in 


ou 2 0°t 


(4) nat ae a — ar (roo 8 — sin 6S) 


+ br (r sin 0 2 ne + cos 6 S*) + cru. 


Fir f(x,y) bekommen wir den pe 
(5) f(@,y) = a [2 5 2. (a cos 8+5 sin 6) u|- 


Wir benutzen jetzt den folgenden Hiilfssatz**): 
Hine reelle Potenzreihe f(z, y) von (w—&) und (y—y»), welche konver- 
giert, wenn |7—§|, |y—7| < F ist, kann in der Form 


lésung hervor), ein Resultat welches er, wie er bemerkt, in den Comptes rendus, 1891 
ausgesprochen hatte. (Diese Lésung kann offenbar linear in der Grundlésung und 
ihren Ableitungen erster Ordnung nach € und 7 dargestellt werden). Er erwihnt 
daselbst daB seine friihere nicht mitgeteilte Beweismethode von Entwickelungen in 
trigonometrischen Reihen Gebrauch machte. 

*) Diese Ausdehnung ist im ,,Arkiv for matematik, astronomi och fysik‘t Band I, 
(herausgegeben von der Academie der Wiss. in Stockholm) ausgefiihrt worden. 

**) Siehe z. B. Paraf, Thése, Paris 1892, p. 73. 
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(A) fe,y) = > rP, 
v=0 
geschrieben werden, wo 
P= (a\” cos vO + * sin v6) + (a\” cos (v—2)0 + oe. sin (v—2) 0) de, 


Dabei konvergiert die Reihe 


ao 


(4’) > (Pl, 


v=0 
wo 


(6) [P.]=|o?| + 
wenn ¢ < R. 
Umgekehrt stellt eine Reihe von der Form (A), wenn die zugehirige 


Reihe (6) konvergent ist, eine reguliire analytische Funktion von 2, y in 
der Umgebung von «= £, y=, dar, wenigstens wenn 





() 
b, 





(y) | | z(v) | 
+ @,_2|+|5_, _eee 





R R 
a—8/<F, |y—nl<. 


Wir werden versuchen die Funktion w in der Form (A) zu bestimmen. 
Zu diesem Zwecke nehmen wir an 

(7) u=1+ 4,(6)r+ @(A)r?+---+a,(0)r"4+--- 

wo 


(7’) «,(0) = 7" cos nd + 0 sin 28+ ¥) cos (n—2)0 +8” 


» -98in(m—2) 0+... 
Durch Einsetzung in (4) bekommen wir das folgende System von 
Differentialgleichungen fiir «, (6): 
. ad? ce, 
fiir n= 1 gn + % = 9, 
fiir n = 2,3,--- 


Be, 3 : d oe 
aor +a, = (a), ((n— 1) cos Oa, _, —sin@ —e *) 


f M4 da, _ 
+ (a) ((n—2) cos Oa, _.—sin 0 * ) 
+ (@),_2 (cos 6a, — sin 0 a) 
” % 3s da, _, 
+ (b), ((n —1)sin 6a,_,+ 086 —— ) 


; : 
+ (0), ((w —2)sinOa,_,+ cos 0 “=*) 


+ (b),2 (sin Oc, + cos 6 *:) 
\ + (€)o@,_9+(€),@,_s+°:-+(0,_2; 
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wo die Bezeichnung (q),, fiir den Koeffizient von 7” in der Entwicklung 
von einer Funktion m nach Potenzen von 7 angewandt wird (diese Be- 
zeichnung wird iiberall in der Folge gebraucht). Wir machen die Voraus- 
setzung, daB die Koeffizienten a, b, ¢ in dieser Weise entwickelt werden 
kénnen (vgl. p. 410). 

Die Funktionen «,,(@) miissen die Bedingung erfiillen, daB f(z, y) 
reguliir wird, d. h. von der Form (A). 

Man findet leicht, dab 


(9) | f(z, 9) =>? Qa-a0"-3 
n=1 


wo 
(9) Q, »=2na,,(0)—{(acos#+bdsin#),«,_,(0)+(acosd+bdsin§), «,_.(0)+- 
--+(acos0+bdsin6),_,}- 
Nehmen wir an — was spiiter gezeigt werden wird — daB 
(0), +++, (0) 
von der Form (7’) sind, so finden wir leicht da’ Q,_, auch von dieser 
Form ist d. h. 


(10) Q,_, =p"? cos nd +g » sinnO+p— . cos (n—2)0 + q",” sin (n—2)0 +--+ 


P,, ra— a= 


Die rechte Seite in (9’) kann nimlich offenbar als eine Summe von 
Gliedern der Form 


4. a (i—2r) 0 28 (n — (i +1) — 28) 0 


sin (9) sin 
geschrieben werden und ein solches Glied lat sich in die Gestalt (10) 
umformen, wie man durch Anwendung der Formel 


cos a cos b = > [cos (a+b) + cos (a—b)| 


und den analogen fiir cosa sinb, sina sin} findet. Man sieht leicht, 
daB die Koeffizienten von cos »@, sinn@ in Q,_,. ad. h. p-*, g@-® nur 
von den Koeffizienten von sinus und cosinus der héchsten Multipeln von 6 
in «, (0), @(0),-++,0,(@) abhiingen, d. h. von y™, 0™ (m=1,2,--+,m). Sie 
sind durch die folgenden Ausdriicke gegeben 


a—? rs n 1 n— n -2 

po = an — 4 [2 (Air BSE?) + (WP HPAP 
—(v + a) 9-9 
(oy) +m”) O°”) 


or " (ue? - os )) yg — (vo 94 5- *») a) 


g3= n—-?% 


¢ (n—1) (n—1) 
+2(u,_y oa OE |, 
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q*-® —_—— he i < [2 (1, ae 4p Uy? (a )+ (w+ at) ye 2) 
+ (4 — 9%) 3%") 
Bono (oe (n— - rs i 7 y + ati 2) vy” 4 6\”) 
+2 ai aa 7”) ‘ (0° =», =v, =0, y= 1) : 
wo die w und v durch die Entwicklungen 
a(x, Y) = ty + (ul? cos 0 + vi sin 0)r + (uP) cos 20 + v@ sin 20 + wr? + 
b(x, y¥) = ty + (u® cos 4+ v sin 6)r + (ul) cos 20 + v2 sin 20 + w)r? +--- 


definiert sind. 
Die Bedingung dafiir daB f(z, y) regulir ist, d. h. die Form (A) hat, 
ist nach dem Hiilfssatze die, daB 


pe-9 = ge-9 = 0 (w=1,2,8,--). 


Also miissen wir haben 


. se 
()_ (i)__ 
mn . ? 0; = ; ? 


(n) __ (a—1) 3! 1) Q) yp n— 2) 
Yn Bn = {2 (wor 1 — MH, _ 1 )+ ((u; _, ae 2 


— (v4 a”) a 2) +. 
te 1 — OR + my) 8) 
(11) pert: ~~ sf 1')}> 
Bm 5 {2H I + Myr) + (OP + HO) 2 
+(e — 0) a Py +e 
+ (0%; ee he DY) 7 + (HS 2) — 9”) 6{”) 
HOS) 
n= 2,3,-- 





Durch (11) werden somit die Koeffizienten y”, 0 fiir sinus und 
cosinus der héchsten Multipeln von @ in «,(0) eindeutig bestimmt. 

Wir werden jetzt sehen daB das System (8), die Funktionen a, (6) 
volistindig und eindeutig bestimmt, wenn wir y) und 6 (n=1,2,3,---) 
die durch (11) bestimmten Werte geben. 

Wir bemerken zuerst daB die allgemeine Lésung der Differential- 
gleichung 








ad 
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au-1 


(B) a s+ ne -> (C, cos pO + D, sin pA) 
p=0 
durch die Formel 
n—1 
(C) «= Ecosnd + Fsinnd + S'( Cs 4D gee, ), 
p=0 


wo E und F beliebige Konstanten sind, gegeben ist. 
Mit dieser Formel bestimmen wir mit Bezugnahme von (11) jetat 
successive die Funktionen 


(8), o,(), ++, 4,(8). 
«, (0) = . (Uy cos O+ fy sin 4). 
a,(@) ist durch die Gleichung 


Tay 


. d ; 
“gor + 27a = (a) (cos 6a, —sin 0 96) 


Wir finden 


+ (b), (sin 6a, + cos 0 SR) 
+ (6) 


bestimmt. Wie man leicht sieht, reduziert sich die rechte Seite auf eine 
Konstante. Nach (C) bekommen wir dann, da E = yf), F = 62 


a (0) = y? cos 26 + 62) sin 26 + y®. 
Wir bestimmen jetzt «,(@) usw. Allgemein bekommen wir 
«, (0) =» cosn0 +d” sinnd+ 7, cos(n—2)0+0™, sin (n—2)0+--- 


Nehmen wir in der Tat an, daB @,(0), a, (0),---,@,_,(0@) von dieser 
Form sind, so zeigt man analog wie 8. 407, daB die rechte Seite in der 
Differentialgleichung fiir «,(@) von der Form ist 


r , cos(n—2)0+A™, sin(n—2)0+T™ , cos (n—4)0 
+4” , Sin (n—4)0+-- 


Die endlichen Fourierentwicklungen der verschiedenen Glieder, 


(@);_4 | mi) cos Oa,,_; — sin 0 “a 





(b),_ 5 | i) sin 0a, _; + cos a @ a 5: | 


sind naémlich von dieser Form (weil die Koeffizienten von cos v0, sin n@ 
gleich Null sind). 
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Nach (C) finden wir also den angegebenen Ausdruck fiir «,(@) da 
E=y”, F = 6% sein miissen. 

Die formelle Bestimmung der Reihe (7) ist also ausgefiihrt. Wir 
gehen jetzt zu der Konvergenzuntersuchung iiber. 

Der Kiirze wegen nehmen wir dabei an dab a(x, y) = b(x, y) = 0. 
Der Koeffizient c(x, y) sei in der Umgebung von Origo in einer gewéhn- 
lichen Potenzreihe entwickelbar, welche konvergiert, wenn |« <a, y <a. 
Nach dem Hiilfssatze 8.405 kénnen wir dann diese Funktion in der Um- 
gebung eines Punktes &, 7 in der Form entwickeln 


e(x, y) = (Cp + (6% + (Car? ++ °- 
(12) = 6, + (of cos 8+ of sin A)r 
+ (6 cos 20 + ef) sin 20+ of))r?---, 


wo die Koeffizienten gewénliche Potenzreihen von £, 7 sind. Diese Reihe 
konvergiert unabhingig von &, y wenn |&', 4 <0, r< R, vorausgesetzt, 
daB 9+ R<a. Nach dem Hiilfssatze 8. 405 ist dann die Reihe 
(13) [(e)o] + LO) JR’ + [| R?+ --- 
konvergent, wenn R’< R und dies, wie man leicht sieht — wenn man 
sich erinnert wie der Ubergang von der Potenzreihe fiir ¢(x,y) in der 
Entwickelung (12) ausgefiihrt wird — nach elementaren Eigenschaften der 
Potenzreihen, unabhingig von der Lage von &, y (reell oder komplex) in 
dem Gebiete |&|,|4|< 0. Es sei die obere Grenze von (13), wenn &, 7 
in diesem Gebiete variiert, M. 

Die Koeffizienten «,(@) in (7) werden nach (8) successive aus den 
Gleichungen 

2 
Mea, 8 i 
de? +m ~~ (C)o @,_3 + (); Gig tes t+ (Cas 
(n= 2,3,4,---) 


bestimmt. Nach (11) ist py) = 6 = 0 (und also a, = 0). 

Um die Koeffizienten «,(@) zu schitzen, machen wir zuerst einige 
vorbereitende Bemerkungen. 

Wenn Ci) DG die Koeffizienten von sin p@, cos p@ in der Fourier- 
entwickelung der rechten Seite von (14) bezeichnen, so haben wir 
nach (C) 


(14) 


n—2 

(15) [el < gga Dy ($1 + | DPD. 
p=0 

Weiter ist : 
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[ied < Od fen_J*) <4 [ei 
Durch ee dieser Formeln bekommen wir successive nach (13) 
lal<gee (al<gi <a9 (@ +e): 
lul<z- “ar ta) <ta (ca ~ tag "s)s 


[© ty + (€)yets + (¢)s] << t ( + aa 


0) < EE Ft) + FE) - AEE 
<Te (4 Po bho oh) 





[nea + ae + aes + Oil < (Fe +H) (ae + es) 
[ae] < 575 { a : (i 2 +a) (a +8) TR 7 (aaty)(s+x)} 


“¢ (erty) (Gs na tH) Geta) 


und allgemein 


l« I<sielieets Vena te) (sta) +R i) 


Man findet jetzt leicht, daB die Reihe 


> [el 
n=0 
konvergiert, wenn 7 << R’. 


Die Reihe u(z, y) -> «,(0)r" konvergiert also (unabhiingig von &, », 

n=0 
welche reelle oder komplexe Werte, deren absoluten Betrage kleiner als 9 
sind, annehmen diirfen) wenn 7 < R, also in demselben Gebiete wie die 
Reihe (12)**). Wenn man die Veskiialn 2, y statt r, 6 einfiihrt, so sieht 


* Diese erste Ungleichung folgt leicht, wenn man sich der Formel 
cos m@ cos nO = = [cos (m—- )@ + cos (m—n)6] 


und der analogen fiir cos m@ sinm@ und sin m@ sin n@ bedient. 

**) Wenn man auf das Erhalten des griStméglichen Konvergenzgebiets ver- 
zichtet, so kann der Konvergenzbeweis offenbar einfacher gefiihrt werden. Ohne eine 
Beschrinkung zu machen, kann man annehmen daB R > 1; denn durch die Trans- 
formation #--&=(a —é)a, y—n=(y’—yn)a@, wo « eine geniigend klein zu 
nehmende Konstante ist, kann dieses immer erreicht werden. Ist G die griBte der 
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man (nach dem Hiilfssatze §.405 und dem WeierstraBschen Doppelreihen- 
satz) daB u(x, y) eine eindeutige analytische Funktion von z, y, &, 1 ist, 
wenn |&|, |47|< 0, |j~—&| <2, ly—n| <2. Ist z. B. c(x, y) eine ganze 
transcendente Funktion, so wird u(x, y, &, 4) eime ganze transcendente 
Funktion von 2, y, & 7. 

Nachdem so u(x,y) bestimmt ist, geschieht die Bestimmung von 
v(z,y) aus der Gleichung D(v)+ f(a, y)=0 nach derselben Methode. 
Die Konstanten y, 6” sind beliebig zu nehmen, nur muf die Reihe 


> (| + |d™)|)R" konvergieren. Ist c(x,y) eine ganze transcendente 


Funktion so kann v(%,y,&,) als eine solche (von x, y,&, 4) bestimmt 
werden. 


Zahlen M, die zu den Funktionen a, 6, ¢ gehéren (wir betrachten den allgemeinen 


Fall) so bekommt man [«,,] < alte x [se] <7"~1M", woraus die Konvergenz 


von (7) in dem Gebiete r< ou sich ergibt. 











at 


en 
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P. Wernicxe. Wher den kartographischen Vierfarbensatz. 


Uber den kartographischen Vierfarbensatz. 
Von 


P. Wernicke in Gdttingen. 


Unter Karte wollen wir eine Teilung der Kugelfliiche durch beliebige 
auf ihr gelegenen Kurven verstehen. Zerschnitte man sie lings dieser 
Kurven, so zerfiele sie in mehrere Teile, die Ldinder der Karte heiBen 
sollen. Die Punkte, in denen sich die Kurven treffen, nennen wir Ecken, 
und die Kurvenstiicke von einer Ecke bis zur niichsten gerechnet, aus 
denen die Begrenzung eines Landes besteht, Grenzen. Zwei Liinder sind 
benachbart, wenn sie eine Grenze (oder mehrere) gemein haben. 

Der Vierfarbensatz, der seit Francis Guthrie*) und De Morgan 
seitens der Mathematiker Beachtung gefunden hat, wihrend er vorher 
nur negatives Resultat der kartographischen Erfahrung war, sagt nun aus, 
daB auf jeder Karte zur Unterscheidung benachbarter Linder vier Farben 
ausreichen. Wire die Karte auf einer mehrfach zusammenhiingenden 
Flaiche ausgefiihrt, so wire die chromatische Zahl, wie wir die geringste 
Anzahl von Farben bezeichnen diirfen, mit denen Nachbarlinder stets 
unterschieden werden kénnen, gréfer als vier (auf der Ringfliche z. B. 
sieben). Heawood**) hat, indem er zugleich die Unzulinglichkeit eines 
friiheren Beweises des Vierfarbensatzes nachwies, obere Grenzen fiir 
die chromatischen Zahlen von Flichen beliebigen Geschlechts angeben. 
Heffter***) zeigte, daB bei bestimmten Werten der Geschlechtszahl p 
der Fliche ihre chromatische Zahl die Heawoodsche Grenze erreicht, da 
diese die Anzahl der ,,spatia confinia“, d. h. Lander, die so auf die Flache 
gelegt werden kénnen, daf sie einander alle benachbart sind, fiir die 
betreffenden p-Werte angibt. Fiir die Kugelfliiche (resp. Ebene) ist 
jedoch Heawoods Grenze fiinf. Endlich hat G. Tait+) das Problem auf 
ein anderes zuriickzufiihren gesucht, welches er fiir leichter lésbar hielt, 
das sich aber mit dem Vierfarbensatz véllig aquivalent erweisen wird. 


*) cf. F. Guthrie in Proc. Roy. Soc. Edinb. X, 1878/80. 
**) Quart. Journ. of Math. 1890. 
***) Uber das Problem der Nachbargebiete, Math. Ann. 1891. 
+) Collected papers XI, p. 7; Proc. Roy. Soc. Edinb. X, 1880, sowie in dem 
Aufsatz: Listings Topology. Philos. Mag. 5 ser., vol. 17, 1884. 





414 P. Wernicxe. 


I. Erste Spezialisierung der zu fiirbenden Karte. 

Auf den Karten (M), die wir betrachten wollen, schlieBen wir zu- 
niichst das Vorkommen mehrfach zusammenhingender Linder aus. Ist 
niimlich LZ ein solches, so zerfallt seine Begrenzung in mehrere Rinder 
(R,, Ry---R,,), deren jeder aus ,,Grenzen“ besteht. Nun teilt (Fig.1) R, die 

i 





Fig. 1. M=M,+M,+M,. Bei jeder Karte ist das iuBere Land (der unendliche Teil der Ebene, 
resp. der restierende der Kugelfliiche) mitzuziihlen. 


Kugelfliche in zwei Teile, von denen wir den Z nicht enthaltenden das 
Innere nennen. Wir bilden Teilkarten M,, M,---M,, bestehend aus dem 
Inneren je eines Randes R,---R,, und L (zu dessen Fliiche das Innere 
der anderen Rinder hinzugefiigt wurde). Kénnen wir diese Teilkarten in 
vier Farben a, b, c, d ausfiihren, und benutzen wir jedesmal eine solche 
Permutation derselben, die Z die Farbe a erteilt, so ist sofort klar, wie 
sich M, richtig gefiirbt, aus den Teilkarten zusammensetzt. 








Fig. 2. M=M, +My, +3hy. 





Me “wo er ! 


\ \ —_ \ all Ww 
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Analog lieBen sich (Fig. 2) mehrfach zusammenhiingende Gebiete von 
zwei oder drei Liindern (I, + L,, LZ, + L, + L,) ausschlieBen. Damit ver- 
schwiinden von M alle Teile des Kartennetzes, die mit dem Ubrigen nur 
durch zwei oder drei Grenzen verbunden sind, insbesondere zweieckige 
und dreieckige Liinder. 

Falls ein Land an sich selbst grenzt, so miiBte an die Grenze beider- 
seits dieselbe Farbe stoBen. Fiir uns kommen solche ,,falschen Grenzen“ 
nicht in Betracht und wir wollen sie uns von der Karte entfernt denken. 





Fig. 3. AB ist eine ,,falsche Grenze“. Fig. 4. Statt einer Ecke wie bei a) ist ein 
Liindchen Z° wie bei b) einzufiihren. 

Weiter kénnen wir annehmen, daf in jeder Ecke nur drei Grenzen 
zusammentreffen. Andernfalls sehen wir den Eckpunkt als Grenzfall eines 
dehnbaren Kreises an, der ein Lindchen Z® umschlieBt. Dies aindert die 
Nachbarschaft der iibrigen Lander nicht und gibt uns Ecken der ge- 
wiinschten Art. Gelingt es, die Karte mit den L wie verlangt zu farben, 
so ist beim Uhergange zur Grenze auch die urspriingliche Karte mit vier 
(oder gar drei) Farben gefirbt. 


II. Das Grenzenproblem 6. Weitere Spezialisierung. 


Auf der so spezialisierten Karte betrachten wir nun das System der 
Grenzen, deren zwei wir benachbart nennen, wenn sie sich in einer Ecke 
treffen. Es li®t sich die véllige Aquivalenz der beiden Aufgaben zeigen: 

f) Unter Anwendung von 4 Farben (a,b, c,d) benachbarte Linder 


zu unterscheiden, 
und 


©) Unter Anwendung von 3 Indizes (a, 6, y) benachbarte Grenzen 

zu unterscheiden. 
Ist nimlich £ gelést, so wird, da nur drei Farben an eine Ecke stofen, 
keine b von ¢ trennende Grenze mit einer a von d trennenden benachbart 
sein. Beide Arten kénnen den Index a@ erhalten. Ebenso die ¢ von a 
und die ) von d trennenden den Index f; die a von b und die ¢ von d 
trennenden den Index y; wodurch © gelést ist. Liegt dagegen eine 
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Lésung von © vor, so ordnen wir den Grenzen a, B, y bezw. die Sub- 
stitutionen s, = (bc) (ad), s, = (ca) (bd), s, = (ab) (ed) zu, geben einem 
Lande L eine beliebige Farbe, den benachbarten die, 
welche daraus durch die Substitutionen der gemein- 
samen Grenzen hervorgehen, usw. Es ist zu zeigen, 
daB dabei kein Land mehr als eine Farbe erhiilt. 
Dazu legen wir von einem Punkte A eines Landes L 
einen kontinuierlichen Weg beliebig iiber die Karte 
(doch nicht gerade durch Ecken) nach einem Punkte 
B desselben Landes. Von A mit der Farbe des Landes 
L (sie sei a) ausgehend, wechseln wir beim Uber- 
schreiten jeder Grenze gemiB der zugeordneten Sub- 
stitution die Farbe. Wir wollen zeigen, daB wir ohne Anderung der 
Endfarbe, mit der wir in B anlangen, den Weg in einen solchen zusam- 
menziehen kénnen, der Z nicht verlaBt, woraus folgt, daB die Endfarbe a 
ist. Das zu Beweisende folgt nun aus den Relationen der Vierergruppe: 
I) 5? =s,?=—s?=1, Il) s,8,=5s,, 8,8, =, 8,8, = 8,, Il) s,s,8,=1. 
Wegen I) kann man ein 
Stiick des Weges, das eine 
Grenze 2n-mal hintereinan- 
der kreuzt, durch eins er- 
setzen, das sie nicht iiber- 
A schreitet, wegen II) eins, das 
oe e ys iiber zwei benachbarte Gren- 
Fig. 6. Das punktierte Stiick des Weges kann iiberall durch 260 geht, durch ein die dritte, 
das gestrichelte ersetzt werden, und umgekebrt. beiden benachbarte, Grenze 
kreuzendes; endlich wegen III) ein alle drei Grenzen einer Ecke iiber- 
schreitendes durch ein an der Ecke voriibergehendes Stiick. Diese Um- 
formungen leisten auf einfach zusammenhdngenden Flichen das Verlangte, 
wahrend auf einer Ringfliiche z. B. der Weg sich méglicherweise iiber- 
haupt nicht so zusammenziehen lieBe, daB er Z nicht verlaiBt. Fiir Flachen 
vom Geschlecht py = 0 kénnen wir daher schreiben: 


t= G6. 


Nun bilden wir Ketten K,, von Grenzen, indem wir von einer Ecke 
aus zu derjenigen weitergehen, die mit ihr durch ein « verbunden ist, 
dann auf einem f fortschreiten u.s.f. abwechselnd auf « und 6. Man 
beriihrt so jede Ecke, zu der man gelangt, nur einmal. Wegen der end- 
lichen Anzahl der Ecken schlieBt sich die Kette. Es kann mehrere K,, 
geben, die sich aber nicht durchsetzen. Sie trennen Regionen (R,,) 


von Lindern, die nur die Farben a und b tragen, von Regionen (R,,), 





Fig. 5. 


Y 
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auf der nur ¢ und d vorkommen, denn die iibrigbleibenden y-Grenzen 
trennen nur a von 6, resp. ¢ von d. Ebenso gibt es Ketten K,, und K,,. 






' 
Cla 





~----- Grenzen 7. 
Fig. 7. Fig. 8 

Offenbar ist es gestattet, auf einer K,, fiir sich die Indizes a, B zu 
permutieren, was einer Permutation der beiden Farben auf gewissen 
Regionen R,, und R,, gleichkommt. Auch kénnen wir mit richtiger 
Fairbung eine Karte herstellen, die ein Land mehr enthiilt. Wir nehmen 
dazu auf zwei Grenzen einer K,,, die zugleich zur Begrenzung eines 
Landes I gehéren, je eine neue Ecke an und verbinden letztere durch 
eine ,neue“ Grenze, die wir quer durch Z ziehen. Von der neuen Grenze 
sagen wir, sie ¢renne (durch ihre Ecken) die Kette K,,. Auf dem einen 
Teile der getrennten K,, vertauschen wir nun « mit 8, wihrend wir der 
neuen Grenze den Index y erteilen. Die so hergestellte richtig gefiirbte 
Karte hat ein Land, drei Grenzen und zwei Ecken mehr, als die ur- 
spriingliche. , 

Jedesmal nun, wenn man auf einer Karte eine neue Grenze einfiihrt, 
die einem Zweieck oder Dreieck angehért, trennt man damit eine Kette 
(K.5, K,, oder K,,,), da die zwei neuen Ecken auf einer alten Grenze resp. 





Fig. 9. Zweieck. Fig. 10. Einfiihrung eines Dreiecks. 
Aus a) wird b). 


auf zwei benachbarten liegen werden. Es gelingt also stets, wenn eine 
Karte bereits richtig gefiarbt ist, noch beliebig oft Zweiecke und Dreiecke 
einzufiihren. Ist daher eine vorgelegte Karte zu firben, so entfernen wir von 
ihr alle Zweiecke durch Léschen je einer Grenze, sodann ein Dreieck ebenso, 


Matheimatische Annalen. LVIII. 27 
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dann wieder ein etwa entstandenes Zweieck, dann das niichste Dreieck, usw. 
bis alle Zwei- und Dreiecke verschwunden sind, oder etwa die Anzahl 
a der Linder sich auf vier reduziert. Es ist die 
4 |G?" ~— Aufgabe, die restierende Karte zu farben. 
a) cl Doch auch die Vierecke lassen sich noch aus 
‘t . demselben Grunde von der Karte entfernen. Soll 
a se Pa namlich auf einer bereits 
b) re gefirbten Karte durch 
—_ —— Ziehen einer Grenze ein 
Viereck eingefiihrt wer- 
den, so mégen die neuen 
2 Ecken (Endpunkte der 
zu 2ehenden Grenze) 
auf den alten Grenzen G* 
und G?zu liegen kommen. 
Das neue Viereck wird auBer der neuen Grenze G und Teilen der alten 
Grenzen G' und G* noch die Gt und G® benachbarte Grenze G® haben. 
Der Kiirze halber bedienen wir uns weiterhin folgender Bezeichnungen: 
Es bedeute a die Kette der Indizes «, 8, welche (unter andern) 
die Grenzen G’, G“, G’ enthiilt, dementsprechend: 
das Operationszeichen |K7;'3"] die Vertauschung der Indizes « und 
auf Kz”. 
G2 schreiben wir, wenn G’ den Index « hat. 
1) Bei gleichen Indizes (8) von G' und G* haben wir dann das Schema 
G2, Gs, G; (G) ergibt nichts Neues, da es nur auf Verschiedenheit 
dieses Index von dem von G* und G* ankommt). Es existiert also eine 
ay, die durch die neue Grenze G getrennt wird. (Fig. 11a.) 
2) Bei verschiedenen Indices haben wir: G2, G3, G;. Existiert nun 
Ky; , so wird sie durch G getrennt. Sind aber Kh, und Ks, verschiedene 
Ketten, so erhailt man durch [Kyl das obige Schema G2, G3, G; wieder. 


(Fig. 11b.) 





ape f 





? 





= See — 


a Se sane eenseeyP Bi aie Ky 


fig. 11. U b) is ry oe 
Fig. 11. Unter b) ist angedeutet daB K5y+ Ky ist. 


Ill. Die Karte ohne Zwei-, Drei- und Vierecke. 


Die successive Entfernung der Zwei-, Drei- und Vierecke, wobei die 
Entstehung ,,falscher“ Grenzen zu vermeiden ist*), kann auf eine Karte von 
nur vier Lindern fiihren, dann ist die Aufgabe gelést. Im allgemeinen 
wird jedoch eine kompliziertere Karte iibrig bleiben, von der wir beweisen: 








*) Statt eine Vierecksgrenze zu entfernen und dadurch die gegeniiberliegende 
zur falschen zu machen, bildet man nach pag. 413 Teilkarten oder entfernt eine 
andere Vierecksgrenze, etc., s. a. pag. 425. 
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1) Sie enthilt Fiinfecke (mindestens 12). 
2) Wenigstens ein Fiinfeck grenzt an ein Land von nicht mehr als 
sechs Ecken. (Dies im Interesse fernerer Ubersichtlichkeit.) 
Sei 7 die Anzahl der Lander, 


 - ~ » v-ecke darunter, 
qs» » Grenzen, 
é ” ” ” Kcken, 
so gilt, wie man sich leicht iiberzeugt, Eulers Polyedersatz: 
l—g+e=2, 
oder wegen 
29 = 3e = Zl, (v=5,6,---) 
und 
T= Zi, 
= (6—v)l, = 12, 
d. h. 


l, = 12+ 2(v—6)l, (v=7,8,---), 
womit die erste Behauptung erwiesen ist. 
Au8erdem folgt g = 3(/—2), e=2(l1—2). Grenzten nun die Fiinf- 
ecke nirgends aneinander, so triigen sie schon allein 5/; zur Anzahl der 
Kcken bei; und grenzten auch die Sechsecke an keine Fiinfecke (aber 


ss lg , . "= ; 61 : 
beliebig oft aneinander), so wiirden sie noch mehr als —* = 2], hinzu- 


3 
fiigen. Es miiBte daher 
51, + 31, <e, 
aber 
e=221,—4 (v = 5, 6,---) 
also 
31, < 221, —4 (v =7,8,--+). 


Daraus ergibe sich: 


40+ S(3v—20),<0 = (v=7,8,-+) 


was nicht angeht. Es wiirden sogar, wenn die Fiinfecke paarweise an- 
einander (aber an keine Sechsecke) grenzten, noch zu viele Ecken heraus- 
kommen. 

Bei der ferneren Reduktion beschriinken wir uns also auf das Aus- 
léschen von solchen Grenzen, die zwischen zwei Fiinfecken oder zwischen 
Fiinfeck und Sechseck verlaufen. DaB man auf bereits gefirbter Karte 
solche Grenzen wieder einfiihren, d. h. Sechsecke (auf sechs Weisen) in 
zwei Fiinfecke, Siebenecke in ein Fiinf- und ein Sechseck jedesmal unter 
Trennung einer Kette zerlegen kann, mu nun gezeigt werden. 


re 
~ 
* 
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IV. Teilung eines Sechsecks in zwei Fiinfecke. 


Die Sechsecksgrenzen seien in natiirlicher Folge G', G*, G*, .-- G® 


(Umlaufssinn gleichgiiltig). Es sei beabsichtigt, die neuen Ecken auf 
G' und G* zu legen, von denen wir gleich annehmen, daB sie nicht auf 
einer Kette liegen, und denen wir daher denselben Index geben kénnen. 
G*, G* miissen dann die anderen Indizes haben: so erhalten wir das 
Schema: G}, G2, G}, G3, dazu G3, G} (oder G}, G&, was wir spiiter 
betrachten), Ki; + Key, Ky) + Kj,’ und auniichst Ky,’ = K;y’. Durch 
|Kesl und Kyl kénnte man nun eine x *%* herstellen, wenn eine 
dieser Operationen die Kette der anderen intakt lieBe. Es soll also ferner 
|K? gl eine K, os LK; 3y| eine Kz hervorbringen, desgl. wegen der Symmetrie 
|K3,] eine Kk; |Kesl eine } os 








Fig. 12. Von den Ketten ist nur gezeigt, Fig. 18. Hiilfsfigur zu Fig. 12. Die Ketten sind nach 
wie sie sich schlie8en. Belieben weiter verschlungen. Die mit Kreuzen 
bezeichneten Stiicke bilden ein Beispiel eines 
»zusammengesetzten Weges“. 


Nun ziehe man noch unmittelbar auBerhalb der K},, d. h. auf der 
Seite, die das Sechseck nicht enthilt, eine geschlossene Kurve, die der 
Ky}. in ihrem ganzen Verlaufe folgt, die also die 6-Grenzen, welche von 
der K}, auswirts gehen — aber keine andern Grenzen — schneidet. Auf 
dieser Kurve, die wir einfach den Kreis nennen wollen, liegen also in 
gerader Anzahl Schnittpunkte mit Ketten K,,, die zugleich solche mit 
K,, sind. Weder die K, , durchdringen einander, noch die K;,- Insbesondere 
werden die Ketten Kz, und K?, von K}, und K}, so durchsetzt, dab unser 
Sechseck, oder wenn wir siimtliche 6-Grenzen so verkiirzen, daf sie nur 
noch als Durchdringungsstellen der K,, und K,, anzusehen sind, ein 


Viereck entsteht, von dem zwei Ecken (I und Ill) auf dem Kreise, zwei 
(1 und 4) innerhalb desselben liegen. 





pM cl 


er eS SS OU 





Uber den kartographischen Vierfarbensatz. 421 


Wir beweisen den Hiilfssatz, daB bei dieser Anordnung ein Weg, der 
von 1 auf der K,, bis zum Kreise fortschreitet, dann von dort auBerhalb 
des Kreises a K;,, bis zum néichsten rite mit dem Kreise, dann 
innerhalb auf K, A s. f. t¢mmer innerhalb auf’ K, as» WBerhalb auf K 
den Punkt 4 beriihren muB, ehe er zu 1 zuriickkehrt. 

Bezeichnet man noch mit I’, I” die zweiten Punkte, bei denen man 
von 1 ausgehend auf K,,, K,, aus dem Kreise heraustritt, mit IV’, IV” 
die entsprechenden, welche man von 4 aus erreicht, und numeriert von 
Il aus in beliebiger Richtung die Schnittpunkte des Kreises, so erhalten 
die Schnittpunkte, die beim Umlauf um eine Kettle aufeinanderfolgen, 
abwechselnd gerade und ungerade Nummern. 

teht man nun von 1 aus iiber III abwechselnd innerhalb des Kreises 
auf K,,, auBerhalb aber auf K,, weiter, so zerschneidet dieser zusam- 
mengesetzte Weg (der sich bei 1 schiofen muB, da er jeden seiner 
Schnittpunkte nur einmal beriihrt) den Kreis in eine gerade Anzahl Teile, 
deren jeder eine gerade Anzahl von Schnittpunkten umfaft. Ginge der 
Weg durch II, so kiime man von dort nach 4. Andernfalls miiBten die 
Endpunkte des Kreisteiles, auf dem II liegt, von I selbst beide um eine 
ungerade (in den spiteren Hiilfsfiguren auch beide um eine gerade) Anzahl 
Schnittpunkte entfernt liegen. Hierzu zwingt an der einen Seite der 
Verlauf der K?;, auf der andern der der K},, die 
sich in II treffen. Da II selbst noch hinzukommt, 
so liige ee ungerade Anzahl Schnittpunkte zwischen 
einem ungerade und einem gerade numerierten, worin 
ein Widerspruch liegt. 

Auf der Karte kénnen wir nun den ,,zusam- 
mengesetzten Weg“ durch [X,,| auf allen K, 


By? 


a 





auBerhalb s. zu eimer m4 machen. Zugleich 
entsteht eine K, iy. Die [X,,,| vertavscht namlich 
auBen iiberall K,, mit K;,. Auch bei G?, Ge 
fiihrt dieses Vediliews gum Z, iele, nur daB die Seiten des zu betrachtenden 
Vierecks einer K,, resp. einer K,, angehéren. Den Fall endlich, daf 
K}. + K}. ist, behandeln wir in dem Abschnitt tiber Kreuzung der Goumnen. 


Fig. 14. 


V. Teilung des Siebenecks in Fiinf- und Sechseck. 


Wieder seien G}, G} die Grenzen, welche die neuen Ecken tragen 
sollen. Nach dem friiheren kénnen wir gleich das Schema ansetzen, welches 
allein Schwierigkeiten bietet: 


G3, Gi, Gy, G3, Kis + Kis, Kj, + Kj), wuniichst Kyy"'; 
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dazu 

1) G mit den Unterfillen G2,G,/ oder G?, G 
oder q 

2) a’ ” ” ” Gi, Gy, Ga ” G, «, G;. 

Die 1) entsprechenden Figuren des Hiilfssatzes unterscheiden sich von 
denen beim Sechseck dadurch, da8 der Punkt III, 
in dem sich Ki, und K}, treffen, in das Innere 
AN des Kreises riickt, so daB wir noch die weiteren 
48 aN/ Punkte III’ und III” erhalten, in denen K},, Ki; 
aus dem Kreise treten. Dabei kénnen III III’, 
of Ill If”, da sie ja auf der Karte in eine Grenze 
is zusammenfallen, ebensowenig von einer Kette iiber- 
schritten werden, wie die Seiten des charakte- 
ristischen Vierecks der Figur. Zwischen III’ und III” 
kann der Kreis von K,, sowohl wie von K,, nur 
eine gerade Anzahl von Malen iiberschritten werden. 

Fig. 16. Auf diese Figur findet die friihere Uberlegung 

sofort Anwendung, indem man wieder dasjenige 

von dem ,,zusammengesetzten Wege“ ausgeschnittene Stiick des Kreises 
betrachtet, welches den Punkt II enthilt. 








Py {"-# 


Fig. 16. Hilfsfigur zu Fig. 15. Fig. 17. Fig. 18. 


SchlieBlich gilt dasselbe von dem zweiten Falle, in welchem der Punkt 
Il der Hiilfsfigur in zwei, III’ und III” auseinanderfillt, zwischen denen 
aber, da sie auf der Karte durch eine y-Grenze (resp. a-Grenze) verbunden 
sind, keine weiteren Schnittpunkte des Kreises liegen. 


VI. Das Kreuzen der Grenzen. 
Um in dem noch restierenden Falle, dab KK}, + K},. ist — 
K}.+ Kj. brauchen wir nicht zu beriicksichtigen, da | Kj] sofort eine 


1,4 1,4 2 os . 
K.3; oder K;', schaffen wiirde — den AnschluB an das Bewiesene zu 
gewinnen, bedienen wir uns der Kreuzung der Grenzen. Darunter ver- 
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stehen wir, falls die Grenze & mit G©' und G in der Ecke C', mit G 
und @ in © zusammenstéBt*), den Ersatz von @° durch eine Grenze 
@, die sich in einer Ecke ©? mit G* und G*, in der andern © mit G'! 
und & trifft. 

Unterscheiden wir nun die Ecken einer gefiirbten Karte durch Vor- 
zeichen (+) jenachdem die cyklische Folge (@fy) ihrer Grenzen um sie 
herum in einer festgesetzt positiven Drehrichtung liuft oder umgekehrt, 
so ist klar, da® sich jede Grenze kreuzen laBt, deren Enden gleiche Vor- 
zeichen aufweisen. (Fig. 19, 20.) DaB dann die beiden Linder, die durch 
die Kreuzung zu benachbarten werden, bereits verschieden gefirbt sind, 
kann man auch aus dem Schema der Farbenfolge in positiver Richtung bei 
einer + Ecke ersehen, niimlich (abc), (dba), (dac) und (deb), wiihrend 
die iibrigen vier Cyklen einer negativen Ecke entsprechen. 

Die Vertauschung der Indizes einer Kette indert die Vorzeichen 
simtlicher Ecken, durch die sie geht. 


ey 
ce \ 


\s as" , 
1 % ad 


v \ 





\ 


a) \G 
G 


& 
2 \ue 
- 


Fig. 19. ,,Kreuzen“ einer Grenze. Aus a) wird b). Fig. 20. 





Ist nun K}, + Kj, und gibt es 6-Grenzen, die beide verbinden, so 
kénnen die K,, durch Kreuzung einer f-Grenze zusammengeschlossen 
werden, wobei noch | K},] nétig werden kann, um die Ecken der 6-Grenze 
auf gleiches Zeichen zu bringen. Aber | K;.| kann nur zu einem anderen 
bereits besprochenen Typus der Figur fihren, indem fiir G2, G} die 
Indizierung G), Gi eintritt. Entsteht dabei etwa schon eine Ky oder 
K;;, so ist die Aufgabe gelist; andernfalls tritt das friihere Verfahren 


*) G'G'*G*G* soll die Reihenfolge um , herum sein. 
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in seine Rechte. Der Verlauf der K,, und K,, wird, wie man sich 
leicht iiberzeugt, durch Kreuzung einer 6-Grenze nicht gestért. Die Ecken 
der gekreuzten Grenze haben unter sich gleiche, den friiheren entgegen- 
gesetzte Vorzeichen. 

Um uns nun zu iiberzeugen, da die notwendigen Kreuzungen — 
denn es kénnen mehrere nétig werden, um K?, mit K}, zusammenzu- 
schlieBen — spiiter wieder riickgiingig gemacht werden kénnen, bemerken 
wir, 1) da die noch auszuftihrende ,,|K,,,| auBerhalb des Kreises“ die 
Ecken der gekreuzten Grenze, die ja innerhalb des Kreises liegen, nicht 
beriihrt, 2) daB die teilweise |K,,] oder |K,,], die beim Ziehen der 
Fiinfecksgrenze erfolgt, beide Ecken an der gekreuzten Grenze gleich- 
miaBig affiziert. 


VII. Das Eckenproblem, Vereinfachungen und Folgerungen. 


Umliauft man ein Land in positiver Richtung, so findet man, da der 
Index der Grenze, auf der man sich jeweils befindet, beim Passieren einer 
positiven Ecke gemiB der cyklischen Substitution («yf), bei einer nega- 
tiven hingegen gemiB (a fy) geiindert wird. Da man bei vollem Umlaufe 
zu demselben Index zuriickkehren mu, so ist, wenn p positive, » negative 
Ecken auf der Begrenzung eines Landes liegen: 


(ayB)?- («By)" = 1, 
oder wegen 


(«By)* = (avB), («yB)’ = (@By), (@By)* = («vy = 1, 
p=n, (3). 
Gelingt es, alle Ecken einer Karte mit Vorzeichen + zu versehen, so daB 
fiir die Begrenzung jedes Landes die Differenz der positiven und negativen 
Eckenzahlen durch drei teilbar ist, so ist dadurch offenbar sofort eine 
richtige Indexverteilung fiir die Grenzen gegeben. Bezeichnen wir die 
genannte Aufgabe als Eckenproblem (€), so liBt sich die auf pag. 416 
gegebene Aquivalenz zu folgender ergiinzen: 
L=6=€. 
Es zeigt sich von diesem Standpunkte aus: 
1) Zweiecke erhalten die Signatur + —, welche vertauschbar ist (— +). 
2) Dreiecke +++ oder ——-—, und zwar das erstere, wenn die 
alte Ecke, an der sie angebracht wurden, das Minuszeichen hatte. Daraus 
folgt, daB man jede Karte durch Anbringen von Dreiecken an ihren 
Minusecken in eine solche verwandeln kann, auf der die Eckenzahl jedes 
Landes durch drei teilbar ist — denn sie hat nun nur noch Plusecken. 
Dasselbe geschieht, wenn man Dreiecke an den Plusecken allein anbringt. 
SchlieBlich ergibt sich daraus der Polyedersatz: 
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Jedes Polyeder, in dessen Ecken sich je drei Kanten treffen, liiBt sich 
durch Kappen hohstens der Hiilfte seiner Ecken in ein solches verwandeln, 
dessen siimtliche Seiten durch drei teilbare Eckenzahlen besitzen. 

3) Vierecke werden signiert + + —— oder +—+—. Es ergibt 
sich dabei leicht, daS man sie auch durch Ziehen zweier ihrer Gegen- 
grenzen einfiihren kann. Man trennt dadurch niimlich auBer dem Viereck 
zwei Teile eines alten Landes ab, dessen Eckensumme durch drei teilbar 
war. Entweder ist die Eckensumme jedes dieser Teile durch drei teilbar, 
dann signieren wir das Viereck + — + —, wobei jedes Nachbarland den 























= + 
Fig. 21. Wiirfel (vierfarbig). Fig. 22. Wiirfel (dreifarbig), 





Zuwachs 0 zur Eckensumme erhiilt. Oder es fehlt dem einen Teile ein 
+, dem andern zwei +, dann signieren wir ——-+-+, indem wir fiir 
ein + zwei — geben, und umgekehrt. Auch hierdurch kann man bei der 
Zerstérung der Vierecke dem Auf- 
treten falscher Grenzen vorbeugen. 

4) Bei Fiinfecken muf eine Ecke 
ein von den iibrigen verschiedenes 
Vorzeichen haben: + +++ —. 
Es laBt sich auch beweisen, dai 
jede Ecke des Fiinfecks zu dieser 
ausgezeichneten gemacht werden 
kann. Beim Ikosaeder ergeben sich 
hieraus z. B. zehn Fiirbungen, welche 
nicht durch einfache Permutation 
der Farben a, b, c, d auseinander 
hervorgehen. Fig. 23. Pentagon-Dodekaeder. 

5) Man wird oft die Zerstirung Di Minion biden cn re, Teta, dere a 
der Drei-, Vier- und Fiinfecke so schreiben lassen. Es gibt je eine K3y) Kya und 
leiten kénnen, daB eine Karte ent- “op 
steht, die nur Liinder gerader Eckenzahl aufweist. Letztere ist leicht, und 
zwar mit drei Farben zu firben. Da die Ecken niimlich von einer be- 
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stimmten aus teils stets ungerade teils stets gerade Nummern erhalten, 
auf welcher Grenzenfolge man sie auch abzihlt, so gebe man den geraden 
und ungeraden verschiedenes Vorzeichen. Die Folge ist, daB die Be- 
grenzung jedes Landes eine Kette wird, und da eine Grenze, welche 
Ecken verschiedenen Zeichens verbindet, mit ihren Enden an gleich- 
gefirbte Linder stéBt, so ist ersichtlich, daB jede K,,, dieselhe Farbe 
umschlie8t; ebenso alle K,,, und alle AK,,. Man hat hier den Vorteil, 
daB die zuniichst zu ziehende Grenze (und wahrscheinlich mehrere) ohne 
weiteres eine Kette trennt. (S. Fig. 21.) 

6) Hieraus ergibt sich noch — was auch sonst klar ist —, daB eine 
Karte, in deren Ecken sich je eine gerade Anzahl von Grenzen treffen, in 
zwei Farben auszufiihren ist. Die einzufiihrenden Hiilfs-Liindchen L° 
(s. pag. 415) machen niimlich alle Begrenzungen geradzahlig, haben selbst 
eine gerade Anzahl Ecken und erhalten bei obiger Ausfiihrung der Karte 
in drei Farben simtlich dieselbe Farbe. 

7) Der Vierfarbensatz und die Beweismethode scheinen sich auch 
auf Einteilungen des dreidimensionalen Raumes verallgemeinern zu lassen, 
wobei aber mehrfach zusammenhiingende Raumzellen (etwa infolge von 
Roéhrenleitungen usw.) nicht vorkommen diirfen. Allerdings ist die chro- 
matische Zahl des Raumes noch nicht festgestellt. 


Géttingen, 1. Mai 1903. 
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Neuer Beweis eines Satzes aus den ,,Grundlagen der Geometrie“ 
von Hilbert. 


Von 


Dinirry Scuor in Gottingen. 


Im Kapitel V seiner ,,Grundlagen der Geometrie“*) analysiert Hilbert 
den logischen Inhalt des Desarguesschen Satzes. Als Desarguesscher wird 
dabei folgender ebener Schnittpunktsatz bezeichnet: 

1. Wenn zwei Dreiecke in einer Ebene so gelegen sind, daB je zwei ent- 
sprechende Seiten einander parallel sind, so laufen die Verbindungslinien der ent- 
sprechenden Ecken durch ein und denselben Punkt oder sind einander parallel ; 
und umgekehrt: 

2. Wenn zwei Dreiecke in einer Ebene so gelegen sind, dap die Ver- 
bindunaslinien der entsprechenden Ecken durch einen Punkt laufen oder 
parallel sind, und wenn ferner zwei Paare entsprechender Seiten in den 
Dreiecken einander parallel sind, so sind auch die dritten Seiten der beiden 
Dreiecke einander parallel. 

Wie leicht zu sehen, ist dieser Satz eine unmittelbare Folge der 
Axiome der drei ersten Axiomgruppen des Hilbertschen Systems**), die 
riumlichen Axiome (d. h. 1 3—7) eingeschlossen. 

Daher kann man sagen: Die Giiltigkeit des Desarguesschen Satzes ist 
eine notwendige Bedingung dafiir, daB eine ebene Geometrie, in welcher 
die ebenen Verkniipfungsaxiome (I 1—2), die Anordnungsaxiome (II) und 
das Parallelenaxiom (III) erfiillt sind, sich als ein Teil der dreidimen- 
sionalen Geometrie auffassen liBt, d. h. einer solchen, in welcher noch die 
raumlichen Axiome I 3—7 gelten. 


*) Festschrift zur Feier der Enthiillung des GauB-Weber-Denkmals; I. Theil; 
p. 49—71. 
**) Vgl. a. a. O., p. 5—10. 
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Nun beweist Hilbert, daB die Giiltigkeit des Desarguesschen Satzes 
auch eine hinreichende Bedingung dafiir ist. Mit anderen Worten: 

A. Es ist immer méglich zu den Elementen (Punkten und Geraden) 
einer jeden ebenen Geometrie, in welcher die Axiome I 1—2, II und III, 
sowie der Desarguessche Satz erfiillt sind, ein System von Gedankendingen 
(welche wir auch als Punkte, Geraden und Ebenen bezeichnen) zu adjungieren, 
sodaB in dem auf diese Weise erweiterten System alle Axiome der Gruppen I 
(die réumlichen 3—7 eingeschlossen), II und III erfiillt sind. Und dabei 
bildet das urspriingliche System von Elementen eine Ebene dieser riiumlichen 
dreidimensionalen Geometrie. 

Es sei dabei ausdriicklich betont, daB die Existenz der zu adjungieren- 
den Dinge eine Folge der genannten ebenen Axiome I 1—2, II und III 
und des Desarguesschen Satzes sein muB; oder, was dasselbe heiBbt, diese 
Dinge miissen aus Komplexen geeignet kombinierter urspriinglicher Ele- 
mente bestehen. So nimmt Hilbert als die hinzuzufiigenden Punkte ge- 
wisse Streckentripel der gegebenen ebenen Geometrie, wobei diese Strecken 
(Koordinaten) durch bestimmte lineare Konstruktionen (Rechnungsregel) 
aufeinander bezogen werden kénnen. 

Die gegenwiirtige Notiz ist einem, meines Erachtens einfacheren Beweis 
dieser im Theorem A ausgesprochenen Tatsache gewidmet. 


Es ist also eine ebene Geometrie vorgelegt, in welcher die Axiome 
1 i—2, I und ILI erfiillt sind. 

Wir legen drei feste, einander nicht parallele Geraden zu Grunde und 
nennen alle Dreiecke ABC, deren Seiten diesen festen Geraden parallel 
sind oder mit ihnen zusammenfallen, newe Punkte. (Diese und nur diese 
Dreiecke werden wir im folgenden durch die Buchstaben ABC, mit ver- 
schiedenen Indizes versehen, bezeichnen.) 

Dieses neue System von Punkten adjungieren wir zu dem System von 
Punkten unserer urspriinglichen ebenen Geometrie. 

Verbinden wir die entsprechenden Ecken zweier beliebiger solcher 
Dreiecke A,B,C, und A, /},C, durch gerade Linien a, b, ¢, so schneiden 
sich dieselben dem Desarguesschen Satze zufolge in einem Punkte O oder 
verlaufen parallel zueinander. Die so erhaltenen Strahlentripel (wir be- 
zeichnen sie im folgenden mit abe mit verschiedenen Indizes) sollen neue 
Geraden genannt werden. Wenn im speziellen die Dreiecke A,B, C,, 
A, B,C, so gelegen sind, da® ein (oder zwei) Paar entsprechender Seiten 
auf ein und derselben (bezw. zwei) Geraden liegen, so arten diese Strahlen- 
tripel in Strahlenpaare aus. Solche Strahlenpaare sollen auch neue Ge- 
raden genannt werden. 
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Dieses neue System von geraden Linien fiigen wir demjenigen unserer 
urspriinglichen Geometrie hinzu. 

Unter den Ausdriicken ,die Gerade [abc] geht durch den Punkt 
[ABC] (oder [0])“, ,der Punkt [ABC] (oder [0]) liegt auf der Geraden 
[abe|* und dergl. wollen wir verstehen, da in der urspriinglichen Geo- 
metrie die Strahlen a,b,c durch die entsprechenden Eckpunkte des 
Dreiecks ABC oder durch den Punkt O hindurchlaufen. 

Es ist leicht ersichtlich, da® dann die linearen Axiome der Ver- 
kniipfung [1—2 erfiillt sind. 

Um zu zeigen, daB auch die linearen Anordnungsaxiome II 1—4 be- 
friedigt sind, miissen wir den Begriff ,zwischen“ fiir unsere neuen Gebilde 
in entsprechender Weise erweitern. — Es seien in der urspriinglichen 
Geometrie zwei Dreiecke A’ B’C’, A” B’C” mit dem zugehérigen Strahlen- 
tripel abe gegeben; wir nehmen auf a einen Punkt A und ziehen die 
Geraden AB|| A’ B’|| A’ B” und AC)| A’C’|| A’C”. Dann ist nach dem 
Desarguesschen Satze BC || B’C’ | B’C”. Und je nachdem A innerhalb 
oder auferhalb der Strecke A’ A” liegt, liegen auch die iibrigen Ecken B 
resp. C innerhalb oder auBerhalb der entsprechenden Strecken B’ B” resp. C’C”. 
Ebenso, je nachdem der Schnittpunkt O der Strahlen a, b, ¢ innerhalb 
oder auSerhalb einer der Strecken — z. B. der Strecke A’ A” — fiillt, 
so fillt O auch innerhalb oder auBerhalb der iibrigen Strecken, B’ B” 
und C’C”. Das folgt aus den Anordnungsaxiomen II (5 eingeschlossen). 
Dementsprechend definieren wir: 

Der Punkt | ABC] (oder [O]) einer Geraden |abe]| liegt innerhalb oder 
auBerhalb einer Strecke ([A’B’C’|, [A”B’C")) dieser Geraden, wenn in 
der urspriinglichen Geometrie einer der Eckpunkte, z. B. A, des Dreiecks 
ABC (oder der Punkt O) innerhalb bezw. auBerhalb der entsprechenden 
Strecke A’ A” liegt. 

Aus dieser Definition und der vorstehenden Uberlegung schlieBen 
wir, daB in unserer neuen Geometrie — sie mége Figurengeometrie heiBen — 
die linearen Anordnungsaxiome II 1—4 gelten. 

Jetzt fiihren wir den Begriff ,,Ebene“ in unsere Figurengeometrie ein. 

Es seien uns drei nicht auf ein und derselben Geraden liegende 
Punkte [A,B,C], [4,B,C,], [A,B,C] gegeben. Wir verbinden dieselben 
durch gerade Linien [a,b,¢,], [@.b.¢.|, [a,,¢,] paarweise miteinander und 
bezeichnen den geometrischen Ort aller Geraden |abc|, welche mindestens 
zwei dieser Geraden [a,b,¢s|, [a,b,¢,|, [a,b,¢,| schneiden, als eine Ebene «. 
Weiter sagen wir, daB ein Punkt [ABC] in einer Ebene « liegt, wenn er 
auf einer der Geraden dieser Ebene liegt. Durch diese Definitionen sind 
ohne weiteres die Axiome I 3, 5 erledigt. 

Ferner folgt daraus, daB der geometrische Ort aller Geraden unserer 
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urspriinglichen Geometrie eine Ebene o der Figurengeometrie darstellt. 
Die Punkte [0] dieser Ebene sind die Punkte O unserer urspriinglichen 
Geometrie. Fiir diese Ebene  gelten alle Axiome I, II, II. 

DaB die Axiome I 1—3,5, If 1—4 in unserer Figurengeometrie be- 
friedigt sind, sieht man also gleich. Wir wollen nun zeigen, daB die noch 
bleibenden Axiome I 4, 6—7, IL 5, III auch allgemein giiltig sind. 

Zuniichst werden wir die zu der Ebene @ parallelen Ebenen konstruieren. 

Man ziehe durch irgend einen von [0] verschiedenen Punkt [A, B, C, | 
zwei Geraden [a,b,c,|, [a,;),¢,] auf die Weise, da% in der urspriinglichen 
Geometrie sowohl die Strahlen a,, b,, ¢,, wie auch a,, b,, ¢,, eimander 
parallel sind. Auf einer dieser Geraden, z. B. auf [a,},¢,|, wahlen wir 
einen Punkt [.4,B,C,| und ziehen durch ihn eine dritte Gerade [a,b,¢,], 
sodaB wieder in der urspriinglichen Geometrie a, || b, || ¢, ist, aber a,-+ ay. 
Wir behaupten, daB dann die geraden Linien [a,6,¢,], [a.b.¢,| sich in 
einem Punkte schneiden. In der Tat schneiden sich in der urspriinglichen 
Geometrie die Strahlen a, und a, in einem Punkte A;, b, und b, in B,, 
und es muB nach dem Desarguesschen Satze A,B; zu A,B, parallel sein; 
denn die Dreiecke A,A,A, und B, BB, haben resp. parallele Seiten, und 
die Verbindungslinien A,B, und A,B, sind zueinander parallel. Ebenso 
schlieBt man, daB A,C,||A,C, ist, und B,C,|! B,C,. 

Umgekehrt sind in der urspriinglichen Geometrie die Strahlen a,, b,, ¢,, 
untereinander parallel, wenn [a,b,¢,| eine Verbindungslinie zweier Punkte 
[ A, B,C,], [A,B,C,| ist, welche resp. auf zwei sich in einem Punkte 
| A, B,C,] schneidenden Geraden [a,b,¢,|, [a3b,¢,| liegen, wobei ay || b, || ¢ 
ist und a, ||, || ¢,. 

Daraus sieht man unmittelbar, daB auch 14 und IL5 auf den so 
konstruierten Ebenen erfiillt sind. Ferner ist auch III (das Parallelen- 
axiom) befriedigt. Denn ist [abc] eine Gerade einer solchen Ebene a 
und [ABC] ein Punkt der letzteren, der nicht auf [abe] liegt, so mub 
einerseits a||b|\c sein; andrerseits liegt jede Gerade [a’b’c’] durch [ABC] 
auch in dieser Ebene x, wenn a’||b’||¢ ist. Sie schneidet [abc] in einem 
Punkte [A,B,C,|, wenn a’- a ist, dagegen ist sie dann und nur dann zu 
[abc] parallel, wenn a’||a ist. Also ist II bewiesen. 

Diese Ebenen z sind, wie schon oben angedeutet, zu der Grundebene 
@ parallel und jede soleche Ebene ist durch einen ihrer Punkte (z. B. den 
Ausgangspunkt der ohigen Konstruktion) eindeutig bestimmt. 

Jetzt wollen wir eine Ebene «@ von ganz allgemeiner Lage kon- 
struieren. Drei Punkte [A,B,C,], [A,B,C,| und [A,B,C,] seien uns 
gegeben; ihre Verbindungslinien seien resp. |a,b,¢,|, [d.b.¢.| und |a,), ¢, |. 
Um den schon erledigten Fall der zu @ parallelen Ebene auszuschliefen, 
nehmen wir an, dab mindestens zwei dieser Geraden, z. B. [a,b,¢,] und 
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[a,b,¢,], so beschaffen sind, daf in der urspriinglichen Geometrie a, -+ b, 
und a,-++ b, (also auch a,c, und a,-++e¢,) sind. Die Schnittpunkte der 
Strahlen a,,b,,¢, und a,, b,, ¢, bezeichnen wir mit O, resp. O,. 

Wenn der allgemeinste Fall vorliegt, d. h. wenn noch a,-++bd, ist, 
also auch + ¢,, so behaupten wir, daB der Schnittpunkt O, von ay, bg, ¢, 


auf der Geraden 0, 0, liegt. 


Denn wire das nicht der Fall, so wiirde 


O,0, eine der Geraden a,, b,, ¢,, sagen wir a,, in einem von Q, ver- 
schiedenen Punkte X schneiden (vgl. Fig. 1). Das wiirde aber zu einem 


Widerspruch fiihren. 
Parallele, so mu8 dieselbe O,0, 
in einem Punkte Y schneiden. Nun 
wiren dann nach dem Desargues- 
schen Satz einerseits XB, und 
YB, einander parallel, denn die 
Verbindungslinien der entsprechen- 
den Ecken der Dreiecke A,B, Y 
und A,B,X schneiden sich in 
einem Punkte O, und zwei Paare 
ihrer Seiten sind einander parallel 
(A, B, || A, B, und A, Y || A, X). 


Andrerseits mii®te auf Grund ana- 





Zieht man niimlich durch A, zu a, = A, A, eine 








Fig. 1. — Der Ubersichtlichkeit halber sind die 
Seiten AC, BC nicht gezeichnet. 


loger Uberlegung XB, || YB, sein. Das widerspricht aber dem Parallelenaxiom. 


Im Spezialfalle, wenn a, 


b, ist, mu, wie man aus einer iihnlichen 


Konstruktion ersieht, 0 = 0,0, parallel zu a, sein; und daher mu 
auch in der Figurengeometrie [0] =[0O,0,| zu [a b,¢,| parallel sein. 

Die Gerade [0] (=[0O,0,0,| oder |O,0,|) der Figurengeometrie stellt 
die Schnittlinie der Ebene {[A,B,C,] | [A,B C.] | A,B,C,|} =« mit der 


Grundebene @ dar. 


Aus dieser Konstruktion und ihrer Umkehrung schlieSt man ohne 
weiteres, daB auch I 4 erfiillt ist; denn ersetzt man eines der Dreiecke, 
z. B. A,B,C,, durch ein andres ABC, das in derselben Ebene liegt, so 
mu8 der Schnittpunkt O der Strahlen a, b, c, welche A, B, C mit A,, B,, C, 
verbinden, auf der Geraden O, O, liegen (oder es ist a||b|\c|| O,0,). 


Ebenso sieht man, da auch II 5 gilt. 


Auch kann man sich leicht iiberzeugen, daB es im Raume unserer 
Figurengeometrie vier Punkte gibt, welche nicht in einer Ebene liegen; 


wodurech I 7 erwiesen ist. 


Das Parallelenaxiom (Ill) kann auf folgende Weise allgemein be- 
wiesen werden. Es sei [abc] eine Gerade der Figurengeometrie; [ABC] 
ein Punkt auf dieser Geraden, [A’B’C’] ein Punkt auBerhalb derselben. 


Dann bestimmen [abc] und [A’ B’C’] eine Ebene « und ihre Durch- 
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schnittslinie [0] mit der Grundebene @. Wenn dann O den Durchschnitts- 
punkt der Strahlen a, b, ¢ bezeichnet, O’ denjenigen von AA’, BB’, CC’, 
so liegen O und O’ auf der Geraden o (vgl. Fig. 2). Zieht man jetzt durch 
A’ eine Parallele a’ zu a, so trifft dieselbe OO’ =o in einem Punkte 0”, 
sodaB dabei 0” B’||b, O”C’||\c sind. Denn die Verbindungslinien der ent- 
sprechenden Ecken der Dreiecke 0” B’ A’ und OBA gehen durch einen Punkt 
O' und zwei Paare ihrer Seiten sind einander parallel: A’ B’ | AB, A’0”|| AO. 

Jetzt bleibt uns noch iibrig, das riumliche Axiom I 6 zu beweisen, 
und unsere Aufgabe ist erledigt. Wir wollen also zeigen, dab, wenn zwei 
Ebenen «, und «, unserer Figurengeometrie einen Punkt [A BC] gemein 
haben, sie eine durch ihn hindurchlaufende gerade Linie gemein haben. 





Im allgemeinen gehért zu jeder 
dieser Ebenen eine Schnitt- 
linie mit der Ebene @. Diese 
zwei Linien schneiden sich im 
allgemeinen in einem Punkte 
O. Zieht man durch O die 
Strahlen OA=a, OB=D, 
OC =e, so liegt die Gerade 
[abe] sowohl in der Ebene «,, 
wie in der Ebene «,, w. z. b. w. 

Wenn im speziellen eine 

der Ebenen, z. B. «,, zu @ 

a parallel ist, so ist die ge- 

re 3 — ru Ouran bt snd ao Siee —suchto Schnitlinie von 

ss und «, einfach die Gerade 

[abe] durch [ABC], fiir welche a||b!\e ist. Wenn weiter die Schnitt- 

geraden [o,] und [o,| von «, und , bezw. a und o einander parallel 

sind, so ist die gesuchte Schnittlinie eine Gerade [abc] durch [ABC], 
die so beschaffen ist, daB a||b!|¢||0,|| 0, ist. 

Wenn schlieBlich der den Ebenen «, und «, gemeinsame Punkt in 
der Grundebene @ liegt, so verfahren wir folgendermaBen: Wir konstruieren 
durch irgend einen Punkt [.A, B, C,] der Ebene «, und irgend einen Punkt 
| A, B, C,| der Ebene «, eine Ebene a,. Ferner konstruieren wir die 
Schnittlinien von @, und a, einerseits und von a, und «a, andrerseits. Der 
Schnittpunkt [ABC] dieser letzten Schnittlinien liefert uns dann den ge- 
suchten zweiten den Ebenen «, und a, gemeinsamen Punkt. 

Indem wir auf diese Weise alle Axiome nacheinander bewiesen haben, 
haben wir gezeigt, daB unsere Figurengeometrie nichts anderes ist als eine 
dreidimensionale Geometrie, in welcher Axiome I, II, III erfiillt sind. Wie 
schon gesagt, stellt der Inbegriff der Punkte und Geraden der urspriing- 
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lichen Geometrie eine Ebene dieser dreidimensionalen Geometrie dar; d. h. 
die urspriingliche Geometrie ist nach der Ausdrucksweise Hilberts ein 
Teil einer riumlichen Geometrie. 


Géttingen, im Marz 1903. 


Anmerkung. Nachtriglich fand ich eine meiner Figurengeometrie Ahnliche 
Abbildung des Raumes auf die Ebene bei W. Fiedler (,,Cyklographie, Lpz. 1882), 
welcher statt der von mir benutzten Dreiecke Kreise verwendet. Er erwiihnt daselbst 
(vgl. p. IV), daB schon J. Steiner diese letzte Art der darstellenden Geometrie be- 
nutzt hat. 


Gdttingen, im Oktober 1903. 


Mathematische Annalen. LVIII. 28 
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Zur Theorie der kanonischen Formen. 


Von 


EMANUEL LASKER. 


Vor einigen Jahrzehnten war bei algebraisch-geometrischen Unter- 
suchungen die Methode der kanonischen Formen sehr in Gebrauch. Die- 
selbe bestand darin, daB der Gleichung oder den Gleichungen eines 
geometrischen Gebildes besonders einfache und iibersichtliche Gestalten 
gegeben und daraus Gesetze abgeleitet wurden. Die Frage, ob die Gleichung 
einer sogenannten ,,allgemeinen“ Kurve, oder tiberhaupt ein _,,allgemeines“ 
System von Formen, in eine vorgeschlagene (kanonische) Gestalt gebracht 
werden kénne, wurde hiufig durch Abzihlung der Konstanten entschieden, 
bis sich herausstellte, daB dabei erhebliche Irrtiimer méglich seien. Um 
nur eines der zahlreichen Beispiele zu geben, erwihnen wir den bekannten 
Fall*) der terniren Formen vierter Ordnung, welche scheinbar durch: 

a+h+e+dtte 

darstellbar sind, wo die a---e Linearformen; dieselben sind tatsiachlich 
nicht allgemein, obwohl die Zahl der Konstanten von 5 Linearformen 
die notwendige Anzahl 5-3 = 15 ist. Eine Methode, die zu untersuchen 
gestattet, ob eine vorgelegte Form die richtige Konstantenzahl besitzt, 
und deren Prinzip auf der bekannten Bedeutung des Verschwindens der 
Funktionaldeterminante beruht, wurde von Kronecker angegeben und von 
Liiroth (Math. Annalen Bd. 13, S. 548 ff.) zum Beweise verwendet, dab 
weder die oben erwiahnte, noch eine andere mit derselben zusammen- 
hiingende Form eine allgemeine Kurve vierter Ordnung darstellen kénnen. 
Man kann aber, wie im folgenden gezeigt werden soll, diesem Prinzip 
ein, haufig miihelos anwendbares, Verfahren entnehmen, um die wahre 
Konstantenzahl einer kanonischen Form, oder eines kanonischen Systems 
von Formen zu bestimmen**), 


*) Clebsch in Crelles J. 59; Liiroth in Math. Ann. Bad. 1. 

*) Fiir das spezielle Problem der Darstellung einer Form als Summe von Po- 
tenzen linearer Formen ist die Frage kiirzlich nach einer giinzlich verschiedenen, 
rein geometrischen Methode von Palatini (Atti d. R. Acc. d. Se. di Torino v. 30. Nov. 
1902 und Rendic. d. R. Acc. dei Lincei v. 17. Mai 1903) behandelt worden. 
{[Anm. der Redaktion. | 
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Der Ideengang soll zuniichst an einem ganz einfachen Beispiele klar- 
gelegt werden. Es seien a---e fiinf lineare terniire Formen mit un- 
bestimmt gelassenen Koeffizienten, sodaB also die Gesamtzahl der Koeffi- 
zienten, oder, wie man zu sagen pflegt, die ,Anzahl der Konstanten“ 
der fiinf Formen 15 betragt. Es handelt sich nun darum, zu untersuchen 
wieviel Bedingungen der Kurve 


at+-.-+e=0 


? 


auferlegt werden diirfen, ob 14 oder weniger. 
Wir bezeichnen die Variabelen mit 2,, 2, x, wnd setzen die un- 
bestimmten Koeffizienten von a---e so an, daB ist 
A = A,X, + Ag®, + AgXs, 


b = ba, + bya + d5%;5, 
€ = €, Ly + ly Ly + Cy Hy. 


Dann bilden wir a* + ---+ e und ordnen diesen Ausdruck nach Potenz- 
produkten der 2,, 2, %,. Es sei identisch 


4 o> a = 4 
ae +> +O = Yo o%y + Ps1,0%1 2 + °° + + Po.o,4% 


Die g;,, sind Funktionen der a,---¢, und immer dann unabhingig 
von einander — d. h. imstande, jedes beliebige Wertsystem anzunehmen — 
wenn deren Funktionaldeterminante 


| Ps,0.0 ... PPs,010 | 
| ea, ee, | 
4 as — 
CFo,0r4 . . , “Poros 
ea, ee, 


nicht identisch verschwindet. 


Genauer, sie sind durch @ Funktionalbeziehungen miteinander ver- 
kniipft, wenn die («#—1)* Minoren der Determinante A simtlich fiir 
alle Wertsysteme der a, ---e, verschwinden. 

Wir wollen nun die Konsequenz davon, daB die («#—1)*" Minoren 
von A identisch verschwinden, entwickeln und daraus den Wert von « 
nerleiten. Eine notwendige Folge des erwihnten Umstandes ist, dab 
zwischen 15 linearen Formen, deren Koeftizienten die <2 toe ae sind, 

1 8 
« lineare Dependenzen bestehen. Wir fiihren daher 15 Unbestimmte 
"°°" 5 ein und setzen 
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29%4,0,0 0%, 0,0 


£4.0,0 -_ da, “+--+ Oe; * N15» 








0%o,0,4 0%o,0,4 
£0,0,4 = da, ao <p de, "15° 








Aus der Gleichung 
A+ + + A= Gy ig ot +++ + Doo a%s" 
folgt nun durch Differentiation 


e 
4a? « x, = 28:00 
a 





P ce é , ‘ 
4a°- a, = ST's 


Mithin durch Multiplikation mit den y,--- 4,,; und nachherige Addition 


4a* (a, + My + X33) + 40°(@ +--+) +> 
= bh 0% + §3,1,0% Xs aati 
Wenn die («— 1)" Minoren von A verschwinden, so gibt es a lineare 
independente Wertsysteme 7, - -- 4,;, die von 0 verschieden sind und die 
f1.0,0° °° &,0,4 Samtlich zu 0 machen. Mithin existieren dann auch « 
linear independente Systeme von Formen 


@ = X,%, + Xy%y + Ly hs, 
DT = 41% + XqM%s + Xs %e, 
etc. 
welche die Gleichung befriedigen 
aa’ + 8b’ + be + dd’ + &e =0. 

Diese Gleichung ist also zur Bestimmung von « geeignet. Hat dieselbe 
keine Lésung, so ist A von 0 verschieden, und jede terniire Form 
4 Ordnung ist durch at + ----+ e darstellbar. Hat sie jedoch « linear 
independente Systeme von Liésungen, so muf eine terniire Form 4** Ord- 
nung « Beziehungen geniigen, um in der Gestalt a* + ----+ e* darstellbar 
zu sein. 

Nun zeigt sich aus der Diskussion obiger Gleichung, daB « = 1. 
Hat dieselbe w linear independente Lisungssysteme (a’---e’), so gibt es 
auch, wie man leicht sieht, « linear independente ternire Formen 4** Ord- 
nung, welche a---e zu Doppelpurkten haben (wobei a---e in durch- 
sichtiger Weise geometrisch gedeutet sind). Bei allgemeiner Lage der 
a---e gibt es aber nur eine solche Form, nimlich das Quadrat des 
durch a---e gelegten Kegelschnittes. Somit a=1. Die terniiren Formen 
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4* Ordnung haben daher genau einer Bedingung zu geniigen, um durch 
at*+.--+e¢ darstellbar zu sein. Da nun at+---+e* zu dem durch 
a---e gelegten Kegelschnitt apolar ist, und dies eine einfache Bedingung 
ist, so ist das Vorhandensein eines zur ternéren Form 4 Ordnung 
f apolaren Kegelschnittes auch die hinreichende Bedingung fiir die Dar- 
stellbarkeit von f durch a*+---+e. Ist g der zu f apolare Kegel- 
schnitt, so gibt es also co’ Punktquintupel a---e auf g, derart daB 
f= at feeet é, 

Der Gedankengang, wie er oben skizziert war, fiihrt in jedem ge- 
gebenen Falle zum Ziel. Da auch im allgemeinen Falle keine wesentlich 
anderen Ideen beniitzt werden, als oben, so geniigt es, das allgemeine 
Theorem auszusprechen, und den Beweis desselben durch den Hinweis 
auf das Obige fiir erledigt zu erkliren. Das Theorem lautet: 

Theorem: Es seien a, b,---,e homogene Formen irgendwelcher 
Systeme von Variabelen und irgendwelcher Ordnungen innerhalb dieser 
Variabelen. Ferner seien irgendwelche Konkomitanten der Formen a---e, 
die etwa durch ihr Aronhold-Symbol oder irgendwie anders definiert 
seien, gegeben und durch F,, F,--- F, bezeichnet. SchlieBlich seien 
noch die a---e irgendwelchen Bedingungen (B) unterworfen, denen zufolge 
alle Formen eines Moduls der Koeffizienten von a---e, dessen Basis 
J,,J,---d, sei, verschwinden. Bezeichnet dann N die Anzahl der Kon- 
stanten, welches ein System (a@---e) noch besitzt, das den Bedingungen 
(B) geniigt, und ferner » die Anzahl der linear independenten Lésungs- 
systeme (a’---e’) der Gleichungen 


0 = lim —(F,(a+ eu’, b+ eb'--) — Fa, b--)) 
e=0 


und , 
0 = lim = (J,a+ea’, b+eb'---) —d,@, b--»)) 
e=0 


wobei a---e noch den (B) geniigt, so ist N—m die genaue Konstanten- 
zahl der F,---F, unter Beriicksichtigung der (B). 

Dabei ist noch von wesentlicher Bedeutung, daB das System (a---e), 
welches den (B) geniigt, innerhalb dieser Beschrinkung unbestimmte 
Lage haben mub. 

Um ein Beispiel zu geben, untersuchen wir die Konstantenzahl des 
Ausdrucks 

au + bev, 
wo a, b, ¢ linear, « von der Ordnung m—3, v von der Ordnung m— 2 
und das Variabelengebiet das terniire ist. Alle diese Formen seien un- 
eingeschrankt. Die Anzahl der Unbestimmten ist 


Hus y 282-3 +8484 <2" =m? — 2m + 10. 
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Um » zu finden, setzen wir an 
(G) aa'u + aeu’ + bev + be'v + bev’ = 0. 
Da offenbar jede Beziehung der Art, 
a*q+br+bs=0, 


worin a, b’, b linear, dazu fihrt, daB 6’ ein Multiplum von b (von ganz 
besonderen Lagebeziehungen abgesehen), so muB sein 

b= B b, 
ebenso 

c=ye, 
wo 6, y Konstante. Bei Substitution dieser Werte wird 

a(au+aw) + be(B+y0+v)=0, 
also 
au+aw =bcO, 


(B+y)v+v=—a’O. 
Aus erster Gleichung folgt wieder 
a =«aa, 
mithin 
uw =— aa+ phe, 
v=—ap—(Bbt+y)», 
wo «@ eine beliebige Konstante, p eine beliebige Form (m—5)*" Ordnung. 


Damit sind alle Méglichkeiten, der Gleichung (G) zu geniigen, erschépft. 
Es findet sich 


(m — 4) (m — 3) 
n= 3 + ens ie —, 


also 
, (m -+ e + 2) ,; 


d. h. jede beliebige Form f m‘* Ordnung ist in der Gestalt 
au + bev 

darstellbar, wobei nur m > 3 vorausgesetzt ist. 

b=0 und c=0 sind offenbar Inflexionstangenten von f= 0, a ist 
die Gerade, welche die resp. Beriihrungspunkte von b, ¢ verbindet, «=0 
irgend eine Kurve, welche durch die 2(m— 3) Punkte geht, in denen 
b=0 und ¢c=0 die Kurve f=0 noch schneiden, und v = 0 ist eine 
f=0 in den (m—2) Punkten, die a=0 mit f=0 noch gemein hat, 
dreifach beriihrende Kurve, welche auBerdem noch die (m — 2) (m — 3) 
Punkte enthilt, die uO und f=0 auBer den 2(m—3) genannten noch 
gemein haben. 














Zur Theorie der kanonischen Formen. 439 


Oder sei, wieder im terniren Gebiet, die Form a? + b® + c® unter- 
sucht, wo a, b, ¢ Formen m* Ordnung; N =3.- Srhers. 


Die Gleichung 
aa + bb’ +ecc =0 


fiihrt nach dem Noetherschen Fundamentalsatz zu 


a = yb— Be, 
bo =ac— ya, 
c = Ba—ab, 


wo «, B, y beliebige Konstante. m ist also = 3 und die Konstantenzahl 
der Form 


3 
= => (m +3). 


Fiir m= 2 zeigt sich, daB die Formen 4" Ordnung immer durch 
a*+b?+ c® darstellbar sind. Diese Darstellung ist offenbar mit der 
anderen 

a+b-e 
wo b, ¢ von der 2" Ordnung, im wesentlichen identisch. Es zeigt sich, 
daB diese kanonische Gestalt mit den eine Kurve f= 0 vierter Ordnung 
in vier Punkten beriihrenden Kegelschnitten in Verbindung steht, sowie 
mit den Paaren von Punktquadrupeln auf /=0, welche sowohl residual 
wie auch korresidual zu einander sind. 

Im quaterniren Felde sei 

abe + def, 

wo a, b, c, d, e, f limear, als Ausdruck fiir kubische Formen unter- 
sucht. Die Gleichung 
(G@) abe+abc+abe+def+déf+def’ =0 
zeigt nun, daB a’ = 0 durch die drei Punkte geht, welche 

a=0, d=0, e=0, 

a=0, d=0, f=0, 

a=0, e=0, f=90 
beziehungsweise gemein haben. Bei allgemeiner Lage der a---/ ist also 


a = aa 
und ebenso 
b= Bb, c=ye, T=dd, e=ee, f =Ff, 
wobei 


a+B+y=0, d+e+6=0. 


Die Konstantenzahl des Ausdrucks ist also 6-4—4=20. Es zeigt 
sich, daB jede kubische Form in obiger Weise darstellbar ist. Die 
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a=0Q---f=0O sind Ebenen, welche die kubische Oberfliiche je in drei 
Geraden schneiden, und aus dieser Tatsache lassen sich die Systeme a--- /f 
konstruieren, welche in obiger Weise die Gleichung der Oberfliiche zum 
Ausdruck bringen. In Verbindung hiermit ist es interessant, die Kon- 
figuration von 12 Ebenen ay, @,, dg, by, b,, bg, Coy Gy, Co» My» A, dy zu 
untersuchen, welche die Gleichung 


Ay Ay + Dy d, by + Cg, Cg + dod, d, = 0 
befriedigen. Die hierdurch ausgedriickte Bedingung ist von der 17" Ord- 
nung und es zeigt sich, daB (bei geeigneter Wahl der Indizes) die Ebenen 
a,, b;, ¢, d, immer dann einen Punkt gemein haben, wenn 
i+j+k+1=0 (mod. 3). 
Diese wenigen Beispiele, deren Zahl sich iibrigens leicht vermehren lieBe, 


mégen vor der Hand geniigen, um die Anwendbarkeit des Theorems 
darzutun. 


New York im Mai 1903. 
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Unstetigkeiten in den linearen Integralgleichungen. 
Von 


O. D. Ketioae in Princeton New Jersey U.S. A. 


g 1. 

Eine besondere Art von Funktionalgleichungen hat wieder in neuerer 
Zeit die Aufmerksamkeit auf sich gelenkt, niimlich diejenige, in welchen 
die gesuchte Funktion mit einer bekannten Funktion multipliziert unter 
einem Integralzeichen steht. Aus diesem Grunde ist fiir solche der Name 
, ,Integralgleichung* vorgeschlagen worden. Wichtig sind die folgenden 
zwei Typen: 


1 
(1) ((s) =f p(t) K(s, t) dt, 
0 
1 
(2) {(s) = 9(s) +f op K(s, t) dt, 
0 


wo f(s) und K(s, ¢) bekannte Funktionen sind, p(s) aber gesucht wird. 

Die Gleichungen zweiter Art haben unter gewissen Stetigkeitsbe- 
dingungen fiir K(s,¢) eine allgemeine und elegante Lisung durch Herrn 
Fredholm gefunden*). Die Gleichungen erster Art sind dagegen wesent- 
lich andere, weil das g(s) jetzt nicht mehr auBerhalb des Integralzeichens 
auftritt, und man kann sich leicht davon iiberzeugen, daB sie nicht in 
derselben Allgemeinheit auflésbar sind wie die anderen, denn wiire z. B. 
K(s,t) in bezug auf s ein Polynom x‘*" Grades, so miiBte fiir irgend- 
welches g(t), f(s) auch ein Polynom sein, von héchstens »™ Grade. 
Ubrigens sind in folge der Anwendungen auf die mathematische Physik 
und die Funktionentheorie solche Integralgleichungen von Bedeutung, in 
denen das K(s,¢) eine Unstetigkeit besitzt. Die vorliegende Arbeit be- 
handelt also Integralgleichungen der angegebenen Arten, in denen gewisse 
Unstetigkeiten vorkommen**). 


*) Acta Mathematica Bd. 27. 
**) Sie ist zum Teil eine Neubearbeitung gewisser Untersuchungen, welche ich 
im vorigen Jahre unter Leitung von Herrn Prof. Hilbert fiir meine Doktorarbeit 


Mathematische Annalen, LVIII. 29 
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§ 2. 

Will man eine geschlossene ebene Kurve ohne Doppelpunkte so mit 
Masse belegen, daf die nach dem Gesetze des logarithmischen Potentials 
hervorgerufene Potentialfunktion vorgeschriebene Randwerte annimmt, so 
fiihrt die Frage nach dem Moment dieser Belegung auf eine Gleichung 
der ersten Art. Nun ist, wie schon bemerkt, fiir allgemeines K(s, ¢) die 
Gleichung (1) von beschriinkter Lésbarkeit. In einem wichtigen Fall 
dagegen, auf den sich auch die erwihnte Frage aus der Potentialtheorie 
durch teilweise Integration zuriickfiihren liBt, kénnen wir die Gleichung 
sehr allgemein lésen; das ist der Fall, wo K(s,¢) fiir s=¢ einen Pol 
hat, und unter dem Integral dann der Cauchysche Hauptwert zu _ver- 
stehen ‘ist. Die Lésung ermittelt man durch die von Herrn Hilbert auf- 
gestellten Reziprozititsformeln: 





1 1 
(3,) 9(s) =| f(t) etg a(s—t) dt + y(t)dt, 
0 0 
(3,) fe = —f 9(t) etg a(s—t)dt +f f(t)at. 
0 0 


Ist in der ersten dieser Gleichungen das (s) vorgeschrieben, so gibt die 
zweite das f(s) an, welches, in die erste eingesetzt, sie befriedigt und 
umgekehrt ist (3,) die Lésung von (3,). Die Formeln gelten fiir strecken- 
weise stetige und differentiierbare Funktionen p(s) und f(s) vorausgesetzt, 
daB etwa vorhandene Unendlichkeitsstellen von niedrigerer als erster Ord- 
nung sind. Sie kinnen folgendermaSen abgeleitet werden. Man geht aus 
von einer Potentialfunktion u(«, y) fiir die Fliche des Einheitskreises, die 
auf der Kreisperipherie die Werte f(s) annehmen mige. Wir nehmen 
vorlaufig an, was eine kleine Erleichterung mit sich bringt, dab 


1 
JS f@®adt=0; 
0 


spiter wird diese Einschrankung aufgehoben werden. Die iiberall im 
Inneren des Kreises stetige Funktion w(x, y) ist eindeutig darstellbar als 
Potential einer Doppelbelegung, wie die Potentialtheorie lehrt: 


1 


1 
(4) u(a, y) = 2a {y(t) a log > dt 
$ . (2, v) 


machte (vgl. meine Inauguraldissertation, Gittingen 1902). Von den Vorlesungen 
Hilberts habe ich freien Gebrauch gemacht. 





Ls 
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wo 
t " 
e*(,.,) = [2-2 OF + y—yOF 
ist; ¢, sowie s bezeichnen einen Parameter, welcher gleich as mal der von 
einem beliebigen Punkt gemessenen Bogenliinge des Kreises ist. Die 
Stetigkeit dieser Funktion u(x, y) gilt auch tiberall am Rande, wo die 
Randwerte f(s) stetig sind. 

Es ist nun eine konjugierte Potentialfunktion v(x, y) tiberall im 
dw @v Gu dv. denti 
ua Gy? cy ~~ da *ndentig 
bis auf eine Konstante bestimmt. Diese wird im Inneren der Kreisfliche 
stetig sein, und auch an den Stellen des Randes, wo u(a, y) stetig und 
differentiierbar ist, also wo dasselbe von f(s) gilt. Nun ist, da 


log (x + 7y) = log ge’ = loge + i® 


Inneren des Kreises durch die Gleichungen 


1 
‘ d log - 
eine komplexe Funktion ist, — o~ das zu a konjugierte Potential. 





Es gilt also fiir das Innere des Kreises die Darstellung 


t 
é P j iad ff ) 
(5) v(v, y) =— 2a | g(t) — an dt, 


0 


o(.1,) — are =, 


w(t)— x 
Die Gleichungen (4) und (5) bilden die Grundlagen des Beweises fiir die 
Formeln (3). Der Gedankengang ist folgender: Fiir die ,gewéhnlichen“ 
Punkte des Randes (wo /(s) stetig und differentiierbar ist) geht u(x, y) 
stetig in f(s), und v(z,y) stetig in seine Randwerte g(s) iiber. Die 
Ausdriicke rechts in den zwei Gleichungen (4) und (5) gehen bei An- 
niherung des Punktes (x, y) an einen ygewohnlichen* Punkt (x(s), y(s)) 


des Randes stetig in xg(s) beaw. in x { ‘g(t) ctg a(s—t)dt iiber. Da nun 


jede der zwei Gleichungen (4) und (5) immer innerhalb des Kreises gilt, 
und da bei Anniherung des Punktes (7, y) an den Rand jedes Glied sich 
stetig einer bestimmten Grenze nihert, so gelten die Gleichungen auch 
an der Grenze, und wir haben 


f(s) bia mg(s), 
6 A, 
(6) |o0) =f g(t) ctg x(s—t)dt 
oder ‘ 


1 
p(s) = | {(t) etg a(s—t)dt 
3 


29* 
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eine Formel die fiir alle ,gewdhnlichen* Punkte des Randes die Werte 
eines Potentials mit denen des konjugierten verbindet. Betrachtet man 
auf ganz iihnliche Weise die Funktion v(x, y) und ihre konjugierte, — (a, y), 
so findet man zwischen f(s) und g(s) auch die Beziehung 


1 
f(s) = —f y(t) ctg a(s—?) dt. 
0 


Es bleibt also nur noch darzutun, da die erwiihnten Ubergiinge in (6) 
stetig sind und die Einschrinkungen 


St@at=f p@at=0 


zu beseitigen. Dab 
i 


2x f a(t) o- log (' ‘y 
@ 
cy. 


0 
stetig in wg(t) iibergeht, ist der gewéhnliche Satz fiir die Randwerte 
einer Doppelbelegung, wenn man bemerkt, da fiir den Kreis 
(;) 1 


foo" ae P = f g@at 


% 


ist, und, daf 
1 


J f(tdt = 0 


war. Dagegen ist die Po des Uberganges von 


“ ref _ , ” me tae sles) a ” 1 


1 


fot) ctg a(s—t)dt 
0 


in 


nicht ohne weiteres klar. Wir wollen das Verhalten des Integrals be- 
trachten, wenn der Punkt (x, y) sich einem ,gewdhnlichen“ Grenzpunkte, 
fiir den wir der Bequemlichkeit halber den Punkt (1,0), s=0 nehmen 
kénnen, niihert. Zu diesem Zwecke teilen wir das Integral in zwei 
Teile — von ¢=—e in positiver Umlaufsrichtung bis ¢= + ¢, und von 
t=-+e weiter bis ¢= — «, — wir denken uns naturgemiif alle vorkom- 
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menden Funktionen als auBerhalb des Intervalles 0 bis 1 durch die 
Forderung definiert, daB sie die Periode 1 haben, Wir haben also 


+e -" t 1-e 
a Jao. _ aes, a dt — fot A loge ls, J dt. 


+e 








Sobald etwa a—1|+ y << ist, ist das erste Integral immer sietig, 


da der Integrand eine stetige Funktion von x und y innerhalb dieses Be- 
reiches ist. Wir wihlen nun «, iiber das wir frei verfiigen kénnen, so 


klein, daB in dem Intervalle ¢=—e bis t=+¢ g(t)= Ko stetig und 


differentiierbar ist, was miglich ist, da der betrachtete Punkt (0, 1) ein 
»gewoOhnlicher® sein sollte. Wir haben also nur noch zu zeigen, dab 


eine stetige Funktion von x und y fir c=1, y=O ist. Zu diesem 
Zwecke ziehen wir den Kreisradius durch den Punkt x, y; er mége die 
Peripherie im Punkte ¢= ¢, treffen. Hiermit wollen wir also nicht die 
Richtung in welcher (#,y) an die Peripherie heranriickt, einschriinken; 
t, kann als eine Verinderliche angesehen werden. Wir haben jetzt 


1 | t-o 
fai *eptaem a) ff | 
e o=0 
<< -é ito 


denn liegt (~, y) nicht auf der Mie. so hat . Grenzwert rechter 
Hand den gewéhnlichen Sinn eines Integrals, sonst stimmt er mit dem 
(gemeinten) Cauchyschen Hauptwerte iiberein. Teilweise Integration 
gibt nun 


é log e (.: y) 


foo . pis log @(,, eo — 9(— ) log @ a I 


L [g(t —6) log (* y)- g(t, + 6) log o o(*4)] 


= 


- J od) log @ (, a dt. 


Auf der rechten Seite ist das dritte Glied wegen der absoluten Integrier- 
barkeit des Logarithmus durchweg stetig, das erste Glied ist fiir 


x—-1|+l¥l<> 
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auch stetig, und das zweite verschwindet fiir jedes (x, y) in demselben 
Bereiche, denn 

1) liegt (a, y) nicht auf der Peripherie des Kreises, so ist alles stetig, 
und das Glied verschwindet daher mit o. 

2) liegt (a, y) auf der Peripherie, so nimmt das Glied, da 

loge Lows = + log 9? = 5 log[1 —2 cos 2x(t, F 6—t,) + 1], 
die Form an: 

L g(t — 6) — g(t, + 6)| log 2 sin x6 


a= 


und dies verschwindet wegen der Differentiierbarkeit von g(¢) in diesem 
Bereiche. 
Also ist der ganze Ausdruck 


Mire *(s,4) 
fo : (ey 


~dt 


im betrachteten Punkte stetig. Man berechnet leicht seinen Wert fiir 


1 
den Randpunkt s und findet ihn wie angegeben = x { g(t) etg x (s—t)dt. 


Die folgenden Formeln sind also aufgestellt: 


1 
9(s) = J f(t) etg a(s—t)dt, 
0 





f(s) = — fot) ctg a(s—t) dt. 
0 


1 1 
In dem vorhergehenden waren { f(t)dt= f gy(t)dt = 0. Sollten nun f(s) 
0 6 


diese Bedingungen nicht befriedigen, so tun es doch 


f(s) “f f(t)at, 9s) — f o@at, 


und die eben erhaltenen Formeln auf diese Funktionen angewandt, liefern 
die gewiinschten Gleichungen (3). 

Wir haben nur die Punkte betrachtet, wo f(s) und g/(s) stetig und 
differentiierbar waren. Nun aber kann man direkt verifizieren, daB die 
Formeln noch fiir Punkte gelten, wo die Stetigkeit unterbrochen wird. 
Nehmen wir z. B. an, f(s) erleide einen endlichen Sprung, etwa fiir s = 0: 
f(+ 0) — f(—0) = aa, f(s) dagegen mége stetig sein. Als Integrations- 
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grenzen kénnen wir die bequemeren — 2 und + = nehmen, da der 
Integrand die Periode 1 hat. Dann gibt (3,) 


1 
+- 
1 t 
9(s) =+ fo dt + 8,(s) 
-1 
wo S, (¢=1,2,---) hier und im folgenden eine im Punkte s = 0 stetige 


Funktion ‘bedeuten soll. Ferner ist 


1 


; 
+= 


S2-% J di+ sf mee ans af 32 2. 


ons! — 


Die zwei ersten Glieder auf der rechten Seite bilden eine fiir s = 0 stetige 
Funktion. Das dritte Glied aber verhiilt sich bis auf eine stetige Funk- 
tion wie alog's'. Wir haben also g(s) =a log |s|+S,(s). Es fragt 
sich, ob dieses (s) in (3,) eingesetzt wieder fiir f(s) een Sprung von 
der GroBe ax ergibt. Dies ist in der Tat der Fall, denn die Substitution 
t=s+' liefert 


1 
+ 


f(s) = e fiaietel dt’ + §,(s). 





Also ist 
. 
i a sid 
f(s) — 1-8) = $ fog ts! + s,s) 
1 


-L Jin tt fg 


1 
2a cn ioe had dt. 


bs — 8| ¢ 


o=0, 
o 


Trennt man nun das Integral in zwei Teile, je nachdem ¢<s oder s < / 


: . t. : 8. 
ist, und entwickelt dann nach Potenzen von — in einen und -; im anderen, 
so kann man die Integration ausfiihren: 
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fies itty tae f [batten t fa 
~a[ttheh tert 


fog |i ¥s SS a 2[1 + gets: +e] + s-S,(s). 


Also ist 


is g(tts dt ee ania 
BE, flog. |t— 8} t =4[1+5.+,2¢-] +5 S00) 


=4[=]+5-S,(). 


Also finden wir schlieBlich 
. 8a 2 -— 
f(s) -—f(-3)= =: ~ + s-S,(s) 


und f(s) zeigt also das behauptete Verhalten. 
Auf ganz iihnliche Weise findet man, dab die Formeln auch fiir 
algebraische Unendlichkeitsstellen erhalten on Man findet namlich, 


daB f(s) = pe - COS = , in (3,) eingesetzt, p(s) = —.. sin “* fiir positives s, 


$s} 


9(s) = gin <7 fiir negatives s liefert; und sane liefert dies p(s), 
|s 


a 


in (3,) cities jenes f(s). 

Man kann sich auch leicht durch teilweise Integration iiberzeugen, 
daB sich Unstetigkeiten in den Ableitungen von /(s) und g(s) genau 
ebenso reproduzieren. 


Mit Hilfe dieser Hilbertschen Formeln (3) kénnen wir gleich zwei 
Integralgleichungen lésen. Erstens 


1 
(7) f(s) =f 9(O [a etg x(s—8) + S(s, é)]at 
0 


wo S(s,é) eie endliche und bis auf einzelne Linien stetige und dif- 
ferentiierbare Funktion ist. Multiplizieren wir nimlich die Gleichung mit 


1 : ; , 
— ~- etg (ry —s) und integrieren in Bezug auf s von 0 bis 1, so be- 


kommen wir 
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(8) f(r) = 9(r) £f o@® K(r, 8 at 


wo 


1 
fi(r)=- if f(s) etg x(r—s) ds 
0 
und 
1 
K(r, t) =—1— =. S(s, t) etg a(r —s) ds 
0 


beides bekannte Funktionen sind. MHierin ist eine Vertauschung einer 
Integrationsfolge vorgenommen worden, diese ist aber berechtigt unter den 
fiir S(s, ¢) gemachten Voraussetzungen. Nun ist (8) eine der Fredholm- 
schen Methode vollkommen zugiingliche Gleichung, und durch sie wird 
die Lisung der Gleichung (7) geleistet, falls diese tiberhaupt eine Lésung 
hesitzt. 


§ 4. 
Die Gleichung 


(9) f(s) = (s) +f ot) [a ctg a(s—t) + S(s, t)] dt 
0 


behandelt man auf fhnliche Weise. Maultiplikation mit ctg a(r—s) und 
Integration von 0 bis 1 in Bezug auf s gibt 
1 1 


(10) hr) = { p(s) ctg a (r—s)ds — ag(r) +a { 9(t) dt 


0 0 
1 1 
+f [p(t) S(s, t) etg x(r—s) dt ds, 
0 0 


und wenn wir die Benennung der Integratiousverinderlichen passend ver- 
tauschen und die mit @ multiplizierte Gleichung (10) von der Gleichung (9) 
abziehen, so bekommen wir wieder eine der Fredholmschen Methode zu- 
gingliche Gleichung, deren Lésung auch eine Liésung von (9) ist, falls 
diese lisbar ist. 

§ 5. 

Es war eine Eigenschaft der Hilbertschen Formeln, die Randwerte 
einer Potentialfunktion auf einer Kreisperipherie anzugeben, ausgedriickt 
mittelst der Randwerte des konjugierten Potentials. Liegen aber die 
Randwerte lings der Begrenzung eines anderen Gebietes 2 an Stelle der 
Kreisperipherie vor, so bediirfen die Formeln einer kleinen Erweiterung, 
die wir eintreten lassen kénnen, falls wir eine konforme Abbildung des 
Gebietes Q auf den Kreis kennen. 
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Fiir den Kreis lauteten die Formeln 


1 1 
g(6) = {f(r ctg a(6 —t) dr + { g(x) dt, 
(11) ’ ’ 


1 1 
|r = —f g(x) ctg a(6—t) dt +ff@) dt. 
0 0 
Sind nun die Randwerte g(s) einer Potentialfunktion U(x#,y) des Ge- 
bietes Q gegeben, so kénnen wir offenbar die Randwerte ~(s) des kon- 
jugierten Potentials V(x, y) auf folgende Weise bekommen. Die konforme 
Abbildung des Gebietes Q der z=x-+ iy-Ebene auf einen Kreis der 
= £ + in-Ebene, dessen Peripherie gleich der Liingeneinheit (eine Voraus- 
setzung die wir der Bequemlichkeit halber auch fiir die Liinge der Be- 
grenzung von $2 machen), verwandelt U(#,y) in eine Funktion 


U(x(&, ), y&, y)) = u(&, 0), 

die auf der Begrenzung des Kreises die Werte g(s(6)) = /(6) annimmt. 
Wir bestimmen die Randwerte g(6) des zu u(&, 74) konjugierten Potentials 
v(&,) und machen die zur eben angewandten Transformation inverse 
Transformation, womit wir g(o(s)) = ~(s) bekommen, da bei einer solchen 
Transformation konjugierte Potentiale ebensolche bleiben. All’ diese Opera- 
tionen kénnen wir mit den Formeln (11) vereinigen, falls wir nur die 
Abbildung der Randpunkte 6 = o(s) ermittelt haben: 


(12,)  ¥)= Jott) etg x[6(s) — 6(r)]o’(¢) dt+ fv(t)o'(t) dt, 


(12) p(s) =—.f v(t) etg a[o(s) — o(x)]o’(¢) dt +f o(t) 6’ (t) dt. 


Die Funktion 6 = 6(s) wird durch die konforme Abbildung bestimmt. Ist 
die Funktion, welche die Abbildung vermittelt 
; a= F(f) = Fee”) 
so ist 
dz = F’(§) dé, 
und wenn wir die konjugiert imaginire GréBe durch einen Strich andeuten, 
dz-dz = F'(§)- F'(g) -dg- dg 
oder ane. 
da? + dy? = F'()- F'©@ 8 + ay) 
ds? =|F'(§)- F'(Q)] _ 1 de? 


0 
. 


d. h. 


2a 
also 
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; 4 S 
(125) s= [1F'O-FPO| 2 do, 
% r 


dies gibt die verlangte Beziehung zwischen s und 6 an. 

Die Formeln (12) sind also die erweiterten Hilbertschen Formeln, 
welche auch gerade wie (3) ein reziprokes Verhalten zeigen. Spezielle 
Gebiete liefern sehr interessante Formelpaare, wie z. B. die Halbebene: 


+ % +a 
:; 1 {* 1tst dt ee * dt 
we = | p(t) nat rpet 4 {v® ite 


+e te 
; 1 ~ te Lt 1 ~ Ct 
oo =—4 fom ttt +4 foo te 


 s = tang zo. 





Wenn man nach der Grenze der Giiltigkeit der Formeln (12) fragt, so 
sieht man, indem man sie als Formeln in 6 und rt auffabt, daB (s(o)) 
und y(s(6)) stiickweise stetige und differentiierbare Funktionen von 6 sein 
miissen, welche durchweg integrierbar sind. (Cf. Formeln (3)). Wir nehmen 
an, daB® sie solche Funktionen von s seien. Falls nun die Begrenzung 
von 2 in Strecken zerfiillt, lings deren sich die Tangente stetig indert, 
so ist s(6) stiickweise stetig und differentiierbar in 6; dieselben Eigen- 
schaften folgen dann aber auch fiir g(s(6)) und y(s(6)). Was die Integrier- 
harkeit von diesen Funktionen anbelangt, so sieht man, daB g(s)o’(s) und 
w(s)o’(s) integrierbar sein miissen, was nur in den Punkten, wo die 
Tangente an die Begrenzungskurve einen Sprung erleidet, eine neue Be- 


dingung mit sich bringt: wenn die Tangente durch einen Winkel ez 
1 1 


springt, so miissen g(s)s'~* und o(s)s'~* mit s verschwinden. Insbe- 
sondere haben wir keine neueren Bedingungen, falls alle Winkel der Be- 
randung ihre Spitzen nach auBen gekehrt haben. 


§ 6. 


Eine dritte Art mit Unstetigkeiten behafteter Integralgleichungen tritt 
im Fall der Doppelbelegung einer Kurve mit Ecken auf, obgleich ihre 
Anwendung nicht auf dies Gebiet beschriinkt ist. Nehmen wir an, zwei 
analytische Kurvenstiicke, die einen Teil der Begrenzung von 2 ausmachen, 
begegnen sich unter einem Winkel wz, und rechnen wir die Bogenlinge s 
der Randkurve, x = «(s), y= y(s), von diesem Punkte aus. Dann findet 


man fiir K(s, t) = ~ £ arctg ees) die folgende Gestalt: 
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fir s<0,t<0O oder fir s>0,¢>0 
ist K(s,¢) eine stetige, analytische Funktion, fiir s <0, ¢> 0 ist 


aie sin a 2 —s 
=> - 2p Tet ©), 
fir s>0, ¢< 0 ist 


Ke) ~ S. 


s i . 
a J ? 
Ei s* — 2st cos am + t? + BY(8, t) 


wo E_(s,¢) und E,(s,¢) zwei endliche Funktionen sind. Speziell fiir 
rechte Winkel hat man K(s, ¢) = ~ ae p + £(s,t), wenn s und ¢ ent- 
gegengesetzte Vorzeichen haben. 

Die Integralgleichung 


1 
(13) f(s) = 9(s) +f p(t) K(s, #) dt, 
0 


wo K(s,¢) die obige Form hat, liBt sich nun mittelst der erweiterten 
Hilbertschen lormeln lésen. Hierin sind wf(s) die Randwerte der Potential- 
funktion, welche die Belegung g(s) im Innern von Q hervorruft. Sind 
af,(s) die Randwerte der Potentialfunktion, welche g(s) im AuBengebiete 
hervorruft, so hat man bekanntlich nach der Potentialtheorie: 

(14) i. = 

Die Gleichung ist also gelést, sobald wir f(s) ermittelt haben. Das 
Gebiet, fiir das das vorliegende K(s,¢) charakteristisch ist, mége von 
Teilen analytischer Kurven begrenzt werden. Es laiBt sich also konform 
auf den Kreis abbilden, und wir kénnen die Hilbertschen Formeln auf- 
stellen, sowohl fiir das Gebiet Q, wie fiir das Gebiet Q,, welches aus der 
Ebene entsteht, wenn man Q davon ausschneidet. Dann betrachten wir 
die zwei Potentialfunktionen u;(x, y) und u,(x, y), welche p(s) in Q und 
in Q, hervorruft, und die zu ihnen konjugierten Potentiale v;(~, y) und 
v,(£,y). Mittelst der Hilbertschen Formeln bekommen wir die Rand- 


werte v,(s) aus f(s). Dann erhalten wir, da am Rande ne = ae folglich 
Ov, Gv 

auch ~~ = -.“ ist, durch Integration: 
cs os 

(15) v,(s) = 9,(s) + ¢. 


Kine nochmalige Anwendung der Hilbertschen Formeln liefert, bis auf 
eine Konstante, die man durch Hinsetzen in (12) und (13) bestimmen 
kann, f(s). Nur ist es wichtig zu bemerken, daB man auf die Glei- 
chung (15) aus der vorhergehenden schlieBen kann; denn es kinnte még- 
lich sein, daB die Konstante ¢ nur fiir gewisse Strecken und nicht fiir 
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den ganzen Rand denselben Wert behielte, da wir nur von v,(s) und v,(s) 
wissen, daB sie streckenweise stetig sind. Wir wollen aber zeigen, daB 
v,(s) immer dieselben Spriinge erleidet wie v,(s), daB also ¢ durchweg 
konstant ist. 


F (8). ‘ 
Es erleide also “” einen Sprung 
b4 


‘ 4) _ C—O) 
2 ( + * ) , 

an der Stelle s = 0, wobei wir, um ganz allgemein zu sein, annehmen, 
daB die Tangente an die Randkurve von Q einen Sprung durch den 
Winkel «x macht. Wollen wir dann eine Stelle betrachten, wo die Rand- 
linie stetig gekriimmt ist, so brauchen wir nur «=O zu setzen. Der 
vorausgesetzte Sprung von ait © hat nun die Bedeutung, daB f(s) im Punkte 

s = 0 logarithmisch unendlich wird wie 
a l : 
xi—a) 98 1% 


(2 = p(s) springt um a, g(s(6)) ebenfalls, also wird /(s(6)) unendlich 


bi 4 


ie —< =———__*_ 5 | in di ; = gl-« +). 
wie — — log |¢| er log s|, da in diesem Punkte s = 6'~“ + 
Springt dagegen ai) um 6, so wird f(s) unendlich wie 
b 
| 
= 1 Ss} 
+asa log s| 


(da fiir das AuBengebiet s = o'+“*+---; das positive Vorzeichen kommt 
daher, da® der positive Umlaufssinn der Begrenzung von 2, dem der 
Begrenzung von Q entgegengesetzt ist). Wenn wir nun diese Werte 
fiir f(s) und f,(s) in (14) und dann das so gefundene g(s) in (13) ein- 
setzen und die Glieder betrachten, welche logarithmisch unendlich werden, 
so haben wir 


1 
+ 


(16) f(s) + fals) =f(f@) — ft) K(s, t) dt 


2 


worin links 
1 b a ) 
bd ( + 1—« 


der Koeffizient von log |s! ist, und wenn wir etwa s positiv annehmen, 
so ist rechts das gesuchte Glied enthalten in 


0 
1 a b ) r sin aw: s 
See _ , = ~ dt. 
af 1—e 1+ er, pros ' s? — 2st cos ea -+- t* 
1 








—— 


Se 
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Das Integral ermitteln wir nun, indem wir das Intervall teilen: 





0 
log |¢| sin wm - dt 
s* — 2st cotaaw-+ t? 
1 


—s 0 


ns sinew-d (+) : sine fd (=) 
— — , ss. |. 2m | _.. 
log |t - -" log |t 7 73 
‘ 1 2 | cos am + is 1—2— cosan + 


1 —s 


2 


‘ ee s t 
Die Substitutionen — = x und ~ = geben dann 


-1 


d selena 
— | (log s — log a|) o “a =, 


—3s 


0 


. (aa =) 
+ J (log s + log!a}) : 


x£ P4 





e 
-1 


und der Teil hiervon, welcher fiir s = 0 logarithmisch unendlich wird, ist 





0 
x 
2 log s | aretg (. - — ctg wx) | = an log s. 


sin a2 


Also ist der Koeffizient von logs rechts in der Gleichung (16), 


ce a b 

at oe 
welches nur dann dem Koeffizienten von log s auf der linken Seite gleich 
wird, falls a = b ist. 





$7 
Um nun die Gleichung 
1 
(17) f(s) = 9(8) +f POLK, t) + Els, t)]at 
0 
za lésen, wo K(s, t) == Ld arctg a, also Unstetigkeiten der 


8. 452 betrachteten Form hat, wobei E(s, ¢) eine endliche, bis auf einzelne 
Linien stetige und differentiierbare Funktion ihrer beiden Argumente ist, 
brauchen wir die Lésung von 
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(18) f(s) = 9(s) + foo K(s, t)dt, 


wo f(s) die spezielle, einen Parameter enthaltende Form K(s, ¢) hat. 
Die Lisung g(s) mége mit R(s,f) bezeichnet werden, so daB wir die 
Gleichung haben: 


1 
(19) K(s,t) = R(s, t) + f R(v, t) K(s, r)dr. 
B 0 


Um die Lésung R(s, ¢) nach dem vorigen Paragraphen erlangen zu 
kénnen, miissen wir wissen, daB A(s,?¢) fiir alle in Betracht kommenden 
Werte von. eine streckenweise stetige und differentiierbare Funktion von s 
ist, welche auch Bedingungen in Bezug auf die Integrabilitit unterliegen 
muB. Man findet aber, das fiir die Werte ¢=s, welche den Ecken von 
Q entsprechen, KA(s,¢) in Bezug auf s analytisch und auch sogar fiir 
t=, stetig ist, ausgenommen fiir s=s;. R(s,¢) hat also auch diese 
Kigenschaften und man findet, da® auch in Bezug auf ¢ R(s, ¢) sich genau 
so verhilt wie K(s, ¢). 
Nun verifiziert man leicht durch einsetzen, dab 


20) 9(8) = f(s) — FO) Rls, tat 


die Gleichung (18) lést. Ferner ist sie die einzige Lésung; denn der 
Unterschied zwischen zwei verschiedenen Lésungen wiirde der Gleichung 


1 
O = g(s) +f p(t) K(s, t) dt 
0 
geniigen, was, wie die Potentialtheorie zeigt, bei nichtverschwindendem 


y(s) unméglich ist. 
Wenn wir nun umgekehrt (18) in (20) einsetzen, so bekommen wir 


1 1 1 
| Sot) Ks, that =f oO) RG, that +. for) KG ) RG, tarde 
0 0 0 
fiir heliebiges p(t), — also 
1 
(21) K(s, t) = R(s, t) +f Kv, t) R(s, var. 
0 


Mittelst dieser Formel kénnen wir nun die Gleichung (17) lésen. Schreiben 
wir nimlich in dieser Gleichung y fiir s, multiplizieren R(s, 7) und 
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integrieren von O bis 1 in Bezug auf +, so haben wir, wenn wir (21) 
beachten: 


1 11 
f(s) =| p(t) K(s, ¢) di +f f p(t) E(r, t) Rs, r) dr dt, 
0 0 


oder wenn wir diese Gleichung von (17) abziehen: 
1 1 


f(s) — fi (s) = @(s) +f g(t) | E(s, t) — | E(r, t) R(s, r)dr| dt; 


0 0 


was eime der Fredholmschen Methode zugiingliche Gleichung ist. 
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Sul valor medio di Pringsheim e sulla sua applicazione alla 
teoria delle funzioni analitiche. 


di 


G. Vivantr a Messina. 


1. Or sono alcuni anni, Pringsheim*) ha mostrato come l’uso d’una 
certa espressione, da lui denominata valor medio, permetta di stabilire 
elementarmente, cioe in base a sole nozioni d’Algebra, e con grande sem- 
plicita molti importanti teoremi della teoria delle funzioni analitiche, 
tra gli altri il teorema di Laurent, di cui erano state date precedentemente 
due dimostrazioni, indipendenti bensi dal concetto d’integrale curvilineo, 
ma che certo non possono dirsi elementari. 

Io ho riprodotto i procedimenti di Pringsheim nella mia Zeoria delle 
funzioni anualitiche**), applicandoli anche alla dimostrazione di alcuni 
teoremi sulle funzioni intere trascendenti. Riporto qui, con qualche 
modificazione, questi teoremi, aggiungendone parecchi altri che mi sembrano 
non privi d’interesse. 

2. Importa anzitutto ricordare la definizione di valor medio e alcuni 
dei risultati stabiliti da Pringsheim o da questi immediatamente deducibili. 

Sia f(a) una funzione, monogena o no, della variabile complessa 2, 
definita per tutti i punti d’una circonferenza di raggio 7 col centro nel- 
Porigine, e continua su questa circonferenza. Posto: 


l’espressione: 


ie | 


M, (Fo) = > frak 
k=0 


*) Uber die Entwickelung eindeutiger analytischer Funktionen in Potenzreihen, 
Sitzungsberichte d. K. bay. Ak. d. Wiss., T. XXV (1895), p. 75—92. — Uber Verein- 
fachungen in der elementaren Theorie der analytischen Funktionen, Math. Ann., 
T. XLVII (1896), p. 121—154. 

**) Manuale Hoepli, Milano, 1901. 
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al crescere indefinito di » tende ad un limite determinato, che si indica 
con Mt(f(r)): 
M(f) = lim M,, (7), 


e che si dice valor medio della funzione f(x) sulla circonferenza r. 
Il valor medio ha le proprietaé seguenti: 

(1) Mc) = c, 

(2) M(cfir)) = eM(f~), 


dove ¢ denota una costante, 


7 (> A) = > MAM), 
h=1 hA=1 

(4) x ( S10) = ML), 
h=1 / 


A=1 


dove la serie > /,(@) si suppone eqviconvergente sulla circonferenza +, 


h=1 
: . 1 = 0 
(5) MR (rt) — {* Pr em wi m 
0 per uw intero positivo o negativo | 
So0(%) we eicr 
© met} | 
_ fe M(r*fir)) per |x > 
A=1 y 
(7) am (—".) = {o wchantagl * 
r—% O per |a >v} 
(8) M ( a) = My, 
= 
(9) M (r= a, *) = O5n- 


Se f(a) @ una funzione analitica il cui elemento relativo all’ origine 


na 
ha raggio di convergenza @ >, indicando questo elemento con . a,x", 


si ha dalle (6), per le (8), (9): “a 
rfiv) a,x* per a2 < | 


Q per & r 


V 
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ossia: 


(10) am (77) — (f(a) per |2| <r) 


sities 0 per |x| >r] 


3. Premesso tutto questo, prendiamo ancora a considerare la funzione 
analitica f(x). KE noto che gli elementi di tutte le sue derivate relativi 
all’ origine hanno raggio di convergenza @, sicché le serie: 


(2) = S'h+s) h+s—1)-(h4 Vy y,2 (6=1,2,--) 
h=0 


rappresentano funzioni finite e continue sulla circonferenza r, e sono 
equiconvergenti su di essa. L’espressione di /)(x) pud scriversi, per le 
(8), (9): 


f(a) = Dd hts) (h+s—1) vee (ht 1)2hMR (Fe) , 


h=0 


od anche, per le (2), (4): 
a h \ 
f(a) = M (re) Sats (h4+-s—1)---(h+41) iv) 
Z 
\ h=0 
Ora si ha dall’ Algebra per |t| < 1: 


—— => ("5 ) t= py > ht 5-1 (b+ 8-2) + (+ 1M), 
i ie an 


*) Questa formola, che per s=1 si riduce a quella ben nota: 


1 oo 

h 

aoe ae r. 
— he 
h=0 


si dimostra molto semplicemente per induzione completa. Supposto che essa sussista 


per un certo esponente s, ne segue: 
a->C) , > 
Sten). (Ta) +e 
oe Pey Rind be o= ee. 


a sua- > (7')¢ 


h=0 





ora: 


quindi: 
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Ne segue per |w| <1, scrivendo s+ 1 invece di s: 


2 A 
tod DS bts) 4s—1) 4), 
(1 =) h=0 
7 
sicché: 


(11) F(a) = st MR ( _ :) per |x| <r. 
@r —a)** 
4. Sia ancora f(x) la stessa funzione analitica, e denotiamo con P(z), 
iQ(x) le sue parti reale e imaginaria: 


f(x) = >a, = P(x) + 7tQ(z). 


Le P(x), Q(x) sono funzioni non monogene della variabile complessa 2, 
continue in tutto il campo d’esistenza di f(#). Se indichiamo in generale 
con é il numero coniugato di ¢, avremo: 
x 
a p -O(r)- 
> a,x" = P(x) iste (Q(x); 
h=0 
anche £ @ funzione non monogena di 2, continua in tutto il piano, che 
denoteremo con Z(x%). Segue di qui: 


1 = © ~ 
P(a) = 7 > a,x" + > a : 
A=0 rA=0 


e per conseguenza, in virta delle (2), (3), (4), w designando un numero 
intero positivo qualunque: 


m (Fe) — 3] Devmmrns Sian (EET) 


r* — e 
—, quindi, per la (5): 


am (FO PY) = 9m ( isn) = 95 


ne segue, in virti delle (5): 


(12) M =) = + a, 


Ora, posto c= re’, si ha = re“? = 


r 


Siccome poi, per le (2), (3), (9): 
PON 4 gm (2@) — me (F) = « 
a (7) +i (Be) —m (00) 
cosl: 


(13) M (=) = a,. 
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5. Dalle (12), (13) si ricava una conseguenza notevole. 

Fondandosi sulla (9), si dimostra immediatamente*) che, date due 
quantita positive qualunque g, R, possono sempre trovarsi valori di 2 di 
modulo maggiore di @ pei quali una data funzione intera f(#) prende 
valori di modulo maggiore di FR. Nello stesso modo di deduce dalle 
(12), (13) che, date 9, £, possono trovarsi valori di « di modulo maggiore 
di g pei quali la parte reale di f(x) prende valori di modulo maggiore 
di R, ed altri pei quali ha luogo la stessa cosa per la parte imaginaria 
di f(x). 

6. Sia f(v) una funzione meromorfa, cio® non avente a distanza 
finita altre singolarita che poli. La sua forma generale é: 


me" 


[(x) = cy m h=1 a i , 
ie - ePa) 
h=1 dy, 


dove g(x) ® una funzione intera razionale o trascendente, m un numero 
intero positivo, nullo o negativo, ¢,,¢,,--- sono gli zeri e d,,d,,+-- i 
poli della funzione, ripetuti ciascuno un numero di volte eguale al suo 
ordine di moltiplicité e disposti in ordine crescente di modulo, e infine: 


r 


h ok _ 
Y x + one x 
C,() = > kek? D,(2) = > ka®? 

k=1 ia." 
r,> S, essendo 1 numeri di convergenza relativi agli zeri ed ai poli, cioe 
numeri non negativi e non decrescenti al crescere di h, tali da rendere 
assolutamente convergenti le serie: 


o r,+1 2 8. +1 
- 2 =. 
= £ ar 

h h 
h=i %& d, 


per ogni valore finito di z. Ne ae con un facile calcolo: 


xf’ (@ m = ah 
Pons {9 g (%) += ap pi os eS an , 
h=1l “A (* 4) iat % (2 a,) 

dove le serie del 2° membro sono equiconvergenti in ogni campo finito 
non contenente alcuno dei punti ¢,, d,, e quindi, in particolare, su ogni 
circonferenza col centro nell’ origine non passante per alcuno di questi 
punti. Detto r il raggio di una tale circonferenza, si avra, per le formole 
del § 2: 


*) V. Pringsheim, Uber Vereinfachungen etc. 
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M | =) = Me (rg’ (v)) + Me (m) + m( ———— + an ( — ) 
f(r) Oe \atw—ej)) I \air—a) 
Ora, poiché xg’(x) @ una funzione intera col termine costante nullo, si ha 


per la (8): 
Mr’ (r)) = O; | 


inoltre, per la (1): 
M(m) = m. 


Facendo poi nelle (6) f(«) = =. "e scrivendo in esse ¢, in luogo di 2, 
h 


si ha, tenuto conto delle (5): 


Bag 
¢," (rT —&) eo k+r | 
: .' _ c, *M(r'*"*) =O per |e,|>r 
= 
ed analogamente: 


om ( - path -{j per |d,| <r) 
d,*" (r—dy) 0 per |d,|>r] 
Supposto quindi che entro il cerchio r stieno gli zeri ¢,,¢,---,¢, ed i 
poli d,,d,,---,d,, si avra: 


(14) M (ee) =m+o—6. 


af’ (a) 
f(x) 
per alcuno zero né per alcun polo di f(x) & sempre un numero intero, ed é 
eguale alla differenza tra il numero degli zeri e quello dei poli contenuti 
entro la circonferenza, tenuto conto dell’ ordine «di moltiplicita degli uni e 
degli altri. 

7. Vogliamo calcolare il valor medio di lg|1— | sopra una circon- 
ferenza, col centro nell’ origine, di raggio r+ 1. Qui lg rappresenta il 
logaritmo iperbolico, preso nel senso aritmetico. 

Indicando con « = re’® un punto qualunque della circonferenza con- 
siderata, si ha: 








Cioe: Il valor medio di sopra wna circonferenza non passante 


1 —a#=1—r(cos 0+ sen 6), 
|1—a|?= (1—rcos 6)? + r? sen? 6 = 1 + r? — 2r cos 0 
= (1—ré®) (1 —re-*), 


quindi, posto come prima «, = ¢®’: 
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=3 
M (Ig |1—r!) => lim = >" [(1—re®) (1—re=*)] 
rn=@ fas 


og" _4 
2 = lim 4 lg ‘I —ret*)- [[0-rs9|, 


k=0 


Ora: 
"3 
| (1—rat*)=1—r™, 
k=0 
quindi: 
Ss. 1 yi 
M(lg | 1—r|) == lim | lg d—r"P = lim ig /\1— |, 
ossia: diets eis 
| lim le sVi-: — per r<l | 
M (Ig |1—r!)= %"-* 





tim ig /2 —1=Igr + lim rig V1— 3 a per r> | 


r= 


Per r <1, 2” al tendere di m ad oo tende ad o e 1 — yr" tende 


n 


ad 1, sicche yi- —r*" tende ad 1; la stesso pud dirsi di \i-- ——_ per 


r>1. Dunque: 
0 1 
(15) int~«)” =" . 
\Igr per r>1 
8. Riprendiamo la funzione meromorfa del § 6, facendo perd lipotesi 
che essa non sia nulla né infinita nell’ origine, siccht m= 0. Indicando 
in generale con Rgy(x) la parte reale della funzione g(a), avremo: 


Bie sa b | URC, (2) 
oA 
f@)| = tee - 


ih 1—4 ry rr, 


e quindi: 
Ig |f(@)|=Ro(z) +S) [1g 1— =|+ RG@)|— De 1-7 + RD) 
h=l1 ) et : 


dove le serie del 2° membro sono equiconvergenti su ogni circonferenza, 
col centro nell’ origine, non passante per alcuno dei punti ¢,,d,. Sia r 
il raggio di una tale circonferenza. Osservando che i polinomi C,(x), D,(«) 
hanno il termine costante nullo, si ha, per la (8): 


M( RC, )) = M( KDW) = 0; 
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inoltre, per le (8), (15): 
M (Rg (a)) = Ry(O) = lg |f) |, 

* | 0 per !¢,|> "| 

t(Ig}1—— 
M (Ig =) | sic. per |¢, <r’ 

hi 

QO per jd,| id 


|!s a per d,| <r| 


M (Ig i— |) = 


Supponendo, come prima, che entro la circonferenza r sieno contenuti 
gli zeri ¢,, Cg, +++ C, ed i poli d,,d,,---, “— si avra dunque: 


M (Ig ||) = Ig 11)| + DS! Is -> Sra 
Fs 
ossia: 


' , | d, d,--- do} 
(16) M (ig |fo/) =I | FOIre-" es |, 


formola che pud considerarsi come l’equivalente del teorema di Jensen*). 
9. Se f(x) & una funzione intera di rango p**), il valor medio di 
f _ sopra una circonferenza r tende a zero al tendere di r ad infinito***). 
x zx 
Sia: 


25 
fe) ean] (1-2) 


h=1 


ele 
aol 





*) Jensen, Sur un nowvel et important théoréme de la théorie des fonctions, 
Acta math., T. XXII (1899), p. 359—364. — Goursat, Sur wn théoréme de M. Jensen, 
Bull. des sc. math S. II, T. XX VI (1902), p. 298—302. — Lindeléf, Mémoire sur les fonctions 
entiéres de genre fini, Acta Societatis Scientiarum Fennicae, T. XXXI (1902), N. 1. — 
Petersen, Vorlesungen wiber Functionstheorie, Kopenhagen, Host, 1898. — Petersen, 
Quelques remarques sur les fonctions entiéres, Acta math., T. XXIII (1900), p. 85—90. 

**) Secondo la nomenclatura stabilita nel mio Manuale, una funzione intera 
di rango p ® il prodotto d’un’ esponenziale avente per esponente un polinomio di 
grado non superiore a p per una potenza iatera e positiva di a (che pud anche 

ee ee eee x j= kof 

mancare) e per un prodotto infinito di fattori primi della forma (1 — rs ; 


p si suppone essere il minimo numero intero non negativo che rende assolutamente 


convergente la serie >. opti 
Fm &, 
***) Manuale, p. 235. — S‘intende che rv, nel tendere ad », dovra saltare i 
valori dei moduli delle c¢,. 
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P 
dove g(x) -> b, a"; ne segue: 


4=0 
f (a) "7 m ~e) 
f(x) = 9 (x) + x +> 


a? 
p ? 
Cc; (x — ¢;) 
hey fl ki h 


quindi, per le (2), (3), (4): 
0 (5) — a CP) +R (4) + a m(-.), 
: h=1 4 


dove s'intende che la circonferenza r non passi per alcuno dei punti c,. Ora: 


p-l1 
Soo 
L9@)—SO+ Dhue 


h=0 


e quindi, per le (2), (3), (5): 
g(r) . 

(6) 0 
m 

mM pti 


("r1) 


Inoltre, se nelle (6) si pone f(x) = - e si scrive c, in luogo di a, si ha: 


SEM) =0 per lal<?] 


ot et 
| | 


parimenti, per le (2), (5): 
0. 


— >a" M(r*-1) = — ~ per ¢,|>r 
h 


k=1 
Quindi, supposto che nell’ interno della circonferenza r sieno contenuti 


gli zeri ¢,, ¢3,- ++, ¢: 


(17) M =) _ > = a 


c 
h=o+1 h 


Al crescere indefinitamente di 7, cresce indefinitamente anche 9, e 


quindi, poiché la serie Z a? convergente, il 2° membro della (17) 


tende a zero; si ha dunque: 
; FO). 
os = ” (5 f' A ’ 


La formola (17) @ interessante anche per sé stessa, e potrebbe dar 
luogo a varie conseguenze. E evidente che essa sussiste ancora quando 
invece di p si ponga qualunque altro numero intero pid grande. 
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10. Se f(a) é una funzione intera, e se ha luogo la relazione: 

: r 

lim (4) = 0 

rae ‘f(r) 
per tutti e soli i numeri interi t non inferiort ad un numero non negativo p, 
f(@) é di rango p*). 


Sia: 
"h Z 
ot : kok 
Ya) =< ey (@) ym = x =1 A 
{(2) = ex / | (1 =) ‘ 
h=1 
c) 
dove g(x) = > b,x"; ne segue: 
A=0 


f’ (x) = . = 
a f(a) =D ht Vd, yah! + a1 +> . 
. r=0 


het x ae C,) 
quindi, per le (2), (3), (4): 
"P = ' f grat 
M pn = >(h a 1 nas Mo*- *) + mM (a we 4 ao t( <—). 
° h=O0 hA=1 hk 


Ora, per la (5): 

(O per h+t?) 
\1 per h=dJ’ 
M (r-*- 1) = 0; 


1 -t- 


M (r*- 4) = 


inoltre, facendo nelle (6) f(a) = e scrivendo c, in luogo di a, 


si ha: 
Deemer! “) per |e! <r 


yh si k=0 
Me ( ) = | 
\ ini Ch J = 


oo fr +kh—t—lD 
- Doe * Me (rs ) per ¢,|/>r 
k=1 


Noi possiamo imaginare i numeri 7, indefinitamente crescenti con h, 
giacché, se non lo fossero, si potrebbero sempre aggiungere termini in 
numero indefinito ai polinomi che figurano come esponenti togliendo 
termini eguali a g(x), ed @ facile vedere che cid non altererebbe la con- 
vergenza assoluta del prodotto infinito. Possiamo anzi supporre tutte le 1, 

*) Manuale, p. 239. — Laguerre (Sur la détermination du genre dune fonction 
transcendante entiére, C. R. de l’Ac. de Paris, T. XCIV (1882), p. 6835—6€38) ha 


f (a) 


—~ tende a zero, f(#) @ di rango p. 
a f(x) 


dimostrato che, se al tendere di a ad infinito 











uN 
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maggiori di p. Presa quindi r abbastanza grande perché a tutte le c, di 
modulo maggiore di r corrispondano numeri 7, maggiori di ¢, sara: 


M (r'at*-*-) — 0 per |¢e,|>r, k=1,2, 


Invece, per |¢,| <7, sara: 


a | O per r,<ié 
ri -k-t-1 
ch M(x" )= 1 - 


Tenendo dunque conto dell’ ipotesi del teorema, avremo: 


0 = lim ® (FE) = t+ Nba + Do = 


— h=0;+1 on 


dove 6,+ 1 @ lindice del primo dei punti ¢, per cui 7, >. Ne risulta: 


bet = — 9 , = aert 


h=o;,+1 


e questa formola, che sussiste per ogni ¢>p, ci mostra anzitutto che 


@ 
1 «pe pe — ° 

> - ptt é convergente. Moltiplichiamo ambi i membri per 2‘t! e som- 
h=1 &h 
miamo da t= p a ¢ = oo; avremo: 

wn re] 
» a 7 aft! 2 1 

t+1 +: 1 eft! ) 


te =p h=o,+1 h 


dove il primo membro, che @ una parte dello sviluppo della funzione 
intera g(x), converge assolutamente per tutti i valori di z Nel secondo 
membro una data ¢, figura con tutti gli esponenti ¢+ 1 in cui t<7,; 
quindi pud anche scriversi: 


= git! 
Dae ~ -3$ (¢+1)ef*?? 


ossia: 


> b, a! = > ye =. 


t=p+l1 h=1 t=p+l1 


(2) -Sw-3 25 s 


h=1 t=p 


Ne segue: 
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quindi: 
& ; _ i *. # 
=" . = =, a c au 
fey Fe TT 
h=1 h=l1 . 
e finalmente: 
p ra 
a" om ae 
“/n\ —. gf0 m a a = 8 
f(a) ==? am F(A =) e . 
h=1 


donde risulta che f(x) @ al pit di rango p. 

Essa perd non pud essere di rango inferiore, perché in tal caso 
Yipotesi del teorema sarebbe soddisfatta anche per valori di ¢ minori 
di p ($ 9), quindi essa @ necessariamente di rango p. 


Messina, 13 agosto 1903. 
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Uber zyklische Bewegung. 
Von 


A. Britt in Tiibingen. 


1. 


Einige von den Begriffen, um die in jiingster Zeit die theoretische 
Physik bereichert worden ist, hat auch die Mechanik bereits in dauern- 
den Besitz genommen; andere harren noch der Priifung auf ihre Ver- 
wendbarkeit in dem systematischen Aufbau. Zu ihnen gehért der Begriff 
der zyklischen Bewegung. Um einen Beitrag zu dem Studium desselben zu 
liefern, versuche ich es im folgenden, eine gewisse Art von dizyklischer 
Bewegung verborgener Massen auf dem von Hertz in seinen ,,Prinzipien 
der Mechanik“ vorgezeichneten Wege zu behandeln. 

Zyklisch*) nennt Helmholtz ,,ein solches mechanisches System, in 
dessen Innerem eine oder mehrere stationiire in sich zuriicklaufende Be- 
wegungen vorkommen“. In weiterer Fassung bezeichnet Hertz**) ein 
solches System als zyklisch, in welchem zyklische (von J. J. Thomson***) 
»kinosthenische“, Lord Kelvin and Tait ‘ignored’ genannte) Koordi- 
naten vorkommen (mit iibrigens noch einer unten zu besprechenden Be- 
schrinkung). Er versteht darunter solche Bestimmungsgréfen fiir die 
Bewegung, welche in dem Ausdruck fiir die Lagrangesche Funktion — 
diejenige Funktion Z der Koordinaten und Geschwindigkeiten, deren Zeit- 
integral ein Minimum wird, 


d [Lat =6f(2+U)at=0, 


wo T die kinetische, (— U) die potentielle Energie ist — nicht selbst, 
sondern nur in der Form von Differentialquotienten nach der Zeit auf- 


*) von Helmholtz, Studien zur Statik monocyklischer Systeme, Sitzungsberichte 
der Berliner Akademie 1884 und Journal fiir Mathematik Bd. 97. 
**) Hertz, Prinzipien der Mechanik Art. 546 ff. 
*) Vergl. Routh-Schepp, Dynamik I, ¢ 422 S. 8S. 378, 467. 
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treten. Die Folge dieser Annahme fiir die Koordinate p ist, daB in der 
bei Ausfiihrung der Variation sich ergebenden Differentialgleichung 





d @L_ @L 
dt ep Op’ 

‘ dp. ‘ - ‘ ” " 

wo p= oe ist, die rechte Seite verschwindet, daB also das der Koordi- 


nate p entsprechende Bewegungsmoment 


o> op (7+U) 
eine konstante GréBe ist. 

Das Auftreten solcher zyklischen Koordinaten fiihrt somit zu einer 
Gleichung, welche die ,zyklische Geschwindigkeit* » durch die anderen 
auszudriicken und aus der Lagrangeschen Funktion zu eliminieren gestattet. 
Diese letztere ist dann nicht mehr notwendig eine homogene Funktion 
der iibrigen Geschwindigkeiten, und die Bewegung, wenn die Einwirkung 
auf die zyklische Geschwindigkeit wegfillt, nicht mehr in der umge- 
kehrten Reihenfolge durchlaufbar. Bekanntlich tritt dieser Umstand u. a. 
bei den mit Wirmeumsatz verbundenen Prozessen auf, deren Studium 
denn auch Helmholtz zur Bildung des genannten Begriffes veranlaBt zu 
haben scheint. 


2. 


In den Mittelpunkt der ganzen Mechanik aber miiBte der Begriff der 
zyklischen Bewegung dann riicken, wenn, wie dies Hertz annimmt, jede 
Art von potentieller Energie, welche die Mechanik bisher den Wirkungen 
einer Fernkraft oder einer elastischen Spannung zuschrieb, sich auf die 
kinetische Energie verborgener Massen zuriickfiihren lieBe, die, zwischen 
den sichtbaren eingeschaltet, sich in zyklischer Bewegung befinden. 

Diese dynamische Auffassung des Kraftbegriffs bildet den Kernpunkt 
des Hertzschen Werkes, sie bedingt die Form, in der das Axiom ein- 
gefiihrt wird, und die ganze Anordnung des Stoffes. ,,Beispiele aber, die 
erliutern kénnten“, so sagt von Helmholtz in dem Vorwort zu dem 
Werke von Hertz, ,,wie er sich solche hypothetische Zwischenglieder 
[verborgene Massen] dachte, hat er leider nicht mehr gegeben, und es 
wird offenbar noch ein groBes Aufgebot wissenschaftlicher Hinbildungs- 
kraft dazu gehéren, um auch nur die einfachsten Fille physikalischer Kriifte 
danach zu erkliiren. Er scheint hierbei hauptsichlich auf die Zwischen- 
schaltung zyklischer Systeme mit unsichtbaren Bewegungen Hoffnung 
gesetzt zu haben In der Tat begniigt sich Hertz beziiglich der Be- 
griindung seiner Hypothese damit, auf die bisherige Entwicklung der 
Lehre von den Kriiften in der Physik hinzuweisen, besonders auf die in 











or 
on 
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dieser Richtung am weitesten fortgeschrittene Theorie der elektrodynamischen 
Erscheinungen und auf Lord Kelvins Wirbelatome. Allerdings besteht 
fiir den Physiker kein Grund, jene Hypothese abzulehnen. Die von 
Faraday und Maxwell ausgesprochene Uberzeugung, daB Fernkriifte nicht 
existieren, hat sich inzwischen Bahn gebrochen. Aber wenn es sich um das 
Studium mechanischer Begriffe handelt, sind im einzelnen durchgefiihrte 
Beispiele unentbehrlich, und von dieser Art sind die angezogenen nicht. 
Man kénnte eher etwa an Bjerknes’ Theorie der Wirkung zweier in eine 
Hliissigkeit eingetauchten pulsierenden Kugeln denken und an seinen 
Versuch, durch sie die Erscheinungen der Gravitation zu erkliren. Er 
bietet in der Tat ein wertvolles Beispiel zur Lehre von den verborgenen 
Bewegungen. Aber zyklisch ist diese Fliissigkeitsbewegung nicht, weil 
diejenigen GréBen, von denen sie abhiingt, die Volumina der Kugeln, in dem 
Ausdruck fiir die Energie nicht nur durch ihre Ableitungen nach der 
Zeit vertreten sind, sondern auch selbst vorkommen. So diirfte der folgende 
Versuch nicht iiberfliissig sein. Es handelt sich dabei gleichfalls um eine 
Nachbildung der Gravitationswirkungen; nur wird von vornherein auf jede 
Realisierbarkeit der zu Grunde liegenden Annahme verzichtet. 


In einer hinterlassenen Schrift von B. Riemann (Mathematische Werke, 
her. von H. Weber 1876, S. 503) ,.Newe mathematische Prinzipien der 
Naturphilosophie* (1853) findet sich folgende These: ,Nimmt man an, 
da8 der raumerfiillende Stoff eine inkompressible homogene Fliissigkeit 
ohne Tragheit sei, und daB in jedes ponderable Atom in gleichen Zeiten 
stets gleiche seiner Masse proportionale Mengen einstrémen [und dort 
verschwinden, s. d. Anmerkung a. a. O.], so wird offenbar der Druck, den das 
ponderable Atom erfihrt, (der Geschwindigkeit der Stoffbewegung an dem 
Orte des Atoms proportional sein?)“ An der Hand der in dem Vordersatz 
(auf den Nachsatz kommen wir in Art. 6 zuriick) ausgesprochenen Hypo- 
these (modifiziert nur beziiglich der in das Atom einstrémenden Stoff- 
menge) liBt sich in der Tat, wie man sehen wird*), die gegenseitige 
Anziehung zweier Massenpunkte in ihren Wirkungen nachahmen. 

Eine Fliissigkeit der angegebenen Art, im Unendlichen ruhend, erfiille 
wirbelfrei den Raum und stréme in zwei sehr kleine Kugeln (die wir 
spiiter als Massenpunkte auffassen werden) als ,Senken“ ein, wo sie ver- 
schwindet. «@, «, seien die im Verhiltnis zu ihrem Abstand sehr kleinen 
Radien der Kugeln, die wir ebenfalls mit «, a, bezeichnen wollen. Inner- 


*) Das Folgende wurde im wesentlichen in einer Vorlesung im Winter 1902/3 
vorgetragen. 
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halb desjenigen Raumes t, der durch die Oberfliichen dieser Kugeln und 
eine Kugel mit ‘unendlich groBem Halbmesser begrenzt wird, existiert 
dann ein Geschwindigkeitspotential g. Sind u, v, w die Komponenten der 
Geschwindigkeit in einem Punkt «, y, z, so ist die Divergenz 

du , dv, dw @ o? o? 

aa + By + a2 — Gat + oy + oe — 49 
innerhalb der Kugeln @, a, von Null verschieden, etwa beziehungsweise 

Ag = — 4z¢, Ag = — 47&, 

wahrend in dem Raume t Ag = 0 ist. Die Voraussetzung des Ruhens 
im Unendlichen werde (vergl. H. Weber, partielle Differentialgleichungen 
II. Bd. § 150) genauer dahin festgelegt, daB fiir # — co die Grenzwerte 
R-m und R®-eqm/eR endlich bleiben. Durch diese Annahmen ist die 
Funktion  véllig definiert (H. Weber |. c. I § 105). Es sind genau die- 
selben Bedingungen, denen das Newtonsche Potential fiir zwei kugel- 
férmige Massen von den Dichten ¢, ¢, geniigt, die sich an der Stelle der 
Senken « hefinden, oder auch fiir zwei materielle Punkte mit den Massen 


D 4 3 
e= 3 10s, é= 


3 
3 HOt," &, 


3 
in den Mittelpunkten (a, b, c) und (a,, b,, ¢,) der Senken; @ hat die Form 
(1) "= : + “1, 
wo : 

r= (a — x)? + (b— y)? + (ce — 2)*, 

r= (a,— 2)? + (—y)? + (G—2)? 
ist, und x, y, 2 ein Punkt des Raumes rf ist. Die GréBen e, e, haben, 
wenn wieder m als Geschwindigkeitspotential aufgefaBt wird, die Dimen- 
sion [/*¢-*] = [lé-"]/? des Produktes einer Geschwindigkeit in eine Fliche; 
sie lassen sich auch als die Volumina der in der sehr kleinen Zeiteinheit 
in die Kugeloberfliichen einstrémenden Fliissigkeitsmengen deuten, oder 
auch, bei gleichbleibender Kugeloberfliiche, als AusfluBgeschwindigkeiten. 
Und zwar spielen sie die Rolle von zyklischen Geschwindigkeiten (Hertz, 
Mechanik, Art. 548), weil die Koordinaten der einzelnen bewegten Fliissig- 
keitsteilchen in dem Ausdruck fiir die Energie, wie wir sehen werden, 
nicht auftreten. 

Wir machen nun die Annahme, daB die Senken sich riumlich fort- 
bewegen und dabei ihre Saugkraft findern. Wir werden also die Koordi- 
naten a, b, c; a,, b,, ¢, der Mittelpunkte der Kugeln und die zyklischen 
Geschwindigkeiten ¢, e, als Funktionen der Zeit auffassen, waihrend «, «, 
Konstante sind. Das Potential g (1) ergibt dann immer noch eine még- 
liche Fliissigkeitshewegung, wenn jene Funktionen stetige sind, weil die 
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Bewegung in jedem Augenblick riiumlich eine mégliche ist, wihrend die 
Geschwindigkeiten in jedem Raumpunkt stetige, eindeutige Funktionen der 
Zeit sind. Dabei veriindert sich das System der Strémungslinien in der 
Weise, daB es simultan aus einer einem stationiiren Zustand entsprechen- 
den Lage in die Nachbarlage iibergeht; als ob die Wirkung der Ver- 
schiebung der Senken mit unendlicher Geschwindigkeit durch das Medium 
hindurch sich fortpflanzte.*) 

Indem wir die a,---,a,,--+,e, ¢ als Funktionen der Zeit einfiihren, 
wollen wir zugleich annehmen, daB die Fortschreitungsgeschwindigkeiten 
v, v, der Senken, wo 


e=H+P+2, vi =a?+b2+e2 

ist, im Vergleich mit den zyklischen Geschwindigkeiten ¢, e, sehr kleine 
GréBen seien, dab also a, b,c; a,, b,, ¢, ,langsam veriinderliche Parameter“ 
seien. Wir erteilen damit der Fliissigkeit das zweite wesentliche Merkmal, 
das Hertz von einem zyklischen Systeme fordert, nimlich (Artt. 549, 551 a. E.) 
die Eigenschaft, daB gegentiber den zyklischen die Anderungsgeschwindig- 
keiten der Parameter (insbesondere in dem Ausdrucke fiir die Energie des 
zyklischen Systems) vernachliissigt werden kinnen. 


*) Wollte man eine Fortpflanzung der Wirkung mit endlicher Geschwindigkeit 
annehmen, also an Stelle von g ein ,,retardiertes Potential‘ — thnlich etwa dem 
von Herrn Schwarzschild fiir elektrodynamische Wirkungen aufgestellten (Gitiinger 
Nachrichten 1903) — einfiihren, so wiire die Divergenz Ag im Inneren des Raumes rt 
von Null verschieden, also entweder das ganze Medium mit Quellen und Senken 
angefiillt, oder das Mittel ein elastisches, also fihig, potentielle Energie aufzuspeichern 
oder abzugeben. Damit wiiren aber die Grundvoraussetzungen der Hertzschen Mechanik 
verletzt. Man entgeht diesem Vorwurf durch Annahme eines inkompressibelen 
Mediums. Denn die Bedingungsgleichung fiir Inkompressibilitit 

du, ev , dw 

da dy t Oz” 
hat eben die von Hertz (Artt. 131, 132) zugelassene Form der Bedingungsgleichungen 
fiir ein holonomes System, wie man einsieht, wenn man an Stelle der diskreten 
Massenpunkte ein Kontinuum treten liSt, das Hertz aus seinem Werk gewif nur der 
Einfachheit wegen ausgeschlossen hat, ohne da® diese Beschriinkung in der Natur 
der Sache gelegen wiire (Vergl. eine Note des Verf. in den Jahresber. der D. Mathe- 
matiker-Vereinigung VIII, 1900, S. 203). Jene Gleichung sagt ja nur aus, daS der 
Inhalt des (der Form nach veriinderlichen) Volumelementes der Fliissigkeit in der 
Zeit konstant bleibt (Mitt. des math. naturwiss. Vereins in Wiirttemberg, 1900, S. 15). 
Dagegen besitzt die bekannte Kontinuitiitsgleichung fiir elastische Mittel nicht mehr 
den Charakter einer geometrischen Bedingungsgleichung, weil der Differentialquotient 
der Dichte nach der Zeit eingeht. 
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4, 
Der durch das Potential 
e e 


=F +t 


definierten Fltissigkeitsbewegung entspricht in jedem Augenblick ein Be- 
trag Z von kinetischer Energie, 


wm f © (uy? 08+ ww de — | 21 (29) 4 (29)'4 (29) 
Tm f§ tots wrae — f$[(52)'+ (F9)'+ (58) Ie 
wo @ die Dichte ist, also eine Konstante, und das Integral sich iiber das 
Innere des Raumes +r erstreckt. Man kann nun, genau wie im Falle 
konstanter a,---,d,,---,¢,¢,, das Integral T, genommen iiber denjenigen 
Raum t, innerhalb dessen jeweilig Ag =0 ist, mittelst des GauBschen 
Integralsatzes durch ein Integral iiber die begrenzende Oberfliiche 6 von t 
ausdriicken, und erhilt: 

—£ fais P 5 - dé, 


wo ” die nach innen von t gerichtete Normale zu dem Oberfliichenelement 
de bedeutet. 

Die Oberfliiche 6 setzt sich zusammen aus: 

1. Eimer die unendlich ferne Begrenzung von + bildenden Fliche, 
etwa einer Kugelfliiche mit unendlich grofem Radius ®. — Der Beitrag 
aber, den dieser Teil zu dem Integral liefert, ist Null, weil -ég/én 
Null wird wie 1/8*, und 

dé = Vdw, 
wo dw das Element einer Kugelfliiche w vom Halbmesser 1 ist, unendlich 
wird wie *, das Produkt also nach Ausfiihrung der Integration iiber w 
verschwindet wie 1/R. 

2. Aus der Oberfliiche der die Senken umschlieBenden kleinen Kugeln 
a, &,. — In einem Punkt der Oberfliiche von a hat r den Wert «. Ferner 
ist, wenn R den Abstand der beiden Kugelmittelpunkte bezeichnet, also: 

R? = (a—a,)?+ (b—b,)? + (e—G)’, 
und y der Neigungswinkel von r gegen F ist, 
r2=r+ R?— 2rk cos y, 
Qa 
oder, wenn man R —° setzt, 
1 1 1 


, %&F Vi—2teosy+t* 


= 7 (l+Pr+Pr+--) 


os 


3 
P,=cosy; Py = 5 Or e— si: 








=> FS. 6S 2hU!> 


US ~ 
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Kugelfunktionen sind. Daher wird fiir einen Punkt in der Nahe der 
Oberfliiche von «: 


Game tem et RAE P+ Pes) 
und ' 

ee 

in — Ga ~~ at t ge Pi + 2Prt--). 


Bildet man das Produkt, ordnet nach Potenzen von r = a/R, multi- 
pliziert mit . 
dé = «dw 
und integriert iiber die Oberfliche der Kugel «, so erhalt man: 


: op 4xe ee y 
J og <--> 6+e8t+ > ef Pidw+-+--, 


oder, bis auf Glieder 3. Ordnung hinsichtlich der sehr kleinen Grosse tr 


genau, 
"2 2 
Jostde——4u (24%). 


Kinen analogen Beitrag liefert die Kugel «,. Man erhilt so, bis auf 
Glieder von der Ordnung von ¢*«*/R® genau, als Gesamtbetrag der kinetischen 
Energie der strémenden Fliissigkeit im Innern des Raumes t 


» 
2ee, 


z= 220(% + 28 4 4). 
tei R , 
Die kinetische Energie ist damit in einen Ausdruck von der Form 
const. + 1 do 


libergefiihrt, und wiirde, wenn man e, e, als konstante GréBen ansiihe, 
der Form nach mit dem Ausdruck fiir die potentielle Energie zweier 
elektrischer Massenpunkte iibereinstimmen. 


o. 


Wir nehmen nun weiter an, da® unser in zyklischer Bewegung be- 
findliches fliissiges Medium den Sinnen verborgen sei, daB jedoch die 
beiden kugelf6rmigen Senken als materielle Punkte der Wahrnehmung 
zugiinglich seien. Wir teilen ihnen die Massen m, m, zu und behandeln 
das aus ihnen und der strémenden Fliissigkeit bestehende Gesamtsystem 
im Sinne der Mechanik von Hertz (Artt. 340, 358) als ein freies, d. h. wir 
nehmen an, 

1. daB die Gesamtenergie konstant sei, und 

2. daB die Variation des Zeitintegrals dieser Energie verschwinde, 
m. a. W., daB das Hamiltonsche Prinzip auf das Gesamtsystem anwendbar sei. 


31* 
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Die Energie setzt sich zusammen aus der der sichtbaren Massen 
“eee ie sa 1 wins: ea 
T == m(a? +b? +¢*) + > m, (a? + 6, + 4) 
und der der verborgenen, die oben bestimmt wurde, 
>? e” 2ee, é, * ; 
(A) 220 (< + Rp +; ; 
die Bewegungsgleichungen ergeben sich dann aus der Forderung 


d((T+%)dt=0. 
Bei ihrer Bildung sind acht unabhingige Veriinderliche zu beriicksichtigen, 
die Koordinaten der Kugelzentren und die Geschwindigkeiten ¢, ¢,. 
Man erhialt nach bekannten Regeln 
d (| T ) - ot. 


B dt\éa da? 

”) djoT\ @é%. ne Bi 4, . 
dt (5a,) _ : ; 
d (et d (at 

(C) ai (ge) = 9 ai (ae,) = % 


wo die analog zu bildenden Gleichungen in J, c; b,, ¢, durch Punkte an- 
gedeutet sind. Aus den zwei letzten ergibt sich 


2 4x0 (+2) <a, 


wo q, 4, Konstante sind. Die Ausfluigeschwindigkeiten e, e, miissen sich 
hiernach im Verlaufe der Bewegung iindern, wenn nicht der Abstand R 
der Senken unverinderlich sein soll. Die Bewegung der Fliissigkeit kann 
also, wenn man diesen Sonderfall ausschlieBt, keine ,,isozyklische“ sein; 
sie ist eine ,,adiabatische“, bei welcher nimlich die Bewegungsmomente 
6Z/ce, ¢L/ee, konstant bleiben. Bei der hier gewiihlten Auffassung der 
GréBen e, e, als Geschwindigkeiten geht es also nicht an, die konstanten 
Massen m, m, den veriinderlichen GréBen e,¢,, wie Riemann dies ver- 
langt (s. obea Art. 3), proportional zu setzen; wir werden sie unten mit 
den q, q, vergleichen. 
6. 
Lést man die Gleichungen (D) nach den e auf, so erhalt man 


_— Oy q sh _ ea, ae 
e= pt ( et, zB) (it 7) ? 


aa, ( 4q W\ (7 *%:\~ 
4-7 ( a+%)(1 ER) 
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Nun ist aber Z als homogene Funktion der e in der Form darstellbar: 


1 
i= 2 (eq + 4 4;) 


tua (< ns “) ( * 5) 
~~ 820 \ay, R R* , 


oder 


ein Ausdruck, der wegen der Kleinheit des Gliedes «a,/R?® ersetzbar ist 
durch 


(E) T= 5% (f rR + A) = Ty. 


Zur Unterscheidung von diesem Ausdruck &, in den Momenten q midge 
die friihere Darstellung (A) von & in den e mit Z, bezeichnet werden. 
Beide Ausdriicke enthalten noch die Veriinderliche R (oder auch die 
@,-++,@,,°°-). Nun kniipft sich aber an die EHinfiihrung der Momente 
an Stelle der entsprechenden Geschwindigkeiten ein bekannter Satz (s. z. B. 
Jakobi’s Dynamik, herausgegeben von Clebsch, 8. 353, oder Hertz’ Mechanik, 
Art. 292), nach welchem 


ok, ok, 
oR @R’ 
oder: 
Fr ot, ot, ot, ak, 
(F) a a eee => ser 


ist, Gleichungen, die sich auch unmittelbar durch Rechnung verifizieren 

lassen, wenn man beriicksichtigt, daB bis auf Glieder héherer Ordnung 
qq,aa, = 162% 9% ec, 

ist. — Wahrend nun die Gesamtenergie des Systems durch 

(G) T+Z,=T+ 7%, = const. 

darstellbar ist, laBt sich in der Lagrangeschen Funktion unter dem 

Integralzeichen: 

(H) 8f{(T+E)at=0 

Z, nicht durch Z, ersetzen; vielmehr gehen vermiége der Gleichungen (F) 


die sechs Gleichungen (B), die nach Einfiihrung der Konstanten q statt 
der Veriinderlichen e noch iibrig bleiben, in sechs andere iiber, wenn man 


in (H) statt ZT, ---—Z, einfiihrt. Die Bedingung (H) ist also zu ersetzen 
durch ‘ 
(I) r) f (T—T,) dt =0. 


Die durch (E) definierte Funktion (—&,) spielt nun in den Gleichungen 
(G), (I) ganz die Rolle einer Kriiftefunktion von der Form: 


Un — G00 See Sw, 


1 “420 R- 
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wo die Konstante 4 = (aq? + «,q,")/8a@ einen erheblich gréBeren Wert 

hat, als das erste Glied rechts. Setzt man noch die Massen m, m, des 

sichtbaren Systems den Konstanten aq, «,q, des verborgenen proportional, 
mM = 046; My = OQ, 6; 


und deutet 
1 


42Q6° 


= k 

als Gravitationskonstante, so gehen mit Hilfe von 
, mm 
U=-%= “pl k—h 


die aus der Variation (1) sich ergebenden sechs Bewegungsgleichungen in 
in diejenigen fiir zwei gegeneinander gravitierende Massenpunkte iiber. 
Der Druck, den das ponderable Atom « von «, aus erfahrt, 


eU so mm 7 
ar ~~ R * 

ist jedoch nicht der Geschwindigkeit e der Stoffbewegung in «, sondern 
dem Bewegungsmoment q an dieser Stelle proportional, und demnach 
erscheint das Fragezeichen, das Riemann an der oben (Art. 3) zitierten 
Stelle seiner eigenen Bemerkung beisetzt, wohl berechtigt. 


Tiibingen, den 3. Januar 1904. 
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Die Beweise der ebenen Geometrie ohne Benutzung der 
_Gleichheit und Ungleichheit der Winkel. 


Von 


J. Monzervur in Kopenhagen. 


In meiner Dissertation: Studier over den plane Geometris Aksiomer, 
Kobenhavyn 1903, habe ich ein System von Kongruenzaxiomen aufgestellt, 
in welchem die Kongruenz der Winkel nicht benutzt wird. Diese Axiome 
sind erstens die drei Hilbertschen III, 1, 2, 3 (Grundlagen der Geometrie); 
hierauf setze ich folgende Definition fest: 

Die Dreiecke ABC und A,B,C, sind kongruent, wenn 

AB=A,B,, AC=A,C,, BC=B,C,. 

Die drei Hilbertschen Axiome II], 4, 5, 6 werden nun durch die 
folgenden zwei ersetzt: 

4. Es sei ein Dreieck ABC und eine Strecke 4,C, = AC gegeben; 
dann gibt es zwei und nur zwei Punkte B, und B,’, so dab 

AA, B,C,=AABC und AA, B'C,=AABC. 

5. (Ax. V, Veroneses in ,,Grundziige der Geometrie“, tibersetzt von 
A. Schepp). 

Es sei AABC=AA,B,C,; man tragt die paarweise kongruenten 
Strecken AD und A,D, auf AB und A,B, (oder A,C,) und AF und 
A, E, auf AC und A,C, (oder A, B,) ab; dann ist immer DE = D, E£,. 

Ich werde nun zeigen, wie man mit Hilfe der Axiome: I, 1, 2, 3, 
Il, 1, 2, 3, 4 (Grundlagen der Geometrie), der eben genannten finf 
Kongruenzaxiome und endlich des Parallelenaxioms die ebene Geometrie 
ohne Winkelkongruenz zu benutzen, aufbauen kann. Vorliufig wird das 
Parallelenaxiom nicht vorausgesetzt. 

Mit Zuhilfenahme der Axiome I, 1,2 und I, 1, 2, 3, 4 leuchtet 
unmittelbar folgender Hilfssatz ein: 

Die Ebene wird von jedem Dreiecke in acht Gebiete zerteilt: die 
Punkte der Seiten, das Innere, drei fiuBere Seitengebiete und drei iiuBere 
Winkelgebiete. 
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Nunmehr beweisen wir der Reihe nach folgende Satze: 

Satz 1. Die zwei Punkte B, und B,’ des Axioms 4 liegen auf ver- 
schiedenen Seiten von A, C,. 

Es seien A,B,C, und A, B,’C, zwei Dreiecke auf ein und derselben 
Seite von A,C, und seien sie beide mit AABC kongruent; nehmen wir 
weiter an, daB B,’ in dem fuBeren Seitengebiete des A, PB, liegt (Fig. 1), 


/ A> 
f a ait. / 
oe Sy 


"a 
1 C, 





A 





Fig. 1. 
so daB C,B, A,B, in FE schneidet. Tragen wir nun C,F = C,£ auf 
C,B, ab, dann ist AA, EC, = OA, FC, (Ax. 5); also ist 

A,F=A,E< A,B,. 
Wird nun A,’ nach G verlingert, so daB A,G=A,B,, dann ist 
AA, GC, = AA,B,C,, was mit Axiom 4 in Widerspruch steht. 

Derselbe Beweis gilt, wenn B,’ ins Innere des Dreiecks A,B,C; 
fallt; es ist also bewiesen, da® zwei Dreiecke nicht kongruent sein kénnen, 
wenn sie eine Seite gemein haben und eine Ecke des einen Dreiecks ins 
Innere des anderen fillt. B,’ liegt dann nicht in dem iiuSeren Winkel- 
gebiete von B,. Wenn B,’ im fuBeren Seitengebiete von BC liegt, dann 
schneidet A,B,’ B,C,, und der Beweis bleibt wie friiher. Andere Gebiete 
als die eben betrachteten gibt es auf derselben Seite von A,C, als B, nicht. 

Satz 2. In einem Dreiecke ist eine Seite der Summe der zwei andern 
nicht gleich. 

Sei das Dreieck ABC und sei D ein Punkt der Seite AC, so dab 
AB=AD wid CB=CD. Auf BD trigt man die Punkte P und Q 
ab, so daB BP = DQ; wenn nun AABD = AADB, s50 ist nach Axiom 5 
AP=AQ; ebenso ist CP=CQ. Es wire dann AAPC=AAQC, 
was unmdglich ist (1). 

Satz 3. Eine Strecke hat immer eine Mitte. 

(Fig. 2). Sei die Strecke BD, und 
seien A und C zwei Punkte auf verschiedenen 
Seiten der Geraden BD, so dab ACBD 
= AADB (Ax. 4). AC schneidet BD im 
Punkte Q. Es sei nun BQ< DQ; man 
trigt DP=BQ auf DQ ab. Aus DP=BYQ 
Fig. 2. und PQ=QP entnehmen wir DQ=BP 
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(Axiom III, 3). Wenn AA BD = ACDB, DC = BA und DP = BQ, so ist 
AQ= CP (Ax. 5); ebenso ist 4P=CQ. Wenn man diese Gleichungen 
addiert, bekommt man (Ax. III, 3), AC=AP-+ CP, was unmiéglich ist 
(2). Also ist Q die Mitte von BD. 

Definition. Es sei AA BC gegeben, auf der Verliingerung von AC 
wird ein Punkt A, bestimmt, so daB CA,= AC; AA,BC wird dann 
Nebendreieck des Dreiecks ABC genannt. Wenn die zwei Dreiecke kon- 
gruent ausfallen, wird das gegebene Dreieck rechtwinklig bei C genannt; 
AB ist die Hypotenuse, AC und BC sind die Katheten. 

Satz 4. Wenn zwei Dreiecke kongruent sind, dann fallen ihre ent- 
sprechenden Nebendreiecke auch kongruent aus. 

Die kongruenten Dreiecke seien ABC und A,B,C,, ihre entsprechen- 
den Nebendreiecke 42D und A,B, D,. Aus AC=4A,C, wd DA=D, A, 
entnehmen wir bei Addition DC = D,C;,; hieraus folgt aber BD = B, D, 
(Ax. 5), und die Dreiecke ABD und A, B,D, sind dann kongruent. 

Folgerung. Ein Dreieck, welches einem rechtwinkligen Dreiecke 
kongruent ausfiallt, ist selbst rechtwinklig. 

Satz 5. Es gibt rechtwinklige Dreiecke. 

Denn verbinden wir die Spitze eines gleichschenkligen Dreiecks mit 
der Mitte der Grundlinie, so wird das Dreieck in zwei kongruente Neben- 
dreiecke zerlegt. 

Die Siitze: 

Wenn AABC rechtwinklig bei C ist, dann ist auch AAB,C recht- 
winklig bei C, wenn B, ein beliebiger Punkt der Halbgeraden CB ist, und 

wenn AABC rechtwinklig bei C ist, datn ist auch AA, BC recht- 
winklig bei C, wenn A, ein beliebiger Punkt der Halbgeraden CA ist, 
werden unmittelbar durch Ax. 5 bewiesen. 

Hieraus folgt: 

Satz 6. Wenn AABC rechtwinklig bei C ist, dann ist auch 
4 A,B,C rechtwinklig bei C, wenn A, ein beliebiger Punkt der Halb- 
geraden CA und B, ein beliebiger Punkt der Halbgeraden CB ist. 

Satz 7. Zwei rechtwinklige Dreiecke sind 
kongruent, wenn die Katheten einander paarweise B 
kongruent sind. 

Seien die Dreiecke ABC und A, B,C,, die recht- ; \ 
winklig bei C und C, sind, AC=A,C,, BC=B,C,. / i \ 

Sei E ein Punkt auf derselben Seite von AC als F; | \@ 

B, so daB AACE=AA,C,B,; sei weiter A’CB lr LA 
das Nebendreieck von ACB bei BC. Die Gerade 
CE wird AB oder A’B, zum Beispiel AB in F C 
schneiden; wird nun BG = BF auf BA’ abgetragen, Fig. 3. 
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so ist AF = A’G (Ax. Il], 3) und deshalb AACF = AA'CG (Ax. 5). Es 
ist aber auch AACF = AA'CF (6), also AA’CG=AA'CF, was un- 
méglich ist (1). Der Punkt F fiallt also mit B zusammen. 

Folgerung. Satz 6 gilt nun auch, wenn A, und B, beliebige Punkte 
der Geraden CA und CB sind. 

Die vorstehenden Siitze erlauben die folgende 

Definition. Die Gerade / ist senkrecht auf die sie im Punkte A 
schneidende Gerade m, wenn die Strecken DC und DB von einem be- 
liebigen Punkte D in / zu den Punkten C und Bin m, die auf ver- 
schiedenen Seiten und in gleichem Abstande von A liegen, gleich sind. 

Satz 8. Wenn / senkrecht auf m ist, dann ist auch m senkrecht 
auf 1 (7, Folgerung). 

Satz 9a. In einem gegebenen Punkte einer Geraden gibt es nur 
eine senkrechte Gerade. 

Seien AD und BD zwei Lote (Senkrechte) auf EC im Punkte D; 
DE=DC; DA=DB. Es ist dann FA=CA wd EB=CB, aber 
auch EA = EB (7). Es sollte dann AAEC = ABEC sein, was mit dem 
Satze 1 in Widerspruch steht. 

Satz 9b. Von einem gegebenen Punkte auferhalb einer Geraden 
gibt es nur ein Lot auf die Gerade. 

Der Beweis wird ganz einfach aus 9a hergeleitet. 

Nun wird auch das Axiom der Parallelen (IV, Grundlagen der Geometrie) 
vorausgesetzt. 

Definition. Ein Viereck, worin je zwei gegeniiberstehende Seiten 
einander parallel sind, wird Parallelogramm genannt. 

Satz 10. Jedes Viereck, worin je zwei gegeniiberstehende Seiten 


F einander gleich sind, ist ein Parallelogramm. 
, Sei das Viereck ABCD (Fig. 4), 
Lass os AB=DC, AD= BC; 

, i, lie, mégen weiter die Verlingerungen von AJ) 


und BC einander im Punkte EF schneiden; 
sei DA bis zum Punkte F' verliingert, so daB 


DF= BE. 





+ Wenn 
| AABC=ACDA, BA= DC, BE= DF, 
\ / dann ist 
/ AE= CF (Ax. 5); 
wenn 
ADBC=ABDA, BD=DB, BE=DF, 
I dann ist 


Fig. 4. DE= BF (Ax. 5). 
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Wenn man nun subtrahiert, bekommt man 
AD=CF— BF 


oder 
BC+ BF=CP, 
was unmdglich ist (2). 

Also sind je zwei Gegenseiten einander parallel. 

Satz 11. In jedem Viereck, in welchem je zwei Gegenseiten einander 
gleich sind, halbieren sich die beiden Diagonalen gegenseitig (3). 

Satz 12.° Jedes Viereck, in welchem sich die Diagonalen gegenseitig 
halbieren, ist ein Parallelogramm. 

Das Viereck sei ABCD, die Diagonalen schneiden sich im Punkte O; 
die Dreiecke OBC und ODA sind beide Nebendreiecke des Dreiecks OCD, 
aber an verschiedenen Seiten. Wir werden 
beweisen, daB sie kongruent sind (Erweiterung 
des Satzes 4). Auf OC wird D’ und auf 
OD C’ abgetragen, so daB 


OD'=O0D wd OC'=00C; 


OB’ D’ ist Nebendreieck des Dreiecks OC’ D’. 
Es ist nun: AOC’ D’=AOCD (Axiom 5); 
AOB’D=AO0OBC (Ax. 5); MOB’ D'=AOAD (4); also ist B’D'=BC 
=AD und AOAD=AOBC. Ebenso ist AB= DC, und also ist das 
Viereck ein Parallelogramm (10). 

Satz 13. In jedem Parallelogramme halbieren sich die beiden Diago- 
nalen gegenseitig. 

Sei ABCD ein Parallelogramm, dessen Diagonalen sich im Punkte 0 
schneiden; sei M die Mitte von BD und sei AM bis EF verliingert, so 
daB AM= ME. DE ist dann mit AB parallel (12), und £ fiallt also 
in die Gerade DC (Ax. Ill). Ebenso ist dann BE mit AD parallel, 
was mit demselben Axiom in Widerspruch steht. 

Satz 14. In jedem Parallelogramme sind je zwei gegeniiberstehende 
Seiten einander gleich (13, 12). 

Satz 15. Verbindet man die Mitten der zwei Seiten eines Dreiecks 
durch eine Strecke, so ist diese der dritten Seite parallel und der Hilfte 
derselben gleich. 

Wird ohne Schwierigkeit mittels der vorherstehenden Siitze bewiesen. 

Satz 16. Eine Gerade, die auf einer von zwei parallelen Geraden 
senkrecht ist, ist auch auf der anderen senkrecht. 

Seien die parallelen Geraden BC und AD und sei weiter BA auf 
BC senkrecht; BA wird bis P verliingert, so daB PA=AB. PC 
schneidet AD im Punkte D; APBC, ist Nebendreieck des Dreiecks PBC; 











Fig. 5. 
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PC, schneidet AD im Punkte D,. Es ist nun AD=4BC (15); 
BC=BC,; AD,=+4 BC, (15); also ist AD=AD,. Weiter ist: PD=}4PC; 
PD, =4PC,; PC=PC,, also ist PD=PD,. Dann ist aber PB auf 
AD senkrecht. 

Folgerung. Zwei Geraden, die je auf ihrer von zwei parallelen 
Geraden senkrecht sind, sind parallel. 

Hieraus entnehmen wir ohne Schwierigkeit 

Satz 17. Die drei Perpendikel, die man in den Halbierungspunkten 
der Seiten eines Dreiecks errichten kann, schneiden sich in einem Punkte. 

Satz 18. Die drei Héhen eines Dreiecks schneiden sich in einem 
Punkte. 

Wird wie gewéhnlich aus dem Satze 17 ermittelt. 

Definition. Sei (a,b) ein Winkelraum von den Halbgeraden « und b 
gebildet; sei a, die entgegengesetzte Halbgerade zu a; der gemeinsame 
Scheitel der drei Halbgeraden sei 0. d ist eine Halbgerade senkrecht 
auf @ im Punkte O; b und d liegen auf ein und derselben Seite von a. 
Fallt nun d in den Winkelraum (a,, 6), so wird dieser stumpf genannt, 
wiihrend der Winkelraum (ab) ein spitzer ist. 

Satz 19. In einem gleichschenkeligen Dreiecke sind die Winkelraume 
an der Grundlinie spitz. 

Sei das Dreieck ABC mit dem Scheitel A; nehmen wir an, dab CC, 
die Senkrechte auf BC im Punkte C ist und daB sie die Strecke AB im 
Punkte C, schneidet; auf CA wird CB, = BC, abgetragen. BB, und 
CC, schneiden sich im Punkte 0. Nach Ax. 5 sind die Dreiecke CBB, 
und BCC, einander kongruent, also ist das Dreieck CBB, rechtwinklig 
bei B (4, Folgerung). Dieses ist aber unméglich (9b). 

Satz 20. Wenn der Winkelraum (ab) spitz (oder stumpf) ist, dann 
ist der Winkelraum (ba) ebenso spitz (oder stumpf). 

Seien a und a, zwei entgegengesetzte Halb- 
geraden und 0 der gemeinsame Endpunkt der 
/ drei Halbgeraden a, a, und b; sei weiter d die 











/ a Senkrechte auf a im Punkte 0. Sie fallt in 

4, / VA rs den Winkelraum (ab), der also ein stumpfer ist. 
(2 1 Es werden die kongruenten Strecken Oa, und 
TD Ob auf a, und b abgetragen; die Senkrechte d, 
%, r 7 auf Oa, im Punkte a, fallt auBerhalb des Dreiecks 
Fig. ¢ Oa,b (19) und ist mit d parallel (16). Die 


Verlingerung von a,b schneidet dann d. Eine 
Héhe des Dreiecks QOa,b verbindet O mit der Mitte von a,b; sie fallt 
also ins Innere des Dreiecks; die Héhe von } ist mit d und d, parallel, 
fallt also auch ins Innere des Dreiecks. Diese zwei Héhen schneiden sich 
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dann in einem Punkte P im Innern des Dreiecks. «,P ist nun die dritte 
Héhe (18); sie schneidet Ob in einem Punkte, die Senkrechte auf Ob im 
Punkte O ist mit dieser Héhe parallel und fiallt also in den Winkelraum ad. 
Der Satz ist nun in einer erweiterten Fassung bewiesen. 

Satz 21. Unter allen Strecken, die man nach einer gegebenen e- 
raden von einem auferhalb derselben liegenden Punkte ziehen kann, ist 
die senkrechte die kiirzeste. 

Die Gerade sei NM, der Punkt P; wir nehmen an, daB die senk- 
rechte PM gréBer als PN ist und tragen PQ=PN auf PM ab; PO 
ist mit NM parallel und also auf PM 
senkrecht. PM’ ist die Verliingerung yy M 
von MP. Im Winkelraum OJ/’ gibt 
es eine Parallele zu N@; denn jede Ge- 
rade durch P im Winkelraume OM 
schneidet NQ. Der Winkelraum MPR 
ist stumpf, denn er enthilt PO; die 
Senkrechte auf PR im Punkte P fallt dann 
in den Winkelraum OPM (20). Dieses 
ist aber unméglich, denn die Gerade, 
die P mit der Mitte von NY verbindet, 
ist auf N@ und deshalb auch auf PR senkrecht. Also ist PM nicht 
gréBer als PN. 

PM ist auch nicht gleich PN; denn alsdann kénnte man noch eine 
Senkrechte von P nach der Geraden NM ziehen, nimlich nach der Mitte 
der Strecke NM. 

Dieser Beweis findet sich in: Elementi di Geometria von Veronese 
(Parte I, pag. 51); er stiitzt sich aber dort auf die Vorstellung von gleichen 
und ungleichen Winkeln, welche hier nicht zu Hilfe genommen ist. 

Satz 22. In jedem Dreiecke ist die Summe zweier Seiten gréBer 
als die dritte Seite. 

Sei BC die gréfte Seite des Dreiecks ABC; auf BC wird BD'=BA 
abgetragepv. Die Senkrechte auf BC im Punkte D wird die Strecke AC 
im Punkte E schneiden (19). Es ist nun CD<CE<CA (21). 

Folgerung. Wir kénnen nun ohne Schwierigkeit die gewéhnlichen 
Siitze iiber die Gleichheit und Ungleichheit von den Strecken, die einen 
Punkt und eine Gerade verbinden, herleiten. 
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Die Lehre von den Proportionen. 


Wie in meiner Abhandlung: Die Lehre von den geometrischen Pro- 
portionen (diese Annalen Bd. 56, pag. 277) stellen wir die folgende 
Definition auf: 

Auf dem einen Schenkel eines rechten Winkels O (ich erlaube mir 
diese Ausdrucksweise zu benutzen) werden die Punkte A und B, auf dem 
anderen C und D abgetragen; AC ist parallel zu BD. Diese Lage der 
vier Strecken OA, OB, OC und OD wird durch die Gleichung 

OA OC 

OB OD 
ausgedriickt. Die Gleichung wird eine Proportion genannt. Man kann 
auch schreiben 


OB OD 
OA OC 
oder 
oc OA 
OD ~ OB (Ax. 5). 


Es ist einleuchtend, daB drei von den Gliedern der Proportionen das vierte 
eindeutig bestimmen. 
Satz 23. Wenn DEF eine Transversale parallel zu der Kathete OC 
im rechtwinkligen Dreiecke OAC (rechtwinklig bei O) ist, dann ist 
AD _ DE 
AO oc 
Sei EF auf OC im Punkte F senkrecht, /G zu CA parallel, und 
sei G der Schnittpunkt der Geraden /'G und OA. Es ist dann OG=DA; 
denn trigt man OH= DA auf OA ab, dann ist AOHF=ADAE (7); 
es ist dann auch FH = EA= FG (14). Also fiallt H in den Punkt G 
(22, Folgerung). Nach der Definition ist nun 


OG OF 

OA OC 
oder 

AD DE 

AO OC” 


Satz 24. Wenn das Dreieck AOC rechtwinklig bei O, und DE eine 
Transversale zwischen AO und AC ist, die senkrecht auf die letztere 
ezogen ist, dann ist 
— AE DE 

AO” OC” 

Tragen wir AF =AE auf AO und AG=AD auf AC ab, damn 
sind die Dreiecke AFG und AED einander kongruent; mithin ist FG 
anf O.4 senkrecht (4, Folgerung). Es ist nun 
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40 — oc (3) 
oder 
- AE DE 
le AO ~ 00 
Satz 25. Wenn 
ir a@_ee¢ 
m bud 
a. und 
oe 
‘ — f’ 
dann ist auch 
b d 
y = 3 (Ax. Til). 
1 
Satz 26. (Das kommutative Gesetz.) Wenn die Proportion 
a = c 
ba 
gilt, hat man auch 
a_ ob 
r ie oe 
t . 
; Sei BB auf AC im Punkte 8 senkrecht, BA =a, BB=b; auf BB 
0 wird 6O =c abgetragen. Es ist nun ein Drei- 
eck ABC bestimmt, worin O der Héhenschnitt- B 
punkt ist; die Héhen sind Aa, BB, Cy. In 
den rechtwinkligen Dreiecken ABO und BaO . a) oe 
| sind die Katheten proportional. Zum Beweise y | ne 
nd tragen wir OB’ = OB auf O« und Oa’ = Ou Ps AIK \ 
A; auf OB ab; es sind dann die Dreiecke OB’a 4Z So 
3 und OBe einander kongruent (Ax. 5); B’c’ 8 
G ist deshalb auf 6B im Punkte «’ senkrecht und si 
also auch mit AC parallel. Wir beweisen nun ohne Schwierigkeit, daB 
One Be ,,; 
oder 
Oa Be 
Op «AB 
ne Weiter ist 
x . Oa Ba 
Aus diesen zwei Proportionen entnehmen wir 
nu | 36 
C3 Ap OB? 


diese Proportion zeigt, daB die Katheten der Dreiecke BBC und ApO 
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proportional sind, und auch, daB C8 gleich d ist. Ebenso sind die Katheten 
der Dreiecke BBA und C£O proportional und also 


BB AB 
Cp OOB 
oder 
b a 
ae 
was zu beweisen war. 
Satz 27. Wenn 
a c 
- a 
und 
a 0" e 
- 
dann ist 
c n e 


Satz 28. (Das distributive Gesetz.) Wenn 


a c 
+ @ 
dann ist 
a+b e+d 
=: 
Satz 29. Wenn 
a c 
b~ @? 
dann ist 
a € ate 


b d b+d 

Die Siitze 27, 28 und 29 sind in der oben zitierten Abhandlung be- 
wiesen. 

Definition. Sei A der Scheitel des gleichschenkligen Dreiecks ABC; 
P ist ein beliebiger Punkt in der Héhe von A oder ihrer Verlingerung, 
PQ und PR sind die Lote von P aus auf die Schenkel AB und AC. 
Es ist dann PR = PQ; denn trigt man auf die Gerade AC AR, gleich 
AQ ab, dann sind die Dreiecke APR, und APQ einander kongruent 
(Ax. 5) und deshalb PR, auf AC senkrecht. Es fillt dann R, in 
den Punkt R (9b), und also ist PQ=PR. AP wird die Winkel- 
halbierende der Halbgeraden AB und AC genannt, und es leuchtet ein, 
daB zwei Halbgeraden nur eine Winkelhalbierende haben. 

Folgerung. Die Seiten eines Dreiecks bestimmen drei Winkel- 
halbierende, die sich in einem Punkte O schneiden, der von allen drei 
Seiten denselben Abstand hat. Ist das Dreieck A BC und sind die Abstinde 
von BC, CA und AB Oa, OB und Oy, dann ist Ca=CB, AB = Ay, 
By = Be 
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Definition. Die Dreiecke AB,C, und ABC sind in Bezug auf A 
in Ghnlicher Lage, wenn B, auf der Geraden AB und C, auf AC liegt 
und B,C, parallel zu BC ist. 

Hilfssatz. Wenn zwei Dreiecke in ahnlicher Lage sind, dann sind 
die entsprechenden Winkelhalbierenden parallel. 

Seien die Dreiecke ABC und AB,C,; die Winkelhalbierende der 
Geraden AB und AC schneidet B,C, und BC in den Punkten D und E. 
Die Strecke DF’ parallel zu AB schneidet BC im Punkte F, die Strecke 
FG parallel zu AD schneidet 
AB im Punkte G; es sind 
dann die Dreiecke AB,D und 
G BF einander kongruent. B,H 
ist die Winkelhalbierende der 
Halbgeraden £L,A und B,C,, 
die AD im Punkte H schneidet, 
der in gleichen Abstiinden HJ 
und HK von AB, und B,C, 
entfernt ist. Die Strecke HJ 
parallel zu AB schneidet F'G 
im Punkte J, und es sind die Dreiecke BIG und B,HA, ebenso die 
Dreiecke BIE’ und B,HD einander kongruent. Auf BA wird BM= B,J 
abgetragen, und es sind nach Ax. 5 die Dreiecke BJM und B,HJ ein- 
ander kongruent; JM ist also auf AB senkrecht und HJ kongruent. 
Ebenso wird JL senkrecht auf BC und mit HK kongruent bestimmt. 
Also ist IM=JIL, BI ist die Winkelhalbierende der Halbgeraden BA 
und BC und mit B,H parallel. 

Definition. Die Dreiecke ABC und A, B,C, sind thnlich, wenn es 
ein Dreieck AB’C" gibt, welches in thnlicher Lage mit dem Dreiecke ABC 
und dem Dreiecke A,B,C, kongruent ist. 

Satz 30. In zwei ahnlichen Dreiecken sind die entsprechenden Seiten 
proportional. 

Der Beweis ist in der oben zitierten Abhandlung zu finden und ist, 
wie ich auch dort bemerkt habe, nur in der Form von dem Hilbertschen 
zum Satze 22, Grundlagen der Geometrie, verschieden. 

Satz 31. (Das assoziative Gesetz.) Wenn 








Fig. 9. 


a) t= § 
und 

@ ta$, 
dann ist auch < = f. 


Mathematische Annalen. L VIII. 32 
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Aus der Proportion 
b 
(3) ="7 


wird m bestimmt. Aus (2) entnehmen wir 


a é 
7 a 
also 
4 b ... 
(4) ome. 
Setzt man nun 
“ b x 
(5) a eee 
dann ist 
x _ m 
se « 


(mittelst (3) und (5)). 

Es ist dann 
(6) =a 
Aus (1) und (6) bekommt man 


=/8 
° 


a x 
bm? 
und aus (4) 
- ¥ 
bom 
Die zwei letzteren Proportionen zeigen, daB «=/; (5) wird dann als 
b i 
ss 


geschrieben, was zu beweisen war. 

Diese formelle Herleitung des assoziativen Gesetzes durch die anderen 
Siitze der Proportionenlehre riihrt von A. Kneser her (Sitzungsberichte 
der Berliner Mathematischen Gesellschaft 1. Jahrgang 1. Stiick 1902). 
Hiermit ist der Pascalsche Satz bewiesen. 


Verhiltnisrechnung. 
Die nachfolgenden Definitionen und Beweise der Siitze sind in meiner 
Dissertation pag. 63—71 zu finden. 


. . oh —_ 
Wir geben einem Verhiiltnis 


> eimen andern Nenner ¢c, indem wir 


a x . . . ° 
> = > Setzen; aus dieser Proportion wird x bestimmt. 
ee a c a+e a c a # a+a 
Definition: — + >= ae hk ek te 
wo «x aus der Proportion 
« w 


bestimmt wird. 





ls 
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Satz 32. Addition ist eindeutig d. h.: Wenn 


a x 
tb n 
und 
c y 
bw? 
dann ist 
a+e 2«£2+y 
_— -- 


Satz 33. Subtraktion ist eindeutig d. h.: Wenn 


a c e 


“Peak dealt i 


491 


dann bestimmt diese Gleichung + eindeutig (die Gleichung hat nicht mehr 


als eine Lésung). 


Definition. Wir wiahlen zuniichst eine beliebige Strecke, die fir 
die ganze Betrachtung die nimliche bleibt, und bezeichnen dieselbe mit 1. 


Nunmehr definieren wir: 


a 1 a 
ee Sa 
und zunichst 
a c # 1 
bd 1 y? 
indem wir 
a t 
_ 1 
und 
¢ 1 
ay 
setzen. 


Satz 34. Maltiplikation ist eindeutig. 
Satz 35. Division ist eindeutig dh: Aus der Gleichung 


a a c 


by d 
wird «x eindeutig bestimmt. 
Satz 36. Addition und Multiplikation sind kommutativ. 
Satz 37. Addition und Multiplikation sind assoziativ. 
Satz 38. Maultiplikation ist distributiv. 


Definition. + > + oder < < < bedeutet, daB wenn 


a C, 
b- @’ 
dann ist 
c<¢, 
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Satz 39. Wenn > > = und - > 7 dann ist auch * > i 
wenn 2 “ dann ist + + 7 z < + #3 
wenn < z =; dann ist +: 7 z < . 73 
wenn + > - dann ist — < = 


Satz 40. Der Archimedische Satz: Wenn - < 7) so ist es stets 


méglich eine ganze, positive Zahl » zu bestimmen, so dah 
a a as, ce 
pt et + | Mal) > 7, 


kann durch die aufgestellten Axiome nicht bewiesen werden. 

Folgerung. Indem wir eine von Hilbert (Grundlagen der Geometrie 
§ 13) eingefiihrte Redeweise benutzen, kénnen wir sagen: Die Verhiiltnisse 
bilden ein reelles, Nichtarchimedisches Zahlensystem. Diese Verhiiltnisse 
sind die Zahlen der sogenannten Nichtarchimedischen Geometrie. Hierzu 
gehért ein Teil der Zahlen der Arithmetik, nimlich die rationalen und 
solche irrationale Zahlen, die nur Quadratwurzeln enthalten, wo eine » faltige 
Quadratwurzel 2” reelle Werte hat (Hilbert: Grundlagen der Geometrie 
Satz 44). 


» wenn 


2 on (z)'= ea 
. we  @ 


/p : . : 
Satz 41. V : kann nur bestimmt werden, wenn man die mittlere 


Jefinition. Wir setzen Vi ne 4 


Proportionale zwischen p und q bestimmen kann. 
Dieses ist im allgemeinen nicht der Fall (Hilbert: Grundlagen der 
Geometrie Satz 44). 


gre J ‘ a x : ° ; —_* 
Definition. Die Proportion = = — bestimmt eindeutig die Strecke z, 


wir schreiben 


= 
—) 


ma 
L=mM-— = . 


b b 
. AC ma ame 
Satz 42. ; ; 


‘ ” r a ci ° 
Satz 43. Wenn »w- , = Ma, dann ist auch 
; 
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Von dem Projektionsparameter zweier Halbgeraden. 


Definition. Seien ZL und M zwei beliebige Halbgeraden mit dem 
gemeinsamen Endpunkt O; unter dem Projektionsparameter M,, verstehen 


wir ein Verhiiltnis a , dessen Nenner eine beliebige Strecke OA, auf M 
abgetragen, und dessen Ziihler die Projektion OA, dieser Strecke auf L ist; 
fallt A, auf L, so ist der Projektionsparameter positiv; fillt A, auf die 
entgegengesetzte Halbgerade, so ist der Parameter negativ. Die Proportionen- 
lehre zeigt, daB die Strecke OA von einer andern beliebigen Strecke 
ersetzt werden kann. 

Satz 44. Wenn ZL und M einen spitzen Winkelraum bilden, ist 
M,, positiv; wenn Z und M einen stumpfen Winkelraum bilden, ist M, 
negativ; wenn J, und M aufeinander senkrecht sind, setzen wir M, = 0. 

Satz 45. Ly = M;. 

Dieser Satz wird sogleich durch Ax. 5 bewiesen. 

Satz 46. Wenn LZ und L’ zwei parallele Halbgeraden auf derselben 
Seite von M sind, dann ist Ly = Ly; wenn LZ und L’ auf verschiedenen 
Seiten von M sind, dann ist Ly = — Ly. 

Satz 47. (Der Pythagoriische Lehrsatz.) 

Seien M und P zwei aufeinander senkrechte Halbgeraden; sei weiter 
L eine beliebige Halbgerade; es ist dann immer 

Li, + Lp = 1. 

Wir kénnen immer voraussetzen, dah L durch den gemeinsamen 
Endpunkt OQ von M und P geht (46). Wir wiahlen auf L einen Punkt A, 
der auf M in einen Punkt A, projiziert wird, welcher wieder auf 1 im 
Punkte A, projiziert wird. Sei M’ die entgegengesetzte Halbgerade von M, 
und nehmen wir an, daB Z in den Winkelraum MP oder M’P fallt. In 
beiden Fallen ist OA = OA, + A,A; im ersten Fall ist 

OA, = OA, Ly = OA: Th; 
im zweiten Fall ist 
OA, = OA,(—Ly) = OA: Ly; 
in beiden Fallen ist 
A, A = A, A+ Lg= OA: Ih, 
wenn @ die Halbgerade A, A parallel zu P ist. Hieraus entnehmen wir 
l= +1 
oder 
1 = Li, + Lp. 

Der Parameter zweier Halbgeraden iindert nur das Vorzeichen, wenn 
die eine durch die entgegengesetzte ersetzt wird; wir haben also nicht 
nétig, mehrere Lagen von L in Betracht zu nehmen. 
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Definition. Im Dreiecke ABC werden die Seiten AB, BC und 
CA c,a und b genannt. Die Parameter a,, b, und c, sind dann die 
Parameter der Halbgeraden CA und CB, AC und AB, BA und BC. 

Satz 48. In einem Dreiecke mit den Seiten a, ) und ¢, ist immer 


a+ b?+c-+ 2a,b,c, = 1. 

Von B aus fillen wir das Lot BD auf AC; D fallt entweder auf die 
Strecke AC oder auf eine ihrer Verliingerungen. in allen Fallen ist 

b=c-o,+a-a, 
ebenso 

a=b-b,+c-¢, 
und 

e=a-a,+b-b,. 
Aus diesen Gleichungen leiten wir bei Elimination von a,b und ¢ die 
gesuchte Gleichung her. 

Folgerung. Diese Gleichung behilt ihre Giiltigkeit wenn a zum 
Punkte A parallel verschoben wird mit der Ausnahme, daB a, oder a, ihr 
Vorzeichen fndert. Sind also a,b und ¢ drei Halbgeraden durch den- 
selben Endpunkt, so ist immer 


2 2 = = aa 
@+b?+c— 2a,:b,-¢,=1. 


a 


Satz 49. In einem Dreiecke mit den Seiten a, 6 und ¢ ist immer 


= G+ Gee dts, 


a a 
Diese Gleichung leiten wir in gewéhnlicher Weise aus den Gleichungen 
a-a=b—c-G, 


a:-a,=C-C, 


durch Quadrieren und Addieren her; h ist die Héhe des Dreiecks von B. 

Hilfssatz. Wenn die Mediane von A im Dreiecke ABC gleich der 
halben Seite BC ist, dann ist das Dreieck rechtwinklig bei A. 

Sei AD die Mediane; es ist dann AD=BD=CD. Auf die Ver- 
langerung von BA tragen wir AB’ = BA ab; nun ist CB’=2DA=CB. 
Hiermit ist der Satz bewiesen. 

Definition. Wenn M ein beliebiger Punkt ist, so heiBt die Ge- 
samtheit aller Punkte A, fiir welche die Strecken J/A einander kongruent 
sind, ein Kreis; M heiB®t der Mittelpunkt des Kreises; M/A hei®t Radius. 
Eine Strecke, die zwei Punkte des Kreises verbindet, wird eine Sehne 
und wenn sie durch den Mittelpunkt geht ein Durchmesser genannt. 
Wenn zwei Sehnen die Endpunkte eines Durchmessers mit einem dritten 
Punkte des Kreises verbinden, werden sie Supplementsehnen genannt. 
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Satz 50. Zwei Supplementsehnen sind aufeinander senkrecht. 

Dieser Satz ist eine unmittelbare Folge des obengenannten Hilfssatzes. 

Satz 51. Werden von einem beliebigen Punkte eines Kreises aus 
gerade Strecken zu den Endpunkten einer gegebenen Sehne gezogen, dann 
ist der Projektionsparameter dieser Strecken mit Ausnahme des Vorzeichens 
vollig bestimmt. 

Sei die gegebene Sehne BC =a, der Punkt A, AB=c, AC=b; 
die Halbgerade durch A, welche den Mittelpunkt enthilt, werde mit R be- 
zeichnet. Mit demselben Buchstaben bezeichnen wir auch den Radius. Es ist 

a (N+ (2b aon 


a 
weiter ist 


b=2R-h, wnd c=2R-R, (50). 


Hieraus entnehmen wir 


2R\? 2R\2 : 2 oR . 
=f) a+ Gy 2-9 ST ee 
“7 (=) (R? + R?—2R,-R,-b,); 
es ist aber 
1=R+R+ 0? —2R,-R,-), (48) 
und also 
R 


a 


1=4 (2) (1-2). 


Hiermit ist der Satz bewiesen. 

Wir unterscheiden leicht den gréferen und den kleineren von den 
zwei Bogen, die beide zu der Sehne BC gehiren. Wenn A auf dem 
gréBeren dieser Bogen liegt, wird der Durchmesser von B den Kreis in 
einem Punkte des kleineren der zwei Bogen AC schneiden, und es 
sind AD und AB aufeinander senkrecht. Hierdurch sieht man, daB der 
Winkelraum zwischen AB und AC ein spitzer ist; b, ist deshalb positiv. 
Wenn A dagegen auf dem kleineren der zwei Bogen BC liegt, wird 
b, negativ. 

Folgerung. Hat ein Kreisviereck die Seiten a, b, c, d, dann ist 


immer 

a,=—C, 
und 
—s 


ay as 


Es ist kaum notwendig zu bemerken, daB die gewéhnlichen Kon- 
gruenzsiitze von Dreiecken ohne die geringste Schwierigkeit hieraus her- 
geleitet werden kinnen. Ebenso gilt auch hier die Hilbertsche Lehre 
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von den Flicheninhalten; doch ist in meiner Darstellung diejenige Form fir 
diese Lehre die natiirliche, die ich in meiner Dissertation pag. 71—79 
angegeben habe. 

Hiermit habe ich also bewiesen, daB von den zwei meBbaren Gréfen, 
die man der Geometrie zu Grunde legt, namlich ,Strecke“ und ,,Winkel“, 
die erstere allein fiir den Aufbau dieser Wissenschaft ausreicht. An die 
Stelle des Winkels tritt hier der Projektionsparameter zweier Geraden, der 
durch ein Verhiiltnis zweier Strecken ausgedriickt ist. Dieses Verhiltnis 
ist durch zwei Strecken bestimmt. 


Kopenhagen, Oktober 1903. 
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Uber Modulfunktionen von mehreren Veranderlichen*). 


Von 


Orro BLUMENTHAL in Géttingen. 
(Zweite Hilfte.) 


Vorbemerkungen. Die WeierstraBschen Sitze. 


Kine eindeutige Funktion von » Veriinderlichen z, 2’, ---, 2-” heiBt 
um einen Punkt (a, a’,---,a®~") herum analytisch, wenn sie sich in eine 
Potenzreihe $(a—a,---+, 2"-Y—a®-) entwickeln lift. Sie hat an 
der Stelle (a, a’,---, a"-”) einen Pol, wenn sie sich in der Umgebung 


, p> darstellen 1aBt**), Alle 
iibrigen Stellen sind wesentliche Singularitiiten. Eine Funktion verhdilt 
sich innerhalb eines (2”)-dimensionalen Gebietes wie eine rationale Funk- 
tion, wenn sie innerhalb und auf dem Rande dieses Gebietes bis auf Pole 
analytisch ist. 

Wir wollen diese allgemeinen Sitze auf die Modulfunktionen von 
mehreren Veriinderlichen anwenden. Den Fundamentalbereich dieser Funk- 
tionen bezeichnen wir mit D. Er hat einen einzigen Punkt im Unend- 
lichen und ist einfach zusammenhingend. 

Wir haben in Teil II dieser Arbeit gesehen***), daB es m voneinander 
unabhingige Funktionen 7,,---, 7, der ~ Variabelen x, - - -, x”-» gibt, 
welche folgende Eigenschaften besitzen: 

*) Die erste Hilfte dieser Arbeit ist in diesen Annalen, Bd. 56 (1903) p. 509—548 
erschienen. Unterdessen hat Herr Poincaré in Acta 26, (1902), p. 46—56, seinen 
friiheren Beweis (s. Comptes Rendus, 124 (1897), p. 1407) der in der vorliegenden Arbeit 
behandelten ,, WeierstraBschen Sitze“ ausfiihrlich dargestellt. (Vgl. p. 518 dieser Arbeit). 

**) Siehe Weierstra8, Einige auf die Theorie der analytischen Funktionen 
mehrerer Veriinderlichen sich beziehende Siatze, Werke II, p. 156, Abhandlungen aus 
der Funktionenlehre p. 128. 

***) 1. c. p. 542 ff. 


des Punktes als Quotient zweier Potenzreihen 
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1) Sie haben den Bereich D zum Fundamentalbereich. 

2) Sie verhalten sich innerhalb und an allen endlichen Stellen des Randes 
von D wie rationale Funktionen. 

3) Sie lassen sich im Unendlichen als Quotienten von Potenzrethen nach 
gewissen Variabelen U’,---, U™ darstellen. 

Funktionen dieses Typus werden wir rationale Funktionen des Funda- 
mentalbereichs nennen und iiber sie die folgenden von WeierstraB zuerst 
ausgesprochenen Siitze*) beweisen: 


I. Alle rationalen Funktionen des Fundamentalbereichs lassen sich 
algebraisch ausdriicken durch n voneinander unabhingige unter thnen. 

Il. Sie lassen sich rational ausdriicken durch n + 1 geeignet gewdhlte. 

Betreffs der Darstellung bemerken wir vorweg, dai kompliziertere 
Beweise in der Regel fiir spezielle kleine Werte der Variabelenzahlen 
(3 oder 4) gegeben sind, dagegen die Sitze stets fiir allgemeines » aus- 
gesprochen werden. Die Beweismethoden lassen sich ohne weiteres auf 
den allgemeinen Fall iibertragen. Innerhalb des (2”)-dimensionalen Raumes 
der komplexen Variabelen x,---, z~" werden 6-dimensionale Mannigfaltig- 
keiten hiufig als Rduwme, 4-dimensionale als F'ldchen, 2-dimensionale als 
Kurven bezeichnet werden. 


a. Rationale Funktionen eines Bereiches. 


Wir stiitzen uns bei allem folgenden auf den WeierstraB schen ,,Vor- 
bereitungssatz“**), den wir folgendermaBen aussprechen: 

S(a, #’,---,2@-") sei eine am Punkte =a’ =---=a2"-) =0 ver- 
schwindende Potenzreihe, welche bei Nullsetzung der iibrigen Variabelen 
x,--+,2@-» nicht identisch in x verschwindet. S enthalt dann Glieder 
der Form «,,7* («,, Konstante), von denen «,,2” den kleinsten Exponenten 
habe. Alsdann liBt sich S in die Form bringen: 


(1) S=(a"+, (x',+++,a"— D) gm 14 of Ba a"— 1))) K(, aed ») 
= G(x; 2,---,2°-9) (2), 


wo K am Punkte (0)) nicht verschwindet, und die $ und K in einem ge- 
wissen Bereiche um (0)) konvergente Potenzreihen sind. 
Verschwindet die Potenzreihe S identisch in z fiir 2’ =---=x%”-Y=0, 


*) Weierstra8, Brief an Borchardt, Werke II, p. 123ff., Crelles Journal, 89 
(1880), p. 18. 

**) WeierstraB, Werke [I], p.135, Abhandlungen aus der Funktionenlehre, p. 105; 
Picard, Traité d’Analyse, I, p. 241, s. a. Poincaré, Thése (1879), p. 6—12. 
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so kann man auf unendlich viele Arten durch eine lineare Substitution 
mit nicht verschwindender Determinante neue Variabele t,---,¢"~» einfiihren, 
so daB die Reihe fiir t'’=-...=t*- =0 nicht mehr identisch in t ver- 
schwindet, und alsdann den friiheren Satz anwenden. 

Sei nun r(x) eine rationale Funktion des Fundamentalbereichs D. 
Aus der Eigenschaft 3) (siehe Vorbemerkungen) entnehmen wir*), daB 
jede bis auf Pole im Inneren von PD regulire Funktion insbesondere dann 
eine Funktion r ist, wenn sie bei Fortgang innerhalb des Fundamental- 
bereichs sich am unendlich fernen Punkte einem festen Werte niihert. 
Da fiir jede Funktion + am unendlich fernen Punkte die Fourier-Ent- 
wicklung gilt 


inlaw +--. ) a(n) : ym (n) 
(2) r at, veel”) etia(m wis +l) al" : > Ay. --m{(”) U eee um 


Sa, oi PORE EATS Sy 

so laBt sich die Funktion r an jedem Punkte des Fundamentalbereiches 
als Quotient von Potenzreihen darstellen. Der unendlich ferne Punkt 
kann daher im folgenden immer nach denselben Methoden behandelt 
werden wie ein gewodhnlicher Pol, und eine gesonderte Betrachtung ist 
nicht notig. 

Die Punkte (7) des Fundamentalbereichs, in welchen r einen be- 
stimmten Wert a annimmt, bilden einen (2 — 2)-dimensionalen Bereich, 
welcher aus einer einzigen analytischen Mannigfaltigkeit (d. h. einem 
Funktionselement nebst seinen Fortsetzungen) besteht oder sich aus einer 
Anzahl solcher Mannigfaltigkeiten zusammensetzt**). 

Bei den Polen, d. h. den Stellen, an welchen ry die Darstellung 


gestattet, sind zwei verschiedene Arten streng zu scheiden: 
a) diejenigen Stellen, an welchen $§ von 0 verschieden ist. An diesen 


Stellen hat : den Wert 0. Ihre Gesamtheit bildet eine (2”—2)-fach 


ausgedehnte Mannigfaltigkeit. 

b) Diejenigen Stellen, an welchen 8 und O gleichzeitig verschwinden. 
An diesen Stellen ist die Funktion unbestimmt in dem Sinne, daB sie in 
beliebiger Nahe des Punktes noch jeden Wert a annimmt: Es geht dann 
eben ein ganzes Biindel von (2n—2)-dimensionalen Bereichen r = a durch 


*) Siehe Teil Il, ¢ (1. ¢. p. 547). 
“*) Fiir das folgende vergl. WeierstraB, Werke II, p. 154—162, Abhandlungen 
aus der Funktionenlehre, p. 128—134. 
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diesen Punkt hindurch. Solche Stellen werden als Unbestimmtheitspunkte 
oder als U-Punkte bezeichnet. Sie bilden (2”—4)-dimensionale ana- 
lytische Mannigfaltigkeiten (Unbestimmtheitsmannigfaltigheiten). 

Die an U-Punkten stattfindende Unbestimmtheit unterscheidet sich 
iibrigens in markanter Weise von der Unbestimmtheit an wesentlich 
singuliren Stellen. Man beweist nimlich leicht: 

Nihert man sich dem U-Punkt auf einem analytischen Wege, lings 
dessen die Funktion iiberall bestimmte Werte hat, so kommt man auch 
in dem U-Punkt selbst zu einem bestimmten Grenzwert. 

Ich stiitze mich ferner auf einen von mir friiher bewiesenen Satz aus 
der allgemeinen Eliminationstheorie*), welcher, fiir die Funktionen des 
Fundamentalbereichs ausgesprochen, folgendermafen lautet: 

Sei ein System von m Funktionen r,,---,17,, des Fundamentalbereichs 
vorgelegt, und betrachten wir diejenigen Stellen des (2n)-dimensionalen Funda- 
mentalbereichs, an welchen 


ay Ry "7 Tm = Uy) 


WO G,,+-*, a, gegebene Konstante sind, so lassen sich diese Stellen 2u 
analytischen Mannigfaltigkeiten verschiedener Dimensionen (Stufen) zusam- 
menfassen, und Mannigfaltigkeiten jeder Dimension sind im Inneren des 
Fundamentalbereichs nur in endlicher Anzahl vorhanden. Die Dimensionen 
miissen natiirlich immer geradzahlig sein. 

Ist insbesondere m <n, so ist die niederste auftretende Dimension 


= 2(n—m). 


Wir haben diesen Satz nur in zwei speziellen Fillen anzuwenden: 

Einmal ergibt sich — in Ergiinzung des Vorhergehenden —, da die 
Stellen + =a (und insbesondere auch die Pole) im Inneren des Funda- 
mentalbereichs nur eine endliche Anzahl analytischer (2 — 2)-dimensionaler 
Mannigfaitigkeiten bilden. Es folgt ebenso, da® die Anzahl der (2n—4)- 
dimensionalen Unbestimmtheitsmannigfaltigkeiten endlich ist. 

Ferner aber betrachten wir ein System von » von einander unab- 
hiingigen Funktionen r,,---, 7, des Fundamentalbereichs und fassen das 
Punktsystem im Innern und auf dem Rande des Fundamentalbereichs ins 
Auge, an welchem die 7, die gegebenen Werte a, annehmen. Dieses Punkt- 
system besteht dann im allgemeinen nur aus einer endlichen Anzahl von 
Punkten. 

In der Tat folgt aus dem Eliminationssatze, daB auBer einer end- 
lichen Anzahl isolierter Punkte nur noch ganze analytische Mannigfaltig- 


*, Math. Ann. Bd. 57, p. 356—368; s. a. Poincaré, Acta Math. 26, (1902), p. 49. 
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keiten der verschiedenen (geradzahligen) Dimensionen dem Punktsystem 
angehéren kénnen. Wir sagen nun: 

m voneinander unabhingige Funktionen der » Variabelen a, - - -, 2~» 
haben einen gemeinsamen Schnitt [a,,---,a,], wenn die Werte a,, ---, a, 
von den Funktionen lings eines ganzen Kontinuums (von beliebiger Dimen- 
sion) angenommen werden. Unter Benutzung dieser Ausdrucksweise liBt 
sich unser Resultat folgendermafen aussprechen: 

n voneinander unabhiingige rationale Funktionen des Fundamental- 
bereichs nehmen ein Wertsystem a,,--+, a, entweder nur eine endliche An- 
zahl von Malen an, oder es existiert ein gemeinsamer Schnitt [a,, ---, a,|- 

Da wir im folgenden sehen werden, da die Wertsysteme (ay, +++) Gy), 
welche gemeinsamen Schnitten entsprechen, nur eine Mannigfaltigkeit von 
der (2n—4)‘*" Dimension bilden, so kommt dieser Satz in der Tat auf 
die vorangestellte Behauptung hinaus, daB vorgegebene Werte (a,) in der 
Regel nur an einer endlichen Anzahl von Punkten gemeinsam angenom- 
men werden. 


b. Gemeinsame Schnitte. 


Unser Ziel ist nach dieser Vorbereitung, die Mannigfaltigkeit der ge- 
meinsamen Schnitte zu studieren. Und zwar betrachten wir an erster 
Stelle diejenigen Schnitte, welchen reguliire endliche Werte der a,, - - -, a, 
entsprechen. Hierdurch umgehen wir eine Schwierigkeit, welche von den 
Unbestimmtheitspunkten herriihrt. Es kénnen niimlich Mannigfaltigkeiten 
vorkommen, lings welcher eine Anzahl der y+ bestimmte konstante Werte 
hat, wiihrend andere unbestimmt sind. Wir werden solche Schnitte als 
Schnitte [U;*], genauer | U;‘, @,,,,+++,@,| bezeichnen, wenn die Mannig- 
faltigkeit von der Dimension 27 ist und / Funktionen auf ihr unbestimmt 
werden, wiihrend die iibrigen die Werte a,,,,---,@, annehmen. Ein 
einziger Schnitt [U,*] kann dann betrachtet werden als Zusammenfassung 
einer unendlichen Mannigfaltigkeit von gemeinsamen Schnitten [a,,-.-,a,| 
im gewoéhnlichen Sinne. Diese Auffassung wird in der Tat im niichsten 
Paragraphen durchgefiihrt werden. An dieser Stelle aber kiénnen wir, 
wegen der Beschrinkung auf reguliire Schnitte, die | U;‘|-Schnitte vor- 
liufig unberiicksichtigt lassen. 

Wir lassen ferner zuniichst auBber Betracht diejenigen Schnitte, auf 
welchen eine der Funktionen unendlich wird. Alle iibrigen Schnitte finden 
wir nach der folgenden Methode, welche iibrigens auch einen Teil der 
Unbestimmtheits- und Unendlichkeitsschnitte liefert. 

Wir setzen » = 4 voraus, da dieser Fall schon alle Besonderheiten 
des allgemeinen Falles aufweist. Sei A die Funktionaldeterminante der 
vier Funktionen 7,, /,, %3, 7,;. Liings eines gemeinsamen Schnittes muB 
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die Funktionaldeterminante verschwinden, denn wir haben dann die Glei- 
chungen 
Or; dx Or, dx” _ 
(3) de dt + + oa” ae ~% 
aus welchen A = 0 folgt. 
Betrachten wir nun allgemein die Funktionaldeterminante und unter- 


suchen ihr Verhalten an zwei iiquivalenten Punkten (2) und (S24). 
Wir haben 

a a | 

oes 

yx-+a 
und demnach 
A (e+ 5)) = Ala) Mp2 +8) 

A ist im iibrigen analytisch, wenn die r,; analytisch sind, und hat Pole 
nur an Stellen, wo eine der Funktionen +; einen Pol hat. Es existiert 
ferner im Unendlichen eine Entwicklung (2), und A stellt sich dar als 
eine multiplikative rationale Funktion des Fundamentalbereichs. Das Gebiet 
A = 0 besteht also aus einer endlichen Anzahl analytischer 6-dimensionaler 
Mannigfaltigkeiten oder Riiume. Nach ihnen werden wir die gemeinsamen 
Schnitte einteilen. 

Sei 4, = 0 einer der Ritume A= 0; dann gilt der Satz: 

Liegt auf &,=0 eine unendliche Anzahl gemeinsamer Schnittkurven, so 
existiert mindestens eine ganze (4-dimensionale) F'liiche auf &, = 0, welche 
gemeinsamen Schnitthurven erfiillt ist. 

Gibt es unendlich viele gemeinsame Schmittflichen, so ist der gesamte 
Raum &,=0 von gemeinsamen Schnittfldchen erfiillt. 

Das Aussehen eines Raumes 4, = 0 wiire sonach folgendes: Entweder 
ist er giinzlich erfiillt von gemeinsamen Schnittkurven oder Schnittfliichen, 
oder aber es liegen in ihm nur eine endliche Anzahl von Flaichen und 
Kurven, welche von gemeinsamen Schnittgebilden iiberdeckt sind. 

Zam Beweise bemerken wir zuniichst: Da die gemeinsamen Schnitte 
auf A, =0 liegen miissen, so besteht lings ihrer auBer den Gleichungen (3) 
noch die Gleichung 


2 OA, dx GA, da” 
(4) eat tH a 


- Ob, : 53s . . 
wo die = ,-*: nicht simtlich auf dem ganzen Raume A, = 0 verschwinden. 


dx dx dx" dx” 
at? dt’ dt’ at 
die vier Gleichungen, welche liings eines gemeinsamen Schuittes erfiillt sind, 


Durch Elimination von erhalten wir aus (3) und (4) 
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(5) 4,=9, r,=0, lr, = 0, r= 0, 
wo 

-- ae. ae ae 
| de O2 On" a2” 
| Ot, Oty ry Oy 
| de O02 O20” dxf” 
| er, =O, Ors or, 
| Oe Oa Ox" dx'” 
04, Oh, 04, A, 
| Oe Ox Oa” dx” 





die Funktionaldeterminante der Funktionen r,, 7,, 73, 4, ist, und [,, F; 
ebenso die Funktionaldeterminanten von 1, 73,7, 4, und 75, 74,7, 4, 
bezeichnen. 

Die Funktionen [,,f,, [, sind wieder an allen Punkten des Funda- 
mentalbereichs, und demnach auf dem ganzen A,=0, bis auf Pole 
regulir. Bei Annahme einer unendlichen Zahl von gemeinsamen Schmnitt- 
kurven miiBten sonach die vier Funktionen A, [,, [,, 1, auf unendlich 
vielen Kurven gleichzeitig verschwinden. Daraus folgt aber, daB A, = 0, 
r,=90, f,=0, [,=0 eine ganze vierdimensionale Schnittmannigfaltig- 
keit, d. h. eine Schmittfliche gemeinsam haben. 

Es kann aber auch vorkommen, da A, = 0 selbst gemeinsamer Schnitt 
der vier Funktionen A), 1,,,, 1, ist. Haben wir andererseits unendlich 
viele gemeinsame Schnittfldchen, so ist A, =0 notwendig gemeinsamer Schnitt. 

Wir haben somit zwei Fiille zu unterscheiden: 

1) Die Funktionen [,, [,, [, verschwinden auf dem ganzen Raum 
4S,=0. 2) Hs existiert auf A,=0 nur eine endliche Anzahl von Flichen 
und Kurven, liings welcher die Funktionen [,,[,,[, gleichzeitig ver- 
schwinden. 

Gemeinsame Schnitte kénnen also nur in diesen gemeinsamen Ver- 
schwindungsgebieten auftreten. Wir haben jetzt zu zeigen,’ daB sie in 
jedem dieser Gebiete kontinuierliche Mannigfaltigkeiten bilden. 

Wir benutzen zu diesem Beweise eine Parameterdarstellung der ein- 
zelnen Riiume resp. Fliichen, welche aus dem durch den Eliminationssatz 
bewiesenen analytischen Charakter dieser Riiume und Fliichen folgt. 

Die Methode ist fiir die beiden unterschiedenen Fille 1) und 2) die 
gleiche; sie soll an dem Falle 1) auseinandergesetzt werden. Der Raum 
4,=0 hat infolge seines analytischen Charakters die Higenschaft, dab 
im allgemeinen um jeden seiner Punkte herum eine Darstellung gilt 


(P) x — P(t, . ‘”), a — yy (t, t’, ‘”), "= PB’ (it, ¢, ¢”), a” ain p ae (t, r t”), 
wo die $, ’,--- konvergente Potenzreihen bedeuten. Die Ausnahme- 
punkte, um welche eine solche Darstellung nicht méglich ist, bilden 
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ihrerseits (da sie durch das Verschwinden gewisser Differentialquotienten 
charakterisiert sind), eine endliche Anzahl von analytischen Mannigfaltig- 
keiten der vierten Dimension, fiir welche analoge Parameterdarstellungen 
gelten. Ihre Untersuchung vollzieht sich in der gleichen Weise, wie die 
des allgemeinen Falles, auf welchen wir uns daher beschriinken wollen. 

Um einen Punkt, an welchem die Darstellung (P) gilt, haben wir 
dann als notwendige Bedingung fiir das Vorhandensein eines gemeinsamen 
Schnittes das Verschwinden der siimtlichen Unterdeterminanten dritter 
Ordnung der Matrix 


| Or, Or, Of, 


(M) | ot ov ot’ | 


Wir benutzen nun einen weiteren Satz der zitierten Eliminations- 
arbeit*), demzufolge sich um jeden Punkt des Raumes A,=0 herum die 
Variabelen (x) als ,algebroide Funktionen“ der Variabelen (¢) darstellen 
d. h. durch ein Gleichungssystem gegeben sind 


2" + py(the"-1+ -*- + pal) = 0 
mit den entsprechend gebauten Gleichungen fiir 2’, x”, 2’; die p,,-- +, p,, 
bezeichnen Potenzreihen. Es folgt**), daB sich auch jede Funktion r um 


diesen Punkt (/)) herum als algebroide Funktion darstellt, niimlich gegeben 
ist durch eine Gleichung 


Py (t)r* + P, (ir +--+» + Pu(t) = 0. 


Differenzieren wir diese Gleichung partiell nach ¢ und eliminieren aus der 
differenzierten und der urspriinglichen Gleichung durch Resultantenbildung 


die Funktion r, so erhalten wir auch fiir die Ableitung jo eine algebroide 
Gleichung. Es folgt: 

Die Unterdeterminanten der Matrix (M) sind auf dem ganzen Raume 
A, = 0 algebroide Funktionen der Variabelen (t). 

Daraus kiénnen wir den SchluB ziehen***), da® die Unterdeterminanten 
3. Ordnung nur in einer endlichen Anzahl analytischer Mannigfaltigkeiten 
auf dem Raume A, = 0 gemeinsam verschwinden. 

Mit Hilfe dieses Resultates aber kénnen wir unseren Satz iiber die 
gemeinsamen Schnitte ableiten. 

Wir zeigen niimlich zunichst: wenn in einer durch die Variabelen 
(t, t’,t”) charakterisierten Mannigfaltigheit iiberall die Funktionaldeterminanten 

*) Math. Ann. 57, p. 357 (Grenzstellensatz) und p. 360—361. 

**) Ebenda, p. 360—361. 

“**) Ebenda, p. 368. 
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verschwinden, dann ist die Mannigfaltigkeit vollstindig von gemeinsamen 
Schnitten erfiillt. 

Gleichzeitig gewinnen wir eine Einteilung der Schnitte nach ihrer 
Dimension. Diese beruht auf der Betrachtung der. Unterdeterminanten 
der Matrix (M). 

Setzen wir nimlich zuerst voraus, da8 mindestens eine Unterdeter- 
minante 2. Ordnung der Matrix nicht identisch in der Umgebung des 
Punktes t = ¢’ = t” = O verschwindet, so kénnen wir — ndtigenfalls durch 
geeignete Wahl eines benachbarten Punktes — annehmen, daS auch in 
dem betrachteten Punkte selbst eine der Unterdeterminanten von Null 
verschieden ist. Alsdann ergibt sich in dem Punkt ein bestimmtes gemein- 
sames Tangentialelement der Flichen 7, = a,, ry = dy, 73 = 3, 1 = 


in der Form 
dt: dt’:dt” =f():f'():1'(0) 


wo die f analytische Funktionen sind. Die Integration dieses Systems ist 
nach den Cauchyschen Existenzsiitzen méglich und ergibt also eine durch 
den Punkt ¢ = ¢’=¢” = 0 gehende Kurve, liings welcher die simtlichen 
Funktionen + konstant sind. Es existiert also in diesem Falle durch jeden 
Punkt der Mannigfaltigkeit ein zweidimensionaler gemeinsamer Schnitt. Die 
Mannigfaltigkeit ist also von zweidimensionalen gemeinsamen Schnitten 
vollstindig erfiillt. 

Wir machen weiter die Voraussetzung, daB auch die Determinanten 
2. Ordnung der Matrix simtlich identisch verschwinden, daB dagegen an 
dem betrachteten Punkte mindestens eines der Elemente von Null ver- 
schieden ist. Alsdann kann ich*) zwei Parameter dr und dr’ einfiihren, 
so da sich die gemeinsamen Tangentialelemente der vier Mannigfaltig- 
keiten r; = a; in der Form darstellen 


dt =f(t)dt + p(t)dr’, dt’=/' (t)dr + g'(t)dr’, dt” =f" (t)dr +p” (t)dr’. 


Setze ich noch dt = Ho dt + a dt’,---, so liefern mir diese Gleichungen 


ein System von partiellen Differentialgleichungen 1. Ordnung in der 
Cauchyschen Normalform fiir die GréBen ¢, ¢’, ¢”. Durch Integration 
erhalte ich also eine Fliiche ¢ = ®(r, tr’), t’ = (x, r’), t” = 0” (x, 7’), und 
lings dieser Fliiche haben die Funktionen 7; konstante Werte. Wir er- 
halten also in diesem Falle durch jeden Punkt einen vierdimensionalen ge- 
meinsamen Schnitt; der Raum 4, =() ist von vierdimensionalen gemeinsamen 
Schnitten vollstiindig erfiillt. 


Verschwinden schlieBlich auf den ganzen Raum A, = 0, d.h. fiir alle 


*) 8. z. B. Netto, Algebra II, p. 192. 
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Werte der Parameter ¢, /’, ¢” die simtlichen Differentialquotienten ae 
identisch, so ist A, = 0 selbst ein gemeinsamer sechsdimensionaler Schnitt. 

Hiernach aber ist die allgemeine Lésung des Problems der gemein- 
samen Schnitte leicht gefunden. Sei niimlich nicht mehr angenommen, dab 
die Unterdeterminanten der Matrix (JZ) auf dem ganzen A, =0 verschwin- 
den, so betrachten wir eine der in endlicher Zahl vorhandenen, vier- 
dimensionalen Mannigfaltigkeiten, auf welcher dieses Verschwinden statt hat, 
fiihren die dieser Mannigfaltigkeit zugehérigen Parameter ¢, ¢’ ein, bilden 
die entsprechende Matrix und untersuchen deren Unterdeterminanten. 
Wenn diese identisch in ¢, ¢’ verschwinden, so ist die Mannigfaltigkeit von 
gemeinsamen Schnitten ganz erfiillt, im anderen Falle kann nur eine end- 
liche Anzahl zweidimensionaler gemeinsamer Schnitte bestehen. 

Allgemein gesprochen, setzt uns unser Verfahren in den Stand, die 
Dimension des analytischen Gebildes, welches wir auf Vorhandensein von 
gemeinsamen Schnitten untersuchen, immer weiter zu reduzieren; und 
dabei sind wir sicher, von jeder Dimension nur eine endliche Anzahl von 
gemeinsamen Schnittgebilden oder eine kontinuierliche Mannigfaltigkeit 
von solchen zu erhalten. 

Aus diesen Betrachtungen iiber die Lagenverhiiltnisse der gemein- 
samen Schnitte ziehen wir Folgerungen auf die Mannigfaltigheit der ihnen 
entsprechenden Wertsysteme (a,, d,, 4s, @,). Ist zuniichst der ganze Raum 
A, =0 von gemeinsamen Schnitthwrven tiberdeckt, so bilden die zugehérigen 
Wertsysteme ein vierdimensionales Kontinuum. Denn die Schnitte selbst 
bilden ein solches, weil 4, =0 von ihnen einfach itiberdeckt ist. Es kann 
aber nur eine endliche Anzahl von Schnitten geben, welche demselben 
Wertsystem (d,, @,, 43, @,) entsprechen, wahrend umgekehrt auch zu 
jedem Schnitt nur ein Wertsystem gehért*). Wir schlieBen analog fiir 
den Fall gemeinsamer Schmittflichen, sowie fiir den Fall, daB nur eine 
Fliche F’ von gemeinsamen Schnitten tiberdeckt ist. Beide Male erhalten 
wir eine zweidimensionale Wertemannigfaltigkeit. SchlieBlich kénnen ge- 
meinsame Schnittrduwme und ihnen entsprechende Wertsysteme nur in end- 
licher Anzahl auftreten, da ja die Mannigfaltigkeit A = 0 nur in eine end- 
liche Anzahl analytischer Zweige A, = 0 zerfillt. 

Die Menge der gemeinsamen Schnitte ist sonach stetig und héchstens 
von der vierten Dimension; daraus lit sich aber noch nicht schlieBen, 
daB die den gemeinsamen Schnitten entsprechenden Wertsysteme (a,, d,, 43, 4) 
nur eine spezielle Mannigfaltigkeit in der achtdimensionalen Menge aller 
méglichen Systeme bilden. Darunter verstehen wir folgendes. Es gibt 
bekanntlich vierdimensionale stetige Mannigfaltigkeiten, welche durch jeden 


*) Siehe die Festsetzung betr. der (U;*)-Schnitte. 
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Punkt eines achtdimensionalen Raumes hindurch gehen oder ihm wenigstens 
beliebig nahe kommen. Wir wollen uns davon tiberzeugen, daB die Mannig- 
faltigkeit der Schnittwertsysteme diese Eigenschaft nicht hat. 

Betrachten wir nimlich auf einem Raume A, =0 diejenigen gemeinsamen 
Schnitte, welche einem konstanten Werte r, = a, entsprechen. Wenn es 
unendlich viele Schnitte gibt, welche zu demselben a, gehédren, schlieBen 
wir nach unserer allgemeinen Methode, daB diese eine kontinuierliche 
Mannigfaltigkeit bilden miissen, indem wir niimlich in dem analytischen 
Gebilde von héchstens 4" Dimension 

4,=90, 1=4, 
Parameterdarstellung einfiihren. 

Dies setzt uns in den Stand, den verlangten Nachweis zu fihren. 
Weil die Dimension der Mannigfaltigkeit der gemeinsamen Schnitte 
héchstens = 4 ist, kénnen wir voraussetzen, daB es Werte 7,= a, gibt, 
welchen nur eine endliche Anzahl von Schnittwertsystemen entspricht. 
Dann gibt es also Wertsysteme (a,, a,, @;, @,), zu welchen kein gemein- 
samer Schnitt gehért, und um jedes dieser Wertsysteme laft sich auch 
eine endliche Umgebung abgrenzen, in welcher gleichfalls kein Schnitt- 
wertsystem vorhanden ist. 

Dies liefert aber das verlangte Resultat. Wir kénnen es noch in 
einer kurzen geometrischen Form aussprechen: Denken wir uns den Raum 
der (@,, @,, @,, @,) und darin die kontinuierlichen Mannigfaltigkeiten, welche 
gemeinsamen Schnitten entsprechen, dann kénnen diese Mannigfaltigkeiten 
keinen Teil des achtdimensionalen Raumes ausfiillen oder iiberall dicht 
durchsetzen. 

Unsere Resultate fassen wir in folgendem Satz zusammen, den wir 
sogleich fiir allgemeines » aussprechen wollen: 

Abgesehen von einer endlichen Anzahl vereinzelter Systeme bilden die- 
jenigen Wertsysteme (a,,-++, a), welchen gemeinsame Schnitte entsprechen, 
je eine endliche Anzahl von Kontinuen verschiedener Dimensionen; und zwar 
ist die hichstmigliche Dimension dieser Kontinua im Falle zweidimensio- 
naler Schnitte (Kurven) 2n—4, allgemein im Falle (2v)-dimensionaler 
Schnitte 2n—2v—2. Die Schnittwertemannigfaltigkeiten durchsetzen keinen 
Teil des (2n)-dimensionalen Raumes iiberall dicht.*) 

Wir haben noch einen Nachtrag iiber diejenigen gemeinsamen Schnitte 
za machen, bei welchen eine der Funktionen + unendlich wird. Wir 
miissen, um unsere Methode anwenden zu kénnen, an Stelle der Funktion 


ry die Funktion . einfiihren und die zu ihr gehérige Funktionaldeterminante 


, 1 


*) Man kann weiter nachweisen, daf die Mannigfaltigkeiten analytisch sind. 
33* 
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betrachten. Die einzelnen analytischen Mannigfaltigkeiten A’ = 0 sind 
entweder Mannigfaltigkeiten A,—0 oder Mannigfaltigkeiten r= oo. Unser 
oben ausgesprochenes Hauptresultat bleibt ungeindert bestehen, wenn man 
auch die Unendlichkeitsschnitte heranzieht. 


ce. Unbestimmtheitspunkte und -Schnitte. 


Wenn eine Funktion r sich einem ihrer Unbestimmtheitspunkte nihert, 
so nimmt sie in der Umgebung desselben jeden beliebigen Wert noch 
unendlich oft an. Komplizierter aber liegt die Frage, wenn mehrere 
Funktionen 7,,---, 7, gleichzeitig an einem Punkte unbestimmt werden. 
Wir wollen definieren: 

Die Funktionen r,,---, 7, nehmen in dem Unbestimmtheitspunkte U 
ein Wertsystem a,,---, a, gemeinsam an, wenn in beliebiger Niihe von U* 


k 


reguliire Punkte existieren, an welchen 
My Uy Ey ty MT Ey 
und die « bei Anniiherung an den Punkt gegen Null konvergieren. 

Es erhebt sich dann die Frage nach der Gesamtheit aller Wertsysteme, 
welche in einem Punkte /* angenommen werden, und ebenso nach der 
Mannigfaltigkeit der auf einem Unbestimmtheitsschnitt [U;‘| gleichzeitig 
angenommenen Werte*). 

Die Art dieser Fragestellung lift sich folgendermaBen erliiutern. Be- 
trachten wir den Fall eines Unbestimmtheitspunktes, fiir welchen wir den 
Nullpunkt wihlen, und nehmen an, da simtliche Funktionen 1,, ---, 7 
in ihm unbestimmt werden. Wir wissen, daB die Funktionen 7, ---, 7, 
im allgemeinen (d. h. soweit nicht gemeinsame Schnitte in Frage kommen) 
ein bestimmtes Wertsystem (a,,---,@,) nur eine endliche Anzahl von 
Malen annehmen. Es liBt sich also fiir ein vorgegebenes allgemeines 
System (a,,---, @,) eine endliche Umgebung um U” abgrenzen, innerhalb 
deren das Wertsystem an keinem reguliiren Punkte mehr angenommen 
wird. Umgeben wir also den Nullpunkt mit einer kleinen Kugel von 
abnehmendem Radius 9, so gehért zu jedem Wert o = 9, eine gewisse 


*) Diese Frage behandelt auch Herr Autonne, siehe besonders Verhandlungen 
des Mathematikerkongresses in Ziirich (1897), p. 224, und Acta 21 (1897), p. 249—263. 
Bei Herrn Autonne tritt jedoch der Unterschied zwischen isolierten U-Punkten und 
U-Schnitten nicht hervor. Seine Methode, die wesentlich auf einem Ersatz der trans- 
zendenten Gleichungen durch algebraische basiert, ist im Falle eines isolierten 
U-Punktes der unserigen iiberlegen, indem sie die Mannigfaltigkeit der gleichzeitig 
angenommenen Werte als algebraisch nachweist. Dagegen scheint es schwierig, mit 
dieser Methode im Falle von U-Schnitten die erforderlichen Dimensionsbestimmungen 
auszufiihren. Wir verwenden daher hier eine Methode, welche in allen Fillen an- 
wendbar bleibt. 
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Wertemannigfaltigkeit (a,,---, a), welche innerhalb der Kugel von den 
Funktionen noch angenommen wird. Es handelt sich bei unserem Problem 
um den Limes dieser Wertemannigfaltigkeit fiir @ = 0; man erkent also, 
daB dieser nicht gleich der Gesamtheit aller iiberhaupt méiglichen Wert- 
systeme sein kann. 

Das Problem charakterisiert sich gleichzeitig als ein Eliminations- 
problem. 


Wir versuchen, die Variabelen 2, ---, x”-" als Funktionen der 
r,,°°: 7, auszudriicken. Die Gleichungen 
L=--- = g-)—0 


liefern dann die Bedingungen, welche zwischen den im Nullpunkte an- 
genommenen Wertsystemen bestehen. 

In analoger Weise la8t sich unsere Fragestellung fiir ‘den Fall von 
Unbestimmtheitsschnitten [U;*] erkliiren. Wir fiigen dazu die folgende 
Bemerkung bei: Die Anzahl der Unbestimmtheitskontinua U; von der 
Dimension 27, welche k bestimmten Funktionen gemeinsam sind, ist eine 
endliche, denn unendlich viele wiirden ein Unbestimmtheitskontinuum 
héherer Dimension bedingen. 

Die aufgeworfene Frage erledigt sich durch folgenden Satz: 

Haben k Funktionen cine Mannigfaltigkeit US—;-2 gemeinsam, so kann 
man héchstens 

k=i+1 
von den k Funktionen willkiirliche Werte auf’ der Mannigfaltigkeit vor- 
schreiben. Die Werte der iibrigen sind dann in jedem Punkte der Mannig- 
faltigkeit vollstindig bestimmt. 

Aus diesem Satze ergibt sich folgende Konsequenz: Haben wir wieder 
n Funktionen, von welchen / die Unbestimmtheitsmannigfaltigkeit U_;_» 
gemein haben, so sind die Werte dieser » Funktionen auf der Mannig- 
faltigkeit abhaingig 

1. von den héchstens i+ 1 willkiirlichen Funktionen, 

2. von den » — i — 2 Koordinaten. 

Die Gesamtwertemenge der » Funktionen auf U;_;_2 betragt somit 
héchstens 

2[(n—i—2)+ (6+ 1)] =2n—-2. 
Da ja auBerdem die Anahl aller U;* endlich ist, so folgt der Satz: 

Die Wertsysteme (a,,--+, @,), welche in Unbestimmtheitspunkten und 
-Mannigfaltigkeiten angenommen werden, bilden hichstens eine endliche 
Anzahl (2n — 2)-dimensionaler Kontinua. 

Man erkennt hiernach auch, daB® die aus einem gemeinsamen Un- 
bestimmtheitsschnitt [U;4, a1, --:, @,] hervorgehenden gemeinsamen 
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Schnitte im gewdhnlichen Sinne eine héchstens (2n — 2v — 2)-dimensio- 
nale Mannigfaltigkeit bilden, wenn die Dimension der Schnitte 2» ist. 
Die Resultate des vorigen Paragraphen iiber gemeinsame Schnitte bleiben 
also auch bei Heranziehung der Unbestimmtheitsschnitte in Kraft. 

Wir gehen jetzt an den Beweis des ersten Satzes. Der Fall » = 3 
bringt die angewandte Methode vollstiindig zum Ausdruck. Die zu unter- 
suchenden Unbestimmtheitsmannigfaltigkeiten sind hier die folgenden: 

a) ein Punkt U*, an dem alle 3 Funktionen unbestimmt werden; 

b) eine Kurve U?, welche fiir mindestens 2 Funktionen Unbestimmt- 
heitskurve ist. 

Wir betrachten zuniichst den Fall a); der Punkt U® sei der Null- 
punkt, und wir setzen 


(6) 8, (x) 


n-z — ¥, (x) . — B(x) 


(@)? 2 ~ O,(@)? "2 B(@)’ 

ry, = 0, r, =0, r, =O sei ein Wert, welcher in dem Nullpunkte ange- 
nommen wird, fiir welchen aber kein durch den Nullpunkt hindurch- 
gehender vierdimensionaler gemeinsamer Schnitt [000] der drei Funktionen 
existiert. Es handelt sich dann darum, aus den drei Gleichungen 

(6) 9 =%,—712,=0, 9, =F,—7™0,=—90, 9, =P, —7,0, = 0 
eine Bedingung zwischen 1,, 7,, 7; herzuleiten, welche an dem Punkt (0) 
erfiillt sem mu. Dies geschieht durch Elimination auf Grund des Vor- 
bereitungssatzes. 

Wir denken uns in die Funktionen (6) an Stelle der (#) die Varia- 
belen ¢, ¢, ¢” durch lineare Substitution derart eingefiihrt, daB jede 
Gleichung alle 3 Variabelen enthilt und auBerdem im Sinne des Vor- 
bereitungssatzes nach ¢” auflésbar ist. Wir haben 

9: = GC; t, 1; 7) K, 

9, = G,(t; t, U5 7) K, 

ps = G,(t"; t, 0; 15) Ks, 
wo die G ganz rational in ¢’, Potenzreihen in ¢, ¢ und den (r) sind. 
Bilden wir also aus den G mit wnbestimmten Koeffizienten u, v die linearen 
Verbindungen 


U'(t"; t, U3 1, %, 733 H) =U, G, + UG, + uy Gy, 

VO; t, U5 1, ry, 753 0) = 1,4, + OG, + Gs, 
so ist das Verschwinden dieser beiden Funktionen die notwendige und 
hinreichende Bedingung fiir das gemeinsame Verschwinden der gm an dem 
Punkte (4)= 0. Da die Funktionen U und V ganz rational in ?¢” sind, 
so gestatten sie nach dieser Variabelen die Bildung einer Resultante 


1 - 
1 


R(t, (314, rs, 133 U, v). 
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Diese ist ganz rational in den wu, v, analytisch in den tibrigen Varia- 
belen, und ihr Verschwinden fiir unbestimmte Werte u,v ist die not- 
wendige und hinreichende Bedingung fiir das gemeinsame Bestehen der 
Gleichungen (6). Indem wir die Koeffizienten der einzelnen Potenzen von 
u, v mit R, bezeichnen, erhalten wir also an Stelle von (6) das Aqui- 
valente System 
(7) R(t, €5 ry, 3, %5) = 9. 

Wir haben noch zu zeigen, daf die Resultante R’ nicht identisch 
in den ¢, # verschwindet, daB es also nicht identisch verschwindende 
Funktionen R; gibt. Dies ist aber leicht zu sehen, denn durch Spezia- 
lisierung der w, v sieht man, da® unter den Funktionen FR,’ sich ins- 
besondere die Resultanten Z’},, R,,, Rj, der Funktionen G, und G,, G, 
und G,, G, und G, vorfinden. Diese Resultanten aber kiénnen nicht iden- 
tisch verschwinden. In der Tat hiitte das identische Verschwinden von 
RF, eimen fiir (¢) =O verschwindenden gemeinsamen Teiler in ¢” der 
Funktionen g, und g, zur Folge. Dieser gemeinsame Teiler miiBte von 
den (r) unabhiingig sein, und dies ist unméglich, da $$ und QO keinen fir 
(t) =O verschwindenden gemeinsamen Teiler enthalten. 

Untersuchen wir ferner, ob die siimtlichen Funktionen Ff, einen ge- 
meinsamen fiir (¢)= 0 verschwindenden Teiler besitzen kénnen. Ein 
solcher Teiler miiBte von 7,, 7,, 7, unabhingig sein; er sei [ (¢, t’) = 0. 
Betrachte ich alsdann einen Punkt ¢,, ¢,’ auf der Flaiche [ =0 in ge- 
niigender Nahe des Nullpunktes, so folgt aus der Resultanteneigenschaft 
von R’, daB fiir beliebige Werte der (vr) die Funktionen G,(¢’; 4, 4), 
G,(t’; t,, 4), G,(t’; 4, 4’) einen gemeinsamen Teiler haben miissen. Es 
gibt also zu jedem die Gleichung [ = 0 befriedigenden geniigend kleinen 
Wertepaare ¢,, /,° einen beliebig kleinen Wert ¢,”, sodaB fiir alle Werte 
Von 7;, %, 7 die Gleichungen (6) an dem Punkte (¢,) erfiillt sind. Dies 
aber ist unméglich. Nach Voraussetzung geht nimlich durch (¢) = 0 kein 
gemeinsamer Unbestimmtheitsschnitt aller drei Funktionen qg hindurch, 
und es liegt also auch in einer gewissen Umgebung des Punktes kein 
weiterer gemeinsamer Unbestimmtheitspunkt. Lasse ich also ¢,, ¢,’ alle 
méglichen geniigend kleinen Wertsysteme durchlaufen und berechne die 
dazu gehérigen Werte /,”, so ergeben die Gleichungen (6’) fiir die (r) 
héchstens eine endliche Anzahl vierdimensionaler analytischer Kontinua; 
es kénnen also in einer gewissen Umgebung des Nullpunktes die Gleichungen 
(6) nicht fiir alle Wertsysteme (7) erfiillt sein. Vierdimensionale Kontinua 
kénnten tibrigens nur dann auftreten, wenn durch den Nullpunkt ein auf 
T =0 liegender gemeinsamer Unbéstimmtheitsschnitt von zwei Funktionen r 
hindurchgeht (siehe iibrigens p. 514). Die Annahme eines gemeinsamen 
Teilers der Funktionen F/ ist also ausgeschlossen. 
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Wir haben nun abermals aus den R; die Variabele /’ — resp. eine 
lineare Kombination von ¢ und ¢ — durch Resultantenbildung zu elimi- 
nieren. Hierbei kann eine Schwierigkeit eintreten. Es kénnte vorkommen, 
daB in einer der Funktionen FR; die simtlichen Potenzen von ¢, ¢ mit 
Faktoren in den (rv) multipliziert wiren. Alsdann wiire also der Vor- 
bereitungssatz auf die Variabelen ¢, ¢ resp. eine ihrer linearen Kombi- 
nationen nicht anwendbar. Dann kann man sich aber nach der folgenden 
Methode immer ein fiquivalentes System von Funktionen R, verschaffen, 
auf welches der Vorbereitungssatz sicher Anwendung findet. Bemerken 
wir zuerst, daB sicher nicht in allen Funktionen R der genannte Fall 
eintritt. Sonst verschwiinde nimlich die Resultante FR’ fiir (7) = 0 iden- 
tisch in ¢ und ¢, und daraus folgt, da& zu jedem Wertsystem ¢, ¢ ein 
Wert ¢ gehért, an welchem fiir (r)=0 die Gleichungen gy = 0 erfiillt 
sind. Es miifte also ein vierdimensionaler gemeinsamer Schnitt |0, 0, 0] 
der drei Funktionen durch den Nullpunkt hindurchgehen, was nach Voraus- 
setzung nicht der Fall sein soll. Es gibt also wenigstens eine Funktion 
R,’, welche eine von (r) freie Potenz in ¢, ¢’ besitzt und daher nach dem 
Vorbereitungssatze behandelt werden kann. Sei FR,’ dagegen eine Funk- 
tion, fiir welche der Ausnahmefall eintritt. Ich bilde mir jetzt die neuen 
Funktionen - = 

R, =R/ + FR, Rk, = RK — Ry’. 
Alsdann ist das System 
R,=0, BR, =0, Rk; =0 


u 


mit dem friiheren Systeme 
rat Rant, XK mO 


und daher auch mit dem System (6) fiquivalent. Ferner aber ist jetzt 
auf die beiden Funktionen R,’, R,’ der Vorbereitungssatz anwendbar. 

Nachdem wir durch Fortfiihrung dieses Ersatzverfahrens zu einem 
Funktionensystem R,; gelangt sind, welches die verlangte Form besitzt, 
bilden wir, nach Umformung mittels des Vorbereitungssatzes, aus zwei 
linearen Verbindungen mit unbestimmten Koeffizienten eine Resultante 
R(t; 7,, 133 4, v). Die Koeffizienten der einzelnen Potenzen von wu, v seien 

R(t; ry, 73) 75). 

Die #; werden, da sie fiir ¢= 0 saimtlich verschwinden miissen, einen 
gemeinsamen Faktor # besitzen. Durch Nullsetzen dieses Faktors erhalte 
ich aber allein den Punkt (#) = 0 selbst, an welchem ja die Funktionen 
fiir jedes Wertsystem der (7) verschwinden. Betrachten wir nun die 


- R; (ts 5751s) ' . . s . 
GréBen “4 *, so liefern uns diese die reguliren Punkte in der 


Umgebung des Nullpunktes, an welchen ein Wertsystem (7) angenommen 
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wird. Daraus folgt, daB in jeder dieser Funktionen der Koeffizient von 
f° die (7) tatsichlich enthalten muB und sich nicht auf Konstante redu- 
zieren darf. Denn sonst wiren die Gleichungen (6) in einer gewissen 
Umgebung des Punktes (f) = 0 fiir hein Wertsystem (r) zu befriedigen. 
Das Verschwinden dieser ersten Koeffizienten fiir ein Wertsystem (7) liefert 
aber andererseits die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, da’ 
es in beliebiger Nahe von (f) = 0 noch regulire Punkte gibt, an welchen 
die Funktionen (6’) den Werten r beliebig nahe kommen. Bezeichnen 
wir also diese ersten Koeffizienten, welche sich als Potenzreihen in den 
(r) darstellen, mit P,(r,, 72,173), so liefern die Gleichungen 

(8) Pi(7) 2) %3) = 0 

die séimtlichen Wertsysteme, welche in den gemeinsamen Unbestimmtheits- 
punkten von den Funktionen r,, 7» 13 angenommen werden. 

Gema8 der Voraussetzung, dab r, = 0, r, = 0, 7, = 0 ein Wertsystem 
ist, welches an dem U-Punkte wirklich angenommen wird, verschwinden 
die Potenzreihen P, fiir das Wertsystem (0). Sie stellen also um den 
Punkt (0) herum eine endliche Anzahl von analytischen Gebilden dar. 
Das gleiche findet um jeden anderen Wert (r)) statt, welcher in dem 
U-Punkte angenommen wird*). Daraus aber folgt nach dem Eliminations- 
satze, daB die in dem U-Punkte angenommenen Wertsysteme eine endliche 
Anzahl von analytischen Mannigfaltigkeiten bilden, und zwar kinnen hichstens 
Mannigfaltigkeiten 4° Dimension auftreten. Man erkennt fernerhin leicht, 
daB diese Mannigfaltigkeiten keinen Raumteil iiberalldicht erfiillen kénnen. 

Dies ist das gesuchte Resultat. Im allgemeinen Falle eines beliebigen 
n ist die Ableitung genau die niimliche. — 

Die gleichen Uberlegungen gelten, falls zwei Funktionen 7,, 7, eine 
gemeinsame Unbestimmtheitskurve U,? besitzen. Wir haben dann zwei Glei- 
chungen zu betrachten 


(6a) 9, =%,—"12,=9, =f, —7,D, = 0; 


1, Yg sei wieder ein am Nullpunkt angenommenes Wertsystem. Die Un- 


*) Ausnahmen kiénnten nur fiir die endliche Anzahl von Wertsystemen (1) auf- 
treten, fiir welche gemeinsame vierdimensionale Schnitte durch den U-Punkt hin- 
durchgehen. Sei jedoch [a,, a,, a,] ein derartiges Wertsystem. Man iiberzeugt sich 
alsdann durch Betrachtung der Funktionen 


Ts — a, _ Bs (x) 

% — 4 Dy (x) ’ 

welche diesen gemeinsamen vierdimensionalen Schnitt nicht mehr besitzen, daB auch 
in der Umgebung dieser Ausnahmepunkte nur eine endliche Anzahl von analytischen 
Mannigfaltigkeiten existieren kann. 


"125% = 
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bestimmtheitskurve in der Umgebung des Punktes (=f =?” =0 ist 
gegeben durch die vier Gleichungen 


¥, = 0, O, = 90, f, = 0, OD, = 0. 
Wir eliminieren aus den Gleichungen (6a) das ¢” und erhalten eine 


Resultante 
(Ta) R(t, t, ry, rz) = 0. 


Diese Resultante verschwindet fiir alle Werte r,, 7, lings der Kurve 
U,*. Sie hat daher einen gemeinsamen Schnitt und also einen gemein- 
samen Faktor mit der Resultante X(t, ¢’) der Funktionen §,, B,, Q,, Qo. 
Dieser Faktor ist von den (r) unabhiingig. Dividieren wir, wie oben, R’ 
durch den Faktor, so erhalten wir eine Funktion P’(¢, ¢, 7,, 7,), welche 
nicht mehr fiir alle Werte von () lings der Unbestimmtheitskurve ver- 
schwindet. Diese Potenzreihe besitzt also im allgemeinen ein von f, ¢’ freies 
Glied P(r,, 7), welches notwendig die (7) tatsachlich enthiilt, sich als 
Potenzreihe in ihnen darstellt und fiir r,= 7, = 0 verschwindet. Alsdann 


liefert die Gleichung 
P(r,, ry) =0 


die gesuchte Beziehung zwischen den r,, r, in dem Punkte (0).*) — Diejenigen 
Punkte (¢, ¢’) der Kurve, an welchen kein von ¢, ¢’ freies Glied existiert, 
kénnen nur in endlicher Anzahl vorhanden sein: an ihnen besteht keine 
Beziehung zwischen 7,,7,. Sie ordnen sich dem Falle a) unter. 

Hiermit ist der aufgestellte Satz fiir » = 3 im seiner Vollstiindigkeit 
bewiesen. Die Ubertragung auf allgemeines x vollzieht sich ohne 
Schwierigkeit. 

Wir fassen die Resultate der Abschnitte b. und c. in die Worte zu- 
sammen: 

Alle Wertsysteme (a,, a ,--*;@,) mit Ausnahme solcher, deren Gesamtheit 
hdchstens eine endliche Anzahl (2 n —2)-dimensionaler Kontinua bildet, werden 

a. nur eine endliche Anzahl von Malen, 
b. nur in reguléren Punkten (bezw. einfachen Unendlichkeitspunkten) 
an endlichen Stellen des Fundamentalbereiches angenommen. 

Die auszuschlieBende (2 — 2)-dimensionale Wertemannigfaltigheit 
werde im folgenden mit V bezeichnet. Sie hat die Eigenschaft, daB um 
jedes nicht zu V gehérige Wertsystem (a,,a,,---, a,) sich eine gewisse 
Umgebung abgrenzen liBt, welche gleichfalls von V-Werten frei ist. 


*) Das Resultat bedarf noch einer Ergiinzung, die leicht hinzuzufiigen ist. Es 
wird nimlich durch Elimination zwischen P(¢t,t’, 7,7.) = 0 und X(t, t') = 0 gezeigt, daf 
die Gesamtheit der Wertsysteme, welche lings der ganzen Unbestimmtheitskurve angenom- 
men werden, eine endliche Anzahl analytischer Mannigfaltigkeiten 2. Dimension bildet 
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d. Anzahl der gemeinsamen Nullstellen. 


Ks handelt sich um den Beweis des folgenden, zuerst von Weier- 
straB*) ausgesprochenen Satzes, der eine Vertiefung des SchluBsatzes vom 
letzten Paragraphen darstellt: 

Alle Wertsysteme (a,,,, +++, @,), welche nicht der Mannigfaltigkeit V 
angehoren, werden von n Funktionen im Fundamentalbereiche in der gleichen 
Anzahl regulirer Punkte angenommen. 

Diese Fassung ist noch nicht vollstindig priizis, indem noch eine 
Bestimmung betreffs ,,mehrfacher Punkte“ hinzuzufiigen ist. Diese wird 
sich sogleich ergeben. 

Zum Beweise gebrauchen wir das Kroneckersche Charakteristikeninte- 
gral**) fiir die gemeinsamen Nullstellen von » Funktionen, welches eine 
Verallgemeinerung des Cauchyschen Integrals auf Funktionen mehrerer 
Variabeler darstellt. Wir werden den Kroneckerschen Satz fiir unsere 
Zwecke in folgender Form aussprechen: 

Seien /,, f2,---, f, % analytische Funktionen der » komplexen Va- 
riabelen 2, xv’, ---, v@-, welche innerhalb und auf dem Rande eines 
endlichen Gebietes ¢ mit stiickweise analytischer Berandung reguliir sind 
und innerhalb dieses Gebietes keinen gemeinsamen Schnitt [0, 0, ---, 0] 
haben. Wir wollen ferner voraussetzen, daB auf dem Rande von d selbst 
keine gemeinsame Nuilstelle der Funktionen liegt. Jeder gemeinsamen 
Nullstelle innerhalb des Gebietes wird dann eine positive ganze Zahl ; 
zugeordnet, welche der Charakter heiBt (und der Multiplizitiit bei Funk- 
tionen einer Variabelen analog ist). 

Dann lipt sich die Summe Xy der Charaktere aller innerhalb d_ ge- 
legenen gemeinsamen Nullstellen darstellen durch ein iiber die Berandung 


von d erstrecktes Integral 
Zz =f _ Pas _ 
. Jeary” 
(a 


wo P eine auf dem Rande iiberall stetige und endliche, in den /; und 
ihren Ableitungen analytische Funktion, N{/;} das Produkt aus f,; und 
seiner Konjugierten, schlieBlich dr das Element des (2” — 1) - dimensio- 
nalen Berandungsraumes bezeichnet. 

Es sind dabei einige Bemerkungen iiber die Definition des Charakters 
y hinzuzufiigen. 

*) Brief an Borchardt, Werke II, p. 131. 

**) Kronecker, Berliner Monatsberichte 1869; Werke I, p. 177 ff., insbesondere 
p. 199, Formel B. — Siehe auch Dyck, Abhandlungen der bayrischen Akademie 
1895, p. 261—277 und 1898, p. 203—224. 
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Fiir jede gemeinsame Nullstelle, an der die Funktionaldeterminante A 
der Funktionen f nicht verschwindet, ist y gleich 1. Diese Punkte ent- 
sprechen den einfachen Nullstellen bei Funktionen einer Variabelen, denn 
in ihrer Umgebung sind die x, - --, #”~” als analytische Funktionen von 
fi, +++» f, darstellbar*). Verschwindet dagegen A an einer gemeinsamen 
Nullstelle (&), so kann man ein geeignetes, beliebig kleines Wertsystem 
&,°*+, &, So auswiihlen, daB A von Null verschieden ist fiir alle Punkte 
in der Umgebung von (§), an welchen 

f,—4& = 9,---,f,—4 = 9. 
Der Charakter z; wird dann gleich der Summe der Charaktere dieser un- 
endlich benachbarten Punkte, d. h. gleich ihrer Anzahl, gesetzt**). Man 
sieht, der Begriff des Charakters stimmt vollstindig iiberein mit dem der 
Multiplizitit bei Funktionen einer Variabeln. Damit ist gleichzeitig die 
oben geforderte nihere Bestimmung betreffs mehrfacher Punkte gegeben. 

Hiernach gestaltet sich der Beweis des WeierstraBschen Satzes sehr 
einfach. Wir kénnen uns wieder auf drei Variabele beschriinken. Die 
gemeinsamen Schnitte, Unendlichkeits- und Unbestimmtheitsmannigfaltig- 
keiten von 7,, %, 7; durchsetzen keinen Teil des sechsdimensionalen 
Raumes () iiberall dicht. Wir kénnen daher um jeden reguliiren Punkt 
(x), welcher keiner der genannten Mannigfaltigkeiten angehért, ein Ge- 
biet d abgrenzen, welches frei von gemeinsamen Schnitten, Unendlichkeits- 
und Unbestimmtheitsstellen ist. 

Wir betrachten nun ein nicht zu der Mannigfaltigkeit V gehériges 
endliches Wertsystem («,, ,, @,), bezeichnen diejenigen Punkte des Funda- 
mentalbereiches, an welchen die Funktionen r,,7,, 7, dieses Wertsystem 
annehmen, mit (&, ...,), ihre Anzahl mit m, ,,,, und setzen auferdem 
voraus, daB diese Punkte siimtlich im Innern, nicht auf dem Rande des 
Fundamentalbereiches liegen. Sei («,','a,', a’) ein beliebiges anderes, 
endliches, nicht zu V gehériges Wertsystem. Wir kénnen in dem Raume 
der (v)) den Punkt (@,, @, a) mit dem Punkte («,’, a,', «,) durch einen 
ganz im Endlichen verlaufenden stetigen Weg C verbinden, welcher 
nirgends die Mannigfaltigkeit V trifft. Im der Tat wissen wir ja, dab 
diese Mannigfaltigkeit aus héchstens (2 —2)-dimensionalen Stiicken be- 
steht, welche demnach nicht zwei Teile eines (2)-dimensionalen Raumes 
voneinander trennen kénnen. 

Diesem Wege C im Raume der (7) entsprechen im Raume der (z)) 
Me, a,a, Wege ¢, welche von den Punkten (&, ,,.,) ausgehen und das 
Gebiet der gemeinsamen Schnitte und Unstetigkeitsstellen nicht beriihren. 


*) Siehe z. B. Picard, Traité II, p. 247. 
*) Runge, Math. Encyklopidie I, B3a, p. 425. 
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Wir beschreiben um einen der Punkte (£,, ,,. ,,)) ein Gebiet d, welches 
von gemeinsamen Schnitten und Unstetigkeitsstellen frei ist, und er- 
strecken itiber dieses Gebiet das Kroneckersche Integral, bezogen auf die 
Funktionen r, — a, 7, — 4, 7; — a3. Lassen wir die Parameter a,, a,, as, 
von («)) ausgehend, stetig variieren, so andert sich auch der Integrand des 
Kroneckerschen Integrals stetig. Da aber das Integral nur sprungweiser 
Wertinderungen fihig ist, so mu es iiberhaupt konstant bleiben. Das 
heiBt: 

Die Funktionen r,, 7, 73 nehmen innerhalb d das Wertsystem (4, , et, &s) 
genau ebenso oft an, wie alle anderen geniigend benachbarten Wertsysteme. 

Nun denken wir uns («)) auf dem Wege C und die (&) auf den ent- 
sprechenden Wegen ¢ vorwirts bewegt und lassen dabei die (§)) immer 
das Gebiet @ vor sich herschieben. Da sich im Innern dieses Gebietes 
die Nullstellenzahl nicht findern kann, so kann sie sich auch auf dem 
ganzen Wege nicht iindern, so lange (&)) innerhalb des Fundamental- 
bereiches bleibt. Sie kénnte sich also nur andern, wenn einer der Punkte 
(§) auf den Rand stéBt. Dann aber tritt gleichzeitig mit dem Austritt 
dieses Punktes ein iquivalenter Punkt (7, ,,,) in den Fuandamental- 
bereich ein und folglich bleibt die Anzahl der Punkte (§&,, ,,, ,,)) iberhaupt 
lings des ganzen Weges konstant*). Somit wird das Wertsystem («,, ,, «) 
ebenso oft angenommen wie das System («,’, a’, «,’), und unser Satz ist 
bewiesen. Wir haben nur noch hinzuzufiigen, daB sich unendliche Wert- 
systeme, welche nicht zu V gehéren, durch Einfiihrung der reziproken 


; .. , 
Funktionen ~ in der gleichen Weise behandeln lassen. 


Die Zahl mg, «a, ist eine von (a) unabhiingige, fiir das Funktionen- 
system charakteristische Konstante und werde mit m bezeichnet. 

Der WeierstraBsche Satz liBt sich mit Hilfe einiger leichter Modifi- 
kationen auch auf V-Werte ausdehnen. Gehért niimlich ein Wertsystem 
(@’)) der Mannigfaltigkeit V an, so wird es in weniger als m isolierten, 
reguliren Punkten angenommen. Denn gehen wir aus von einem nicht 
zu V gehérigen System (@), so kénnen wir einen Weg beschreiben, 
welcher erst im Punkte (a’)) die Mannigfaltigkeit V trifft. Betrachten wir 
nun die zugehérigen m Wege im Raume der (2), so miinden diese ent- 
weder in einen isolierten reguliiren Punkt ein, oder sie enden an einem 
Unbestimmtheitspunkte oder an einem gemeinsamen Schnitt. Die Zahl 
der isolierten reguliiren Punkte mui daher kleiner sein als m. Also: 


*) Wegen der Entwickelung (2) gelten die angefiihrten Uberlegungen unmittel- 
bar auch fiir den unendlich fernen Punkt des Fundamentalbereiches, dieser bedarf 
daher keiner besonderen Betrachtung. 
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Jedes Wertsystem (a)) wird im allgemeinen, aber auch héchstens an m 
reguliren isolierten Punkten angenommen. 

Wichtiger aber ist die folgende Erweiterung. 

Wenn fiir ein bestimmtes Wertsystem (a) keine gemeinsamen Schnitte 
oder Unbestimmtheitsschnitte existieren, so wird ein solches System unter 
allen Umstiinden an m isolierten Punkten angenommen, mégen diese nun 
reguliire oder Unbestimmtheitspunkte sein. Bezeichnen wir also mit V, 
die Mannigfaltigkeit der Wertsysteme, welche gemeinsamen Schnitten oder 
Unbestimmtheitsschnitten entsprechen, so besteht der Satz: 

Alle nicht zu V, gehirigen Wertsysteme (a,,---, a,) werden genau an 
m isolierten Punkten angenommen, alle zu V, gehdrigen an weniger als w 
isolierten Punkten. 


e. Beweis des WeierstraBschen Satzes I. Poincarésche Hilfssiitze. 


Wir gehen nach diesen Vorbereitungen an den Beweis des in den 
Vorbemerkungen angekiindigten Hauptsatzes I: 

Jede rationale Funktion des Bereiches D lift sich darstellen als alge- 
braische Funktion von n unabhingigen rationalen Funktionen r,, rz, +++, 1 

Wir benutzen zum Beweise eine von Poincaré*) angegebene, sehr 
elegante Methode. Sie beruht auf zwei Hilfssiitzen, die zuniichst abgeleitet 
werden sollen. 

Seien r,7,,---,7, +1 Funktionen des Bereichs. Wir bilden aus 
ihnen » von einander unabhingige Polynome mit konstanten Koeffizienten 
P,,---, P,, und betrachten die Anzahl M der isolierten gemeinsamen Null- 
stellen dieser Polynome, wenn sie als Funktionen der (x) aufgefaBt werden. 
Dann lautet der 1. Hilfssatz: 

Die Anzahl der isolierten gemeinsamen Nullstellen ist im allgemeinen 


n? 


*) Comptes Rendus, 124 (1897) p. 1407; Acta Mathematica, 26 (1902), p. 46—56. 

Der von Poincaré gegebene Beweis des 1. Hilfssatzes ist von dem unsrigen 
wesentlich verschieden, auBerdem spricht Poincaré den Hilfssatz in einer etwas all- 
gemeineren Form aus, welche aber einer unwesentlichen Berichtigung bedarf. Der 
Poincarésche Satz lautet, fiir Funktionen einer Variabelen ausgesprochen, folgender- 
mafen: ,,Eine lineare Verbindung von zwei Funktionen eines Fundamentalbereiches 
hat innerhalb dieses Bereiches immer die gleiche Anzahl von Nullstellen, welche von 
den Koeffizienten des linearen Polynoms unabhiingig ist.‘ Es kann jedoch auch vor- 
kommen, daf fiir gewisse spezielle Koeffizientensysteme die Nullstellenzahl sich 
reduziert, wie das Beispiel von «’(u) + By(u) beweist (die Funktion hat fiir allge- 
meine Werte « drei, fir «0 nur zwei Nullstellen im Periodenparallelogramm). 
Unsere etwas speziellere Form des Satzes triigt der angedeuteten Schwierigkeit 
Rechnung 

Im Ubrigen schlieBt sich die hier gewiihlte Darstellung an die Note aus den 
Comptes Rendus an. 
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unabhingig von den Koeffizienten der Polynome P,; d. h. die Anzahl der 
isolierten Nullstellen ist die gleiche fiir alle Koeffizientensysteme mit Aus- 
nahme solcher spezieller, welche einer Mannigfaltigkeit niedererer Dimen- 
sion angehéren. Fiir diese speziellen Koeffizientensysteme ist die Anzalil 
der isolierten Nullstellen kleiner. 

Es geniigt, den Beweis fiir Polynome 1. Grades und fiir drei Variabelen 
zu fiihren. AuSerdem wollen wir zur Vereinfachung des Beweises das 
Problem etwas spezieller fassen. Wir wollen nimlich nur diejenigen 
isolierten, reguldren gemeinsamen Nullstellen der drei Polynome P,, P,, Ps; 
betrachten, welche auf’ keiner Mannigfaltigkeit r,= 00 liegen. 

Der genaue Satz lautet dann folgendermaBen: Die Anzahl dieser ge- 
meimsamen Nullstellen von P,, P,, P, ist im allgemeinen die gleiche fiir alle 
Werte der Koeffizienten. Sie erniedrigt sich nur dann, wenn P,, P,, P; 
gemeimsame Nullschnitte oder irreguldre oder auf r,;= 00 gelegene Nullstellen 
besitzen. Die Koeffizientensysteme aber, fiir welche diese besonderen Umstiinile 
eintreten, bilden eine Mannigfaltigkeit von geringerer Dimension. 


Seien ; , 
P, = ar + Ary + ohlry + ery + BO, 


(9) Py = &®r + er, + Bry + ar, + BO, 

P, = r+ er, + or, + er, + BO, 
die drei Polynome. Wir beweisen zuniichst, da& die Zahl der betrachteten 
gemeinsamen Nullstellen von den letzten Koeffizienten (6) unabhiingig ist. 
Untersuchen wir zu diesem Zwecke das System der drei Funktionen 


BO = ar + er, + ory + ary, 
(10) B® = «@r + e®r, + er, + af ry, 
B® = gr + er, + of ry + ery. 


Diese nehmen als rationale Funktionen des Fundamentalbereichs jedes 
Wertsystem (— 6, — B®, — B®) an gleich vielen reguliiren isolierten 
Punkten des Fundamentalbereichs an, mit Ausnahme derjenigen Wert- 
systeme von geringerer Dimension, welche der Mannigfaltigkeit V angehéren. 
Diese werden in weniger Punkten angenommen. Schalten wir schlieBlich 
aus der Schar der reguliiren Systeme (—)) noch diejenigen aus, welche 
auf Flichen r,=oo angenommen werden, so ergibt sich auf Grund des Elimi- 
nationssatzes sofort, daB diese speziellen Systeme nur eine endliche Anzahl 
von analytischen Mannigfaltigkeiten geringerer Dimension bilden kénnen*). 

*) Diese Mannigfaltigkeiten kinnen auferdem keinen Teil des (@)-Raumes tiberall 
dicht erfiillen, d. h. ich kann um einen nicht der Mannigfaltigkeit angehiérigen Punkt 
(8) einen kleinen 6-dimensionalen Bereich abgrenzen, welcher gleichfalls in seiner 
Gesamtheit nicht der Mannigfaltigkeit angehirt. Beweis folgt leicht aus der Ein- 
deutigkeit der Funktionen r;. 
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Im ganzen also bilden die ausgeschlossenen Wertsysteme nur Mannig- 
faltigkeiten von geringerer Dimension. 

Bringen wir in (10) die GréBen — B®, — 6, — B® auf die rechte 
Seite der Gleichungen, so ist in der Tat bewiesen, daB die Anzahl der 
Nullstellen der Polynome (P) von den letzten Koeffizienten (8) im all- 
gemeinen unabhiingig ist, und daf Erniedrigung der Anzahl nur in den 
angegebenen Fallen eintreten kann. — 

In iihnlicher Weise wird die Unabhingigkeit der Nullstellenzahl von 
den iibrigen Koeffizienten erwiesen. Wir nehmen zum Beispiel die Koef- 
fizienten («,) und betrachten zu diesem Zwecke die drei Funktionen 


At) a Ors th rg + ef rg + BO 
r ? 
(2) (2). 2). (2) 
ayy + ag’? + af rg +8 
(11) AG = Ahir hata ere, 
AG) — afr, + oP rg + afr, + 6 *) 
r 


Da diese Funktionen alle nicht der Mannigfaltigkeit V angehérigen 
Werte gleich hiiufig, die Ausnahmewerte aber mit geringerer Hiiufigkeit 
annehmen, so folgt, daB die drei Funktionen 


pr a eer tary + ry + ars + BO _ P, 
1 r r ? 
(11) pr ert er + ep rs taf rs + BO _ Py 





2 1 y ? 


Py a ttPat a tah rs + BO P, 
eine von den Parametern «&), «®, «®) unabhingige maximale Zahl der 
gemeinsamen reguliren, isolierten Nullstellen besitzen, welche nur in den 
bekannten Ausnahmefiillen nicht erreicht wird. 

Daraus schlieBt man aber leicht auf die Nullstellen von P,, P,, Ps. 
Diese Funktionen haben nimlich alle gemeinsamen Nullstellen der Funk- 
tionen (P’) — weil wir nimlich nur solche Nullstellen betrachten, welche 
nicht auf += oo gelegen sind —, kénnen aber noch einige gemeinsame 
Nullstellen mehr besitzen, solche nimlich, welche den Flichen r = 0 an- 
gehéren. Die Zahl dieser gemeinsamen Nullstellen aber ist natiirlich von 
&, &), a) unabhiingig, daher wird sich die Zahl der gemeinsamen reguliren, 
isolierten Nullstellen hichstens fiir jedes Wertsystem der Parameter um 
*) Wir iibergehen der Kiirze halber den speziellen Fall, daB die drei Funktionen 
A von einander abhiingig sind. Der Fall ist leicht zu erledigen und ordnet sich in 
den Resultaten dem allgemeinen Falle unter. 
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die gleiche Zahl vermehren, ist also nach wie vor von den Parametern 
unabhiingig. 

Es wire nur noch von den (P’) auf die (P) der Schlu8 zu iibertragen, 
da8 Verminderung der Nullstellenzahl nur in den bekannten Ausnahme- 
fiillen (der Nullschnitte, irreguliiren Nullstellen) eintritt. Dies geschieht 
am leichtesten auf folgendem indirekten Wege: Man wihle urspriinglich 
in den (P) die Koeffizienten (#8) so, daB keine gemeinsamen Nullstellen auf 
y=0 vorkommen, was nach friiheren Betrachtungen stets méglich ist. 
Dann stimmen die Nullstellen von (P) genau mit denen von P’ iiberein, 
und eine Verminderung der gemeinsamen Nullstellen tritt also dann nur 
fiir solehe Werte der Parameter («) ein, fiir welche Nullschnitte oder 
irreguliire Nullstellen der (P) stattfinden. Nachdem aber dies festgelegt 
ist, wihlen wir ein beliebiges System (@) mit maximaler Nullstellenzahl 
aus und lassen jetzt die (8) auf einem stetigen reguliiren Wege bis zu 
dem reguliiren Punkte (8) variieren, fiir welchen gemeinsame Nullstellen 
auf r =O auftreten*). Dann bleibt bei dieser Variation der Parameter 
die Nullstellenzahl ungeiindert, und wir sehen also, daB einem Systeme («) 
nur dann eine geringere Nullstellenzahl entspricht, wenn wir uns in einem 
der Ausnahmefille befinden. 

Damit ist der 1. Hilfssatz, der Satz von der Unabhiingigkeit der Null- 
stellenzahl von den Koeffizienten, vollstiindig bewiesen. 

Wir bezeichnen nun als ein allgemeines Polynomsystem ein solches, 
welches die maximale Zahl der isolierten reguliiren, auf keiner Fiche 
r,; =o gelegenen gemeinsamen Nullstellen besitzt. Das Charakteristikum 
eines solechen Systems ist einfach dies, daB es keine gemeinsamen Null- 
schnitte, irreguliire oder auf r;= oo gelegene Nullstellen besitzen darf. 
Dieses Charakteristikum gilt fiir Funktionensysteme beliebigen Grades. Wir 
haben auch gesehen, in welcher Weise man sich lineare allgemeine 
Polynomsysteme konstruieren kann. Die Zahl ilurer gemeinsamen Null- 
stellen ist eine charakteristische Zahl fiir das Funktionensystem (r) und werde 
mit w bezeichnet. 

Der 2. Poincaresche Hilfssatz behandelt nun die Frage: Wie grop ist 
die Nullstellenzahl eines allgemeinen Polynomsystems 8,, P,, P,, wo S, von 
dem k*" Grade, P,, P, linear in den (r) sind? 

Diese Zah] M, lat sich aus w durch einen einfachen Schlu8 ab- 
leiten. Ist naémlich P,, P,, P; ein allgemeines lineares System, so ist 





*) Wir verstehen dabei unter einem ,,reguliiren‘* Punkt (8) einen solchen, fiir 
welchen keine gemeinsamen Nullschnitte und irreguliiren Nullstellen auftreten. Ein 
»regulirer Weg‘ ist ganz aus solchen Punkten gebildet. Jeder reguliire Punkt (@) 
l4Bt sich mittels eines reguliiren Weges erreichen, welcher zuvor keinen irreguliiren 
Punkt (8) trifft. 


Mathematische Annalen. LVIII. 34 
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ein allgemeines System der Form (S,, P,), da gemeinsame Nullschnitte 
und irregulire Nullstellen nicht vorhanden sind. Aber die Nullstellenzahl 
ist hier = k- w. Daher ergibt sich allgemein fiir ein System (S,, P,) die Zahl 


M, = k-w. 


Dies gibt den Satz, der sofort wieder fiir allgemeines » ausgesprochen 
werden soll: 

Die Zahl der isolierten, reguliren, auf keiner Fliiche r,= 0c gelegenen 
Nullstellen eines Polynomsystems 


S., P,, P,,-++, P. 


n—1 
ist im allgemeinen und auch hichstens 
M, =k. U, 


wo w die Nullstellenzahl des allgemeinen linearen Polynomsystems, k den 
Grad von 8, bezeichnet. 

Nach diesen Vorbereitungen kommt der Poincarésche Beweis fiir den 
Satz I auf eine einfache Konstantenabziihlung hinaus. Wir wollen, bevor 
wir an die genaue Durchfiihrung gehen, in Kiirze den Gedankengang des 
Beweises angeben. Wir setzen dazu n = 3. 

Hat ein Polynom S, mit zwei Polynomen 1. Grades mehr als ku 
regulire Nullstellen gemein, so besteht ein gemeinsamer Schnitt [0, 0, 0]; 
besteht also das Schnittgebilde {P, = 0, P, = 0} aus g getrennten ana- 
lytischen Kurven, so liegt es ganz auf S,= 0, wenn P,, P,, S, mindestens 
g(ku+1) geeignet gewahlte Nullstellen gemein haben. Liegen aber die 
Schnittgebilde von ku +1 geeignet gewihlten Polynompaaren (P,, P;) 
ganz auf S,=0, so hat S, gemeinsame Nullschnitte auch mit einer zwei- 
fach unendlichen Mannigfaltigkeit von Polynompaaren, und diese Schnitte 
sind alle voneinander verschieden. Daher verschwindet S, in einem 6-dimen- 
sionalen Kontinuum und folglich identisch im ganzen Raume. 

Nun hat ein Polynom k**" Grades in 1, 1,, rg, 75 
(13) (" . *) ~ . TOELEM +8) &+4) 
willkiirliche Koeffizienten. Andererseits verschwindet S, nach dem Vor- 
hergehenden identisch, wenn es an 


(14) g(ku + 1 ° 


geeignet gewihlten Punkten verschwindet. Wiihle ich i geniigend grof, 
so tibersteigt die Anzahl der willkiirlichen Koeffizienten in S, die Zahl (14), 
und es gibt daher fiir geniigend groBes / sicher ein Polynom i*™ Grades, 
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welches identisch in 7, 7,, 7, 73 verschwindet. Dies ist aber gerade das 
zu beweisende Resultat. 

Wir gehen hiernach daran, den exakten Beweis zu erbringen. 

Seien P,,---, P.; Q, q+1 Polynome 1. Grades. Wir betrachten 
die (¢—1) Polynompaare (P,, P;). Wir kénnen durch geeignete Wahl 
des letzten Koeffizienten b von Q,, sowie der letzten Koeffizienten B 
der P; stets erreichen, daf 1) die Tripel P,, P;, Q, keine gemeinsamen 
Schnitte [0, 0, 0] haben, daB 2) sie sich nur in reguliiren, nicht auf Flichen 
r,= oo gelegenen Punkten schneiden, und daB 3) die Schnittpunkte 
(P,, P;, Q,) von allen Schnittpunkten (P,, P;, Q,) (++j) verschieden sind. 
Die Méglichkeit derartiger Koeffizientenbestimmung ist bei Gelegenheit 
der Gleichungen (9) schon bewiesen. Aus der Festsetzung 1) folgt unter 
anderm, da8 die Flichenpaare (P, =0, P;,=0) und (P;=0, Q, =0) niemals 
ein 4-dimensionales Kontinuum gemeinsam haben. 

Betrachten wir jetzt die Gesamtheit der Schnittgebilde {P,, P;}, so 
besteht jedes derselben aus einer endlichen Anzahl analytischer Kurven, 
von denen einige nach Festsetzung 2) nicht ganz dem Unbestimmtheits- 
oder Unendlichkeitsgebiete von 1, 71,, 72, 7, angehdren. Auf jeder dieser 
letzteren Kurven bestimmen wir iu + 1 regulire, von einander verschiedene 
Punkte (7). Die Gesamtzahl dieser Punkte ist 


ps9q—Yke+), 
wenn g die Maximalzahl von analytischen Kurven ist, in welche ein Ge- 
bilde { P,, P;} zerfillt. 


Wie grof auch die konstante ganze Zahl q sei, wir kénnen k immer 


ee: Dann kénnen wir aber die ry4 


homogenen Koeffizienten des Polynoms S, immer derartig bestimmen, daB 
S, = 0 durch die siimtlichen gewihlten Punkte hindurchgeht. S, = 0 hat 
also mit jeder nicht ganz dem Unbestimmtheits- oder Unendlichkeits- 
gebiete angehérigen Schnittkurve aller Paare (P,, P;) mehr als ku Punkte 
gemein. Daraus folgt nach dem 2. Hilfssatz, daB diese siimtlichen Schnitt- 
kurven auf S, liegen miissen. 

Wir nehmen nun ¢ nicht mehr konstant, sondern setzen es =ku + 2. 
Dadurch wird die vorhergehende Koeffizientenbestimmung nicht beeinfluBt, 
denn fiir geniigend groBes i: ist 


gku+ie<(T4-*) 


so groB wihlen, dab p<( 


*) Dabei ist die Voraussetzung gemacht, daB die Zahl g nicht von k abhiingt 
d. h, also, da ich beliebig viele Polynome P; finden kann, sodaB das Schnittgebilde 
| P,, P;| immer die gleiche endliche Anzahl von Mannigfaltigkeiten umfa8t. Diese 
Tatsache li8t sich durch einen einfachen Schlu8 begriinden. Die Mannigfaltigkeit der 


34* 
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Nun hat jedes Flichentripel Q, = 0, P,=0, P;=0 mindestens einen 
Schnittpunkt mit S,—0O gemein. Die Flichen 
S,= 9, Q,=0, P, =90 

haben daher ku +1 Punkte gemeinsam und also einen ganzen Schnitt. 
Ebenso haben alle durch Variation der letzten Koeffizienten b® aus Q, 
gewonnenen Polynome Q,’=0 mit S,=0 und P, =0 einen Schnitt gemein. 
Fassen wir also wieder den letzten Koeffizienten b) von Q, als rationale 
Funktion B® des Bereichs auf, so kénnen wir sagen, daB die Funktionen 
B®, P,, S, einfach unendlich viele gemeinsame Schnitte [b™, 0, 0] besitzen. 

Beachten wir andererseits die Schnitte von (, = 0 mit den Fliichen 
P, = 0,--:, P, = 0; die Fliche P, =0 trifft jeden einzelnen dieser Schnitte 
in einem Punkte, welcher S,=0 angehdrt, und diese Punkte sind nach 
Voraussetzung 3) alle voneinander verschieden. Variieren wir abermals 
den letzten Koeffizienten 6“ von P,, so erhalten wir eine Mannigfaltig- 
keit neuer Fliichen, die wir mit Q, = 0 bezeichnen wollen, und welche, 
wenigstens fiir geniigend wenig abweichende Parameterwerte, den Schnitt 
von Q,=0 mit jedem der Polynome P;=0 in einem zu S,=0 ge- 
hérenden Punkte schneiden. Denn dieser Schnitt besteht aus einer end- 
lichen Anzahl von Kurven, deren eine (und zwar gerade diejenige, die 
den Schnittpunkt von P,=0, P;=0, Q, =0 enthilt) ganz der Fliiche 
S,=0 angehért. Folglich hat die Fliche S,=0O mit dem Schnitt eines 
jeden Flaichenpaares @, = 0, Q, = 0 mindestens ku + 1 Punkte und daher 
einen ganzen Schnitt gemein. 

Dies ist aber unméglich. Bezeichnen wir niamlich wieder mit B, 
den letzten Koeffizienten von Q,, so haben die drei Funktionen 


8,, B,, B, 


eine zweifach unendliche (4-dimensionale) Mannigfaltigkeit von gemein- 
samen Schnitten [0, b™, b@], wihrend diese Mannigfaltigkeit doch héchstens 
2-dimensional sein diirfte. 

Wir schlieBen daraus, daB die Gleichung 


S,=0 


nicht nur auf einer Flaiche, sondern im ganzen Raume erfiillt sein muB, 
d. h. daB S, identisch =0 ist. Dies bedeutet aber gerade, was wir be- 








Polynome P, ist kontinuierlich, die Mannigfaltigkeit der Anzahlen der analytischen 
Schnittgebilde nur abzihlbar. Es mu8 daher unendlich viele Polynome P; geben, 
welche die gleiche Anzahl analytischer Schnittgebilde mit P, haben. — Kine an- 
schaulich-geometrisch (freilich von mir nicht streng durchgefiihrte) Betrachtung gestattet 
iibrigens dieses Resultat erheblich zu verschirfen. Es wiirde folgen, daf fiir je zwei 
lineare Polynome {P;, P;} die Anzahl der analytischen Schnittgebilde < w ist. 
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weisen wollten, nimlich das Bestehen einer algebraischen Relation zwischen 
den Funktionen r, 1,, ’2, Ys. 
Fiir allgemeines ist der Beweisgang genau der gleiche. 


f. Beweis des WeierstraBschen Satzes I. 


Die algebraische Darstellbarkeit durch m voneinander unabhiingige 
rationale Funktionen 7,,---, 7, des Bereichs ist eine notwendige Bedingung 
dafiir, daB eine Funktion + rationale Funktion des Bereichs ist. Sie ist 
aber augenscheinlich nicht hinreichend. Ein notwendiges und hinreichendes 
Kriterium liefert erst der zweite Hauptsatz, welcher eine rationale Dar- 
stellung aller Funktionen des Bereichs durch n+ 1 geeignet gewiihlte unter 
ihnen angibt. Eine priizise Fassung des Satzes werden wir erst im Laufe 
der Herleitung gewinnen. 

Sei m die Anzahl der reguliren isolierten Punkte, an welchen die 
Y;,***, 7, ein allgemeines — d. h. nicht zu V gehériges — Wertsystem 
a,,+**,@, annehmen. Betrachten wir dann irgend eine andere rationale 
Funktion 7 des Bereichs und die irreduzibele algebraische Gleichung f= 0 
vom Grade i, welche sie mit den 7,,---, 7, verbindet, so finden wir der 
Reihe nach fiir k folgende Bestimmungen: 

1) Es mu notwendig k <m sein. Denn ist i >m, so hat die Glei- 
chung f= 0 fiir allgemeine Wertsysteme (a,,---, @,) der Variabelen 1,,---,7,, 
k >m verschiedene Wurzeln. Da aber r eine eindeutige Funktion der (z)) 
ist, so darf zu jedem der m Punkte, in denen die (r) die Werte (a) an- 
nehmeu, nur ein Wert + gehéren. Da aber i gréBer als m vorausgesetzt 
wurde, ist eine derartige Verteilung nicht méglich. 

2) Wenn die Funktion ry die Eigenschaft hat, fiir irgend ein Wert- 
system (a) der (r) an allen m Punkten regulir zu sein und verschiedene 
Werte zu besitzen, so geniigt sie sicher einer irredusibelen Gleichung vom 
m Grade. 

3) Da die Gradzahlen der irreduzibelen Gleichungen fiir alle méglichen 
Funktionen + des Bereiches i <m sein miissen, so muB ein Maximal- 
grad K existieren*). Wir bezeichnen mit r,,, eine Funktion, welche 
diesen Maximalgrad besitzt. 

Nun nehmen wir die Funktionen 7,, 7,,---,7,, 7,4, und behaupten: 

Hauptsatz Il. Jede rationale Funktion r des Bereichs lapt sich 
rational durch die r,, 135° **;%n, %_41 Wusdriicken. 


*) In Bezug auf den Maximalgrad K 1l&8t sich noch allgemein nachweisen, dab 
er ein Teiler von m sein mub. Ob er gleich m selbst ist, muB fiir jeden speziellen 
Bereich D besonders entschieden werden (siehe Seite 527). 
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Bedeutet niimlich v eine Unbestimmte, so geniigt die Funktion 


Q — n+ + or 


fiir beliebige endliche Werte von v einer Gleichung vom Grade K, deren 
Koeffizienten rationale Funktionen von den (r) und von v sind. Sei 


¥ (05 3 MyM) =O 
diese Gleichung. Sie ist identisch in v erfiillt, wenn wir fiir g seinen Wert 


T,41 + vr einsetzen. Daher finden wir durch partielle Differentiation 
nach v:*) 


(15) (Fe)oar.caser +” (Be emez¢eer 7% 


Fiir v= 0 ergibt sich hieraus r als rationale Funktion von 7,,72,-+-,7,;7%,41) 
deren Nenner wegen der Irreduzibilitiit der zwischen 1r,, 7,,---,7,; 7,44, be- 
stehenden Gleichung vom Grade K in r,,, nicht identisch verschwindet. 

Hiermit ist die allgemeine Theorie der Funktionen mit Fundamental- 
bereich von » Veriinderlichen zu einem gewissen AbschluB gebracht. Wir 
kénnen sagen: 

Die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, dap eine Funktion r 
rationale Funktion eines Bereiches D ist, besteht darin, daB sie sich durch 
n+1 in der angegebenen Weise ausgewihlte Funktionen r,, 12, +++, 


n? Vn+1 
des Bereichs rational darstellen lift. 


*) Wirtinger, Automorphe Funktionen von n Veriinderlichen, Wiener Sitzungs- 
berichte, Math.-natw. K1., 108 (1899) p. 1241 ff. 

Die Wirtingersche Arbeit verfolgt gleichfalls den Zweck, die WeierstraBschen 
Siitze I und II nachzuweisen. Dazu betrachtet Herr Wirtinger eine rationale Funktion r 
des Bereichs zuniichst bei konstant gehaltenen Werten der 7,,---, 1, 

(A) Ns = Og, ° °° Tn = On 
als Funktion von r, allein und findet, daB r algebraisch in 7, sein mub. Dieses Re- 
sultat ist richtig, solange r iiberhaupt auf der Mannigfaltigkeit (A) einen bestimmten 
Wert hat. Es kann aber auch lings der ganzen Mannigfaltigkeit unbestimmt werden 
(wie zum Beispiel die rationale Funktion 
Te "s 
auf den Geraden r, =1, = 0 und r, =r, = 0). — Sein Schlufresultat gewinnt Herr 
Wirtinger dann auf Grund der Voraussetzung, dab 
eine Funktion von  Veriinderlichen, welche in jeder Variabelen alge- 
braisch ist bei konstanten Werten der iibrigen, auch eine algebraische 
Funktion von » Veriinderlichen sei. 
Es scheint aber, daB dieser Hilfssatz sich, wegen der méglichen Unbestimmtheiten, 
ohne Zuhilfenahme der genauen Resultate tiber gemeinsame Schnitte und Unbestimmt- 
heitspunkte (Abschnitt b. und c. dieser Arbeit) nur schwierig wird beweisen lassen. 
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Es eriibrigt noch, diese allgemeinen Resultate auf die speziellen in 
Teil Il konstruierten Funktionen der Gruppe H anzuwenden. Wir haben 
bewiesen*), das es  voneinander unabhiingige rationale Funktionen 
11>***» %n des Bereiches gibt, und dazu eine weitere Funktion 7, ,,, welche 
an irgend welchen m vorgegebenen Stellen regulir ist und an ihnen nie- 
mals den gleichen Wert annimmt: Wéahlen wir insbesondere diejenigen 
m Stellen, an denen die y,,---, yz, irgend ein allgemeines Wertsystem 
(a,,++*,@,) annehmen, dann besteht zwischen den Funktionen 4, ,-- +, 7,3 %n 41 
notwendig eine algebraische Beziehung vom genau m‘” Grade in 7,,,, 
und jede andere rationale Funktion des Bereiches laé8t sich demnach 
rational durch die » + 1 Funktionen 

M1» X22 °° *> Xn» An+1 
ausdriicken. 

Dasselbe Resultat liBt sich in einer etwas anderen Form aussprechen, 
welche die Ergebnisse der beiden letzten Teile dieser Arbeit zusammenfabt: 

Die als Quotienten von Partialbruch-Reihen © dargestellten Funktionen x 
des Fundamentalbereichs erschipfen den gesamten Vorrat der innerhalb des 
Fundamentalbereichs méglichen rationalen Funktionen, indem sich jede dieser 
Funktionen als rationale Verbindung von n+1 Funktionen x ergibt. 


*) Math. Ann. 56, p. 542—544. 
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Zur Theorie der Randwertaufgaben.*) 
Von 


Max Mason in New Haven. 


DaB das Dirichletsche Prinzip fiir die Lésung der Randwertaufgabe 
der Potentialtheorie nicht stichhaltig ist, hat Weierstra8 erkannt, doch 
war es sehr lange Zeit und bei den vorziiglichsten Autoren in Geltung. 

Als dieses Prinzip noch von den meisten Mathematikern als richtig 
angesehen wurde, ist es von H. Weber**) auf die Differentialgleichung der 
schwingenden Membran: 

Au+iu=0 
angewandt worden. Fiir eine unendliche Anzahl von Werten des Para- 
meters 4 erscheint diese Gleichung als notwendige Bedingung eines iso- 
perimetrischen Variationsproblems und daraus schloB Weber auf die Existenz 
unendlich vieler auf dem Rande eines gegebenen Gebiets verschwindender 
Lésungen dieser Gleichung, also auf die Existenz unendlich vieler Higen- 
schwingungen einer Membran. 

Nun ist neuerdings***) das Dirichletsche Prinzip fiir die Rand- 
wertaufgabe der Potentialtheorie von Hilbert gerettet worden, indem er 
in strenger Weise auf die Existenz einer Minimalfunktion fiir das der 
Potentialgleichung entsprechende Variationsproblem schloB. Es fragt sich, 
ob das Dirichletsche Prinzip nicht auch wie es von Weber angewandt 
worden ist, im Falle also isoperimetrischer Variationsprobleme, aufrecht 
erhalten werden kann. 

Ein erster Schritt wire die Aufgabe zuniichst dahin zu spezialisieren, 
daB man nicht partielle sondern gewohnliche Differentialgleichungen dieser 
Art behandelt, und zwar nach Methoden, die sich nachher bequem auf 
partielle Differentialgleichungen iibertragen lassen. 


*) Die vorliegende Arbeit bildet einen Auszug meiner in Géttingen (1903) er- 
schienenen Dissertation. Einige Anderungen sind aber eingetreten, insbesondere wird 
dem Beweise der Existenz der ausgezeichneten Lisungen (§ 2) eine einfachere Ge- 
stalt gegeben. 

**) Math. Ann. Bd. I, p. 1. 

***) Festschrift, ,,ber das Dirichletsche Prinzip, Abhandlungen der K. Géttinger 
Gelehrtengesellschaft, Berlin 1901. Auch Jahresber. d. D. M.-V. 8 (1899) p. 184. 
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Wenn wir uns also in dieser Arbeit auf gewdéhnliche Differential- 
gleichungen beschrinken, so soll es unser Ziel sein, zu zeigen, daB sich 
die Randwertaufgaben bei diesen Differentialgleichurgen in allgemeiner 
Weise behandeln lassen, wenn man das Wesentlichste des Dirichletschen 
Prinzips mit derjenigen Methode verbindet, nach welcher Fredholm die 
Auflésung gewisser Integralgleichungen behandelt hat. Dieser Weg er- 
scheint auf partielle Differentialgleichungen direkt tibertragbar. 

Ks ist natiirlich, daB sich bei dieser Untersuchung manche bekannte 
Resultate ergeben werden, jedoch werden wir auch neues finden. Ich 
méchte dreierlei hervorheben: Den Nachweis der Existenz von periodischen 
Lésungen; die Behandlung der Randwertaufgaben bei Systemen von 
Differentialgleichungen; den Nachweis der Minimaleigenschaft der aus- 
gezeichneten Lésungen. 

Auch an dieser Stelle méchte ich Herrn Professor Hilbert, auf 
dessen Anregung ich diese Arbeit unternahm, fiir seinen Rat bei der Ab- 
fassung derselben meinen herzlichsten Dank aussprechen. 


§ 1. 
Allgemeine Siitze iiber die Existenz von Lésungen. 


Die allgemeine lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung wird 
durch eine Transformation der abhingigen Variabeln in die Gleichung 


az + A@)y =f) 
iibergefiihrt. Der Einfachheit halber werden wir diese Gleichung betrachten. 
Die Funktionen A, f setzen wir im Intervalle (a, b) als stetig voraus. Wir 
werden einen Parameter 4 als Faktor vor der Funktion A hinzufiigen, 
und die Lésungen der Gleichung beziiglich ihrer Abhingigkeit von 4 be- 
trachten. Es handelt sich um die Existenz stetiger, stetig differentiier- 
barer reeller Lésungen der iret eed 


(1) 3 1+ 2A@)y =f), 


welche die Eigenschaft haben, eine der folgenden vier Randbedingungen 
zu befriedigen: 


L y(a) = «4, y() = 6 
IL {1L_.- G, Z1_- G 
UL. [y+eo%] =a, [y+ 694] =4 


IV. y(a) — y(b) = 4, ZL. . (i - . 
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Dabei bedeuten ¢,, ¢,, «, 8 vorgeschriebene Konstante. Wir werden der 
Kiirze halber nur die erste dieser Randbedingungen ausfiihrlich behandeln 
und die Resultate in den anderen Fiillen angeben. 

Es sei 


L(y) = "4% 4 14@y 


gesetzt. Bedeuten y, v irgend zwei im Intervalle (x, 2,) zweimal stetig 

differentiierbare Funktionen, so bekommt man durch teilweise Integration 

die Formel: 

‘ : 1. 9 dv 

(2) [(oL@) — yL@)} dx =[v 94 — y ST" 
Nehmen wir fiir y eine stetige stetig differentiierbare Lésung der 

Gleichung (1), deren Existenz wir zuniichst postulieren, und fiir v die 


,eindimensionale Greensche Funktion erster Art“, G(w, &), der Gleichung 
a'y = 0 fiir das Intervall (a, b), welche folgendermaBen lautet*): 
dx 5 y 


Ge) OPER fir 2<t 
G@)-2=28=9 ead 


Wenden wir (2) auf die Intervalle (a, § — «), (+ ¢, b) an, addieren und 
gehen zur Grenze ¢ = 0 iiber, so folgt: 


(3) y(@) ——[y@) eo po? J G(x, B)f(e)dex 
+2 f G (x, §).A(a)y(a) dex. 
Schreibt man y(a) = ¢,, y(b) =c, und : 
1) a a fi G(a, fade 


so nimmt diese Gleichung die Form an: 


(4) y(8) = F@) +4 G(x, )A@)y(@)de. 


Diese Gleichung hat Geltung fiir jede stetig differentiierbare Liésung 
von (1). Sehen wir nun y als unbekannt, ¢,, c, als vorgeschriebene Kon- 
*) Der Begriff einer eindimensionalen Greenschen Funktion ist zuerst von Burk- 
hardt (Bull. soc. math. 22 (1894) p. 71) fiir die Gleichung = ¥ ant eingefiihrt worden 


und spiiter von Bocher (Amer. Bull. (1901) p. 297) allgemeiner definiert worden. 
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stante an, so bildet (4) eine Integralgleichung fiir die Bestimmung von y. 
Durch zweimalige Differentiation zeigt man leicht unter Beriicksichtigung 
der EKigenschaften von G, da jede Liésung der Integralgleichung (4) eine 
stetig differentiierbare Lésung der Differentialgleichung (1) ist. Diese 
Lésung y geniigt also auch der Gleichung (3). Ziehen wir (4) von (3) 
ab, so folgt fiir alle &: 


(b—§) (4 —y@) + §—4) (@ —y@) =0. 
Diese Gleichung kann aber nur dann identisch in & bestehen, wenn 
y(a)=¢,, y(b) =c, ist. Das Problem der Integration der Differential- 
gleichung (1) unter der Randbedingung y(a) = c¢,, y(b) =, ist also villig 
gleichwertig dem Problem, die Integralgleichung (3) ohne Randbedingung 
aufzulosen. 

Nun ist (3) eine Integralgleichung von der Art wie sie Fredholm*) 
behandelt hat. Das Entscheidende fiir die Existenz von Liésungen von (3) 
besteht darin, ob die Funktion F(§) identisch Null ist oder nicht. F(&) 
ist aber nur dann identisch Null, wenn gleichzeitig: 

f(x) =90, c¢, = 0, C= 0 
ist, oder wie wir sagen wollen, wenn die vorgelegte Randwertaufgabe 
yvollstiindig homogen“ ist. In der Tat, verschwindet F(£) identisch in 
£, so ist 


ar , 
ae = f(§) =0. 
¢(b—§)+¢(§ —a)=0 
sein, uid dies ist nur méglich wenn c, =0, c,=0 ist. Wir sind nun 
im Stande, die Fredholmschen Sitze anzuwenden. Schreiben wir zur Ab- 
kiirzung: . we ‘ 
’ G(s,,8,) G(s,, 8) +++ G(s, 8,) | 
G (Sq, 8) G (Sy, 8) ++ G(s, 8,) 


Folglich muB 


A (58; , 835° + +) S,) = | 


| 
G(Syy81) (Sy) 8) +> Gy, 8) | 
so laBt sich die Fredholmsche ,,Determinante“ fiir die Gleichung (4), D, 
folgendermafen schreiben: 


d 6 b 
D=1+ 1 fac) AGa)as ~ Bf fae s,) A(s,) A(s,) ds, ds, 


6 6 6 
+ a | fae Sg, 83) A(s,) A(s,) A(s,) ds, ds,ds, + ---. 


*) J. Fredholm, Acta Math. 27 (1903) p. 365 ff. 
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Diese ganze transzendente Funktion D mége die Nullstellen 4, besitzen, 
welche wir, ihrer Bedeutung nach, mit Pockels*) als ausgezeichnete 
Parameterwerte bezeichnen. Die Fredholmschen Siitze iiber die Auflésung 
der Integralgleichung ergeben sofort folgende Existenzsiitze: 

Ist nicht gleichzeitig f(x) = 0, ¢, =0, ¢, = 0, dann existiert stets eine 
und nur eine stetig differentiierbare Lisung der Randwertaufyabe fiir jeden 
Wert des Parameters 4, ausgenommen die ausgezeichneten Werte i,: Fiir 
4 =A, existiert im allgemeinen keine solche Lisung. 

Ist dagegen die vorgelegte Randwertaufgabe vollstindig homogen, so 
existiert wenigstens eine von Null verschiedene Lisung, dann und nur dann, 
wenn der Parameter i einen ausgezeichneten Wert i, besitzt.  Solche 
Lisungen nennen wir ausgezeichnete Lisungen.**) 

Die Behandlung der Randwertaufgabe II] des ersten Paragraphen 
lautet der obigen ganz dhnlich. Statt der oben benutzten Greenschen 
Funktion erster Art der Gleichung oe = 0 gebraucht man die Greensche 
Funktion dritter Art derselben Gleichung, welche lautet: 

G,(a, é) — © + P= oe *) fiir x < é. 
Fiir «> & vertauschen wir x und § Diese Funktion befriedigt die Rand- 
bedingung III § 1 wobei c, = 0, c,=0 ist. Zur Behandlung der Rand- 
bedingungen II und IV bedient man sich der Funktionen: 





ete ghetims, Sb+e-F) 2642—2—§ 
2(e%* — ¢?) 
z-§  g-2z E+a-b—x  jxt+b—a—§ 
G,(a, #) = * a. meer ewe 
a(e*-*— 24 &-*) 
Fiir x >& vertauschen wir x und & Diese Funktionen sind die Green- 
" : . ‘ ad 
schen Funktionen zweiter bezw. vierter Art der Gleichung a —y=0 
und geniigen den Randbedingungen II bezw. IV fiir ¢, = 0, c, =0. Unter 
Benutzung dieser Funktion beweist man die niimlichen Existenzsiitze fiir 


die Randbedingungen II, Ill, IV wie fiir den oben behandelten Fall I. 





G, (a, ) = aSé 


§ 2. 
Existenz der ausgezeichneten Lésungen. 


Eine stetig differentiierbare Lésung der Differentialgleichung 


(1°) Ly) = £4 + 4A(a)y = 0 


*) F. Pockels: Uber die partielle Differentialgleichung A u +- k?u==0. Leipzig 1891. 
*) Pockels, loc. cit. 
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unter der i‘ der Randbedingungen I, II, III, IV, wo die Konstanten ¢,, 
c, den Wert Null haben, existiert dann und nur dann, wenn der Para- 
meter 4 eine Nullstelle der der betreffenden Randbedingung entsprechen- 
den ganzen transzendenten Funktion D ist. Es bleibt dann zu unter- 
suchen, ob es solche Nullstellen gibt und wie groB ihre Mannigfaltigkeit 
ist. Diese Fragen werden wir hier behandeln, und zwar unter der Vor- 
aussetzung, daB die Funktion A(x) im Intervalle (a, b) ihre Vorzeichen 
nicht wechselt, also etwa 
A(x) >0 (a<a<b). 

In den Fallen I, Il, If ist das Problem von Sturm in seinen Ab- 
handlungen im ersten Bande des Journal de Mathematique (1836) zuerst 
behandelt worden. Spiiter ist Picard*) mit der Methode der successiven 
Approximationen an den Fall I herangetreten. Der Fall IV ist besonders 
interessant, da er auf periodische Lésungen fiihrt, hat aber noch keine 
niihere Bearbeitung gefunden. 

Wir werden hier den Existenzbeweis fiihren, indem wir von der Tat- 
sache Gebrauch machen, daf die Differentialgleichung (1) als Lagrangesche 
notwendige Bedingung eines Variationsproblems aufgefaBt werden kann.**) 
Wir kniipfen also an das Dirichletsche Prinzip an, ersetzen aber die falsche 
SchluBweise durch einen strengen Beweis. Auf Grund der im vorher- 
gehenden Paragraphen gewonnenen Siitze wird es aber gelingen, diesen 
Beweis ohne einen Konvergenzbeweis durchzufiihren. 

Betrachten wir die vollstiindig homogene erste Randwertaufgabe, also 
die Auflésung der Gleichung 


(a°) Ly) = g,¢+4A(@)y=0, Aa) D0, 

unter der Randbedingung 

ay y(a) =9, y(b) = 0. 

Wir legen das folgende Variationsproblem zu Grunde: Das Integral 


Ty) =f (Gi) ax 


soll zu einem Minimum gemacht werden unter den Bedingungen, dap y(a) 
eine im Intervalle (a, b) zweimal stetig differentiierbare Funktion ist, und dap 


b 
y(a)=0, y0)=0, Ky)=f Aytde =1 








*) Siehe Picards Traité d’analyse 3 (1896) p. 105 ff. 

**) Siehe H. Weber: Math. Ann. Bd.I p.1 fiir die Behandlung der drei ersten 
Randwertaufgaben der der Gleichung (1) entsprechenden partiellen Differentialgleichung 
Au+iAgu=O0 durch die damals als richtig anerkannte Dirichletsche Schlubweise. 
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ist, wo A die in der Gleichung (1) vorkommende im Intervalle (a, b) posi- 
tive Funktion ist. 

Unter allen solchen Funktionen y wissen wir nicht ob es eine gibt, 
welche dem Integrale J den kleinsten Wert erteilt; dagegen gibt es eine 
endliche bestimmte wntere Grenze 2, aller dieser Werte von J. Wir 
behaupten: 

Diese untere Grenze i, ist der kleinste ausgezeichnete Parameterwert 
fiir die Randbedingung 1°: Die zu i, gehirige avsgezeichnete Lisung yy. der 
Gleichung (1°) unter der Bedingung 1° ist die Lisung des aufgestellien 
Variationsproblems. 

Nach der Definition von 4, kénnen wir eine unendliche Reihe von 
Funktionen 

Yi> Yor Ys» * 


auswihlen derart, daB jede Funktion allen Bedingungen des Variations- 
problems geniigt, und daf 
(2) lim J(y,) = Ao 
h=a 

ist. Definieren wir eine unendliche Reihe stetiger Funktionen /, durch 
die Gleichungen: 

d*y, . 
(3) da? 5 A, Ay, = fae 
Multiplizieren wir diese Identitit mit y, und integrieren von a bis 0, 


so folgt 


b 
dy — In) =f wnfrde, 


also nach (2) ist 


(4) lim [ uhde = 0. 


Ah=@ 
Es sei nun 
Uy, Ug, Ug, **° 
eine unendliche Reihe irgend welcher zweimal stetig differentiierbarer 
Funktionen, welche fiir «=a und «= b verschwinden. Setzen wir zur 


Abkiirzung 


Wir behaupten nun: die Gleichung 


b 


. 


(5) lim { ngydx = 0 
h=@ a 


muf Geltung haben, falls die Funktionen v, der Bedingung 
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b 


| [gyda ‘<B (h = 1, 2, 3, - ++) 


| e 
a 


(6) 


geniigen, wo B eine angebbare von h unabhiingige Zahl ist. 

Zum Beweise dieser Behauptung nehmen wir im Gegenteil an, es 
liesse sich aus den Funktionspaaren y,, v, eine unendliche Reihe solcher, 
etwa die Paare y,, v,, auswiihlen derart, daB fiir alle h 


b 
(5) | J yjgidx =e oder <Q 


wire, wo @ im ersten Falle eine positive, im zweiten Falle eine negative 
von h unabhiingige Zahl ist. 

Betrachten wir die Funktionen », = y;, + cv,, wo ¢ eine Konstante 
bedentet. Multiplizieren wir die Identitiit 


i? ’ , 
ot + Am = fi + ogi 


da? 


mit 4, = y, + ev, und integrieren von a bis b, so folgt: 


. : : 
Ay K(n,) —I(m) =f yifrda+ cf vi gndx + ef (vita + yrgn) da. 
Aber ° 


6 6 
| (vif. — yign) da = | {vi (G2h+ ayAyi) +i (G8 + dy Avi)| da = 0. 


Also ist 


b b 4 
A, K(m,) — I (m,) =| ynfrda+ of vigrdx + 2c f Yrgrde. 
Nehmen wir nun fiir ¢ eine solche Zahl, dab 
oc >0, 2co>cB 
ist, und schreiben wir 2co —c?B=0*. Dann ist fiir alle h 


b 
ag K (m4) — Tin) =f yifada + 0°. 


Nun ist 6? eine positive von 4 unabhiingige Zahl, und nach (4) ist 
li ifi,da = 0. 
lim J vitae 
Folglich kénnen wir h so groB wihlen, etwa h = H, dab 
4, K(n,) ek J(u) > 0 
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ausfallt. 1, ist also nicht identisch Null, und da A(x) > 0 ist, so ist 
c= VK(n,y) eine reelle Zahl. Dann ist 


y(«) = ~ n,(2) 


eine stetige zweimal stetig differentiierbare Funktion, welche den Be- 
dingungen des Variationsproblems 

y(a)=0, y(b)=0, Kly)=1 
geniigt, und fiir welche 

4, > Jy) 

ist. Nach der Definition von A, ist dies aber unméglich. Folglich ist 
die Annahme (5’) falsch, und die Gleichung (5) muB Geltung haben unter 
der Bedingung (6). 

Unsere Behauptung iiber 4, zu beweisen, nehmen wir nun im Gegen- 
teile an, es wiire A, kein ausgezeichneter Wert fiir unsere Randwertaufgabe. 
Nach den Sitzen des vorigen Paragraphen existiere dann je eine stetig 
differentiierbare Lésung v, der Gleichungen 


2a 
d*v, 


da? +A Av, = Ay, (h = 1, 2,3,-- ) 


unter den Randbedingungen v,(a) = 0, v,(b)=0. Diese Funktionen », 
geniigen der Bedingung (6). Denn »,(&) ist eine Lésung der Integral- 
gleichung (4) des § 1 wobei F(&) den Wert besitzt: 


b 
F(é) = —f G (a, §) A(x) y,(«) da 
v, hat also die Form*) : 


b b 


p(* 
v,(“) = _/ G(E, x) A(E)y,(&) d& J (y) G(§,y) A(&)y,(§) dé dy, 
x 
p(*) 
D 


des absoluten Wertes dieser Funktion, so ist, da | G(x, &) “oe: ist, 


wo 





eine endliche stetige Funktion bedeutet. Ist A das Maximum 


b b b 


fm Ayda <mf f  A(a)y,(2) - A(8)y,(&) dade 


wo m=“ + : (1+ A(@—a)) ist. Aber 


*) Fredholm loc. cit p. 373. 
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b b 
(J A@n(a) | dx}"< Oa) f Ary: da, 


e/ 
a 


denn nach einem Satze von Schwarz*) ist 
: a: ae a 
{ f pvac| <f grdx | vdz. 
Schreiben wir A fiir das Maximum von A(«), so ist also 
° b 
J y,Audx <mA(b—a) (h = 1, 2, 3,-+-) 


denn fiir alle h ist K(y,) = 1. 
Die obigen Funktionen v, geniigen also der Bedingung (6), und folg- 
lich nach (5): 


lim fy,Ay,dx =lim K(y,) =0. 
Azo G h=o 


Dies ist aber unméglich, denn fiir alle h ist K(y,) = 1. 

Unsere Annahme iiber 4, ist also falsch, und folglich ist die untere 
Grenze A, ein ausgezeichneter Parameterwert fiir die erste Randbedingung. 
Nach den Sitzen des § 1 existiert also eine fiir =a und «=b ver- 
schwindende ausgezeichnete Lisung y, der Gleichung: 


d*y 
ist t+ Agdy = 0. 


Den willkiirlichen Faktor von y, denken wir uns so bestimmt, dab 
K(y.) = 1 ist. Die Lésung y, befriedigt alle Bedingungen des Variations- 
problems, und aus der Differentialgleichung folgt J(y,) = 4). yp ist also 
die Lésung des Variationsproblems. Ferner ist A, der kleinste aus- 
gezeichnete Parameterwert fiir die erste Randbedingung, denn giibe es 
einen kleineren 4’, so wiirde die zugehérige Lésung y’, wenn ihr Faktor 
so bestimmt wiire, daB K(y’)=1, allen Bedingungen des Variations- 
problems geniigen, und es wiire J(y’) = 4’ <4) und dies ist unméglich. 

Die am Anfang des Puragraphen aufgestellte Behauptung ist also be- 
wiesen. Aus der Minimaleigenschaft der Funktion y, ist es ferner leicht 
zu zeigen, daB y, innerhalb des Intervalls (a,b) nicht verschwindet, und 
daB der erste ausgezeichnete Wert 4, eine abnehmende Funktion der 
Intervallinge b — a ist. 

Die Existenz einer zweiten ausgezeichneten Lisung zu beweisen, be- 
trachten wir folgendes Variationsproblem: Das Integral 


*) Ges. Abh. p. 251. 
Mathematische Annalen. LVTII. 35 
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ry) =f (44) ae 


soll zu einem Minimum gemacht werden, unter den Bedingungen 


b b 
y(a)=0=y(b), Ky) ={Ayde= 1, K'(y,9)=f Ayoyda= 0. 


Nur durch die letzte, die Funktion y, ausschliessende Bedingung 
unterscheidet sich dieses Problem von dem friiheren. Die untere Grenze 
aller Werte von J unter diesen Bedingungen nennen wir 4,. 

Wir behaupten: Wéire 4, = 4, so existiere fiir diesen Wert von i eine 
zweite von yy linear unabhiingige ausgezeichnete Lisung unserer Randwert- 
aufgabe. Nach den Fredholmschen Sitzen ist nun die Existenz einer 
zweiten ausgezeichneten Lisung eine notwendige Folge des Verschwindens 


der ersten ,,Unterdeterminante D (*) von D“*) Nehmen wir an D () 


wire von Null verschieden fiir 1 = 4, = 4); zeigen wir daB dies auf einen 
Widerspruch fiihrt, so ist unsere Behauptung bewiesen. 
Wihlen wir eine unendliche Funktionenreihe 


Yi> Yor Ys» * 
aus, von der Art, daB alle y, den Bedingungen des neuen Variations- 
problems geniigen, und daB 


lim J(y,) = 4, = ay 
h=@ 


ist. Es sind nun nur zwei Punkte zu iiberlegen um die friihere Beweis- 
methode anzuwenden. LErstens mu die Existenz der fir =a und 
x =b verschwindenden Lésungen der Gleichungen 
2a 
= + 4,Av, = Ay, (h = 1, 2,3, -- ‘) 
bewiesen werden, wo y, die neuen Anniiherungsfunktionen sind; zweitens 
mu gezeigt werden, daB die Funktionen y, = y, + cv, fiir alle Werte von c 
der Bedingung K’(y,, ,) = 0 geniigen, oder, da K’(y, y,) =O ist, daB 
die Funktionen v, der Bedingung K’(y,, v,) = 0 geniigen. 
Die Lésungen v, existieren. Denn ist 4 = 4,, einer Nullstelle von D 
aber keiner Nullstelle von D ), dann existiert nach den Fredholmschen 


Sitzen eine Liésung unserer Integralgleichung (4) § 1 dann und nur dann, 
wenn F'() der Bedingung 


fron(j)a0-0 


*) Fredholm, loc. cit. p. 376—378. 
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fiir alle Werte der Konstanten « geniigt. Nun ist in diesem Falle 


b 
FQ) =— f A@)n@G@, daz, 
und, wie man sofort aus den Fredholmschen Formeln sieht: 
«\ _ A®) p(t) _ _ d* yy (é) 
D (:) a=) D (<) = const. A(&) y)(—) = const. ae" 
Nun ist G(a, §) die Greensche Funktion erster Art der Gleichung = =0, 
also ist ’(é) die fir =a und x=b verschwindende Lésung der Gleichung 


oT —A4On®- 


Nach teilweiser Integration nimmt also die obige Bedingung die Form an: 


J A®@ ol) (8) dE = K’ (yp, ys) = 0. 


Nach der Definition der Funktionen y, ist diese Gleichung in der Tat 
erfiillt. Folglich existieren die Funktionen v,. Diese Funktionen sind 
nicht eindeutig bestimmt, sie lassen sich aber in der Form 


% = Vit GY 
schreiben, wo die Konstanten ¢, irgend welche Werte besitzen kinnen. 


Nehmen wir : 
¢, =— K'(yp, V;) 


so befriedigen alle Funktionen v, die Gleichung K’(y,v,) = 0, und da- 
her ist fiir alle h, K’(y, 7) =9, (n, = Yo + €%,)- 

Nach dieser Uberlegung liBt sich die friihere Beweismethode un- 
geiindert auf diesen Fall anwenden. Der Widerspruch wird gezeigt, und 
somit unsere Behauptung bewiesen. 

Nun kann bekanntlich keine stetige stetig differentiierbare Lésung 
der Gleichung L(y) =O gleichzeitig mit ihrer ersten Ableitung ver- 
schwinden, ohne identisch Null zu sein. Daraus folgt leicht, daB es nicht 
zwei voneinander linear unabhiingige ausgezeichnete Lésungen fir den- 
selben Parameterwert geben kann. Die obige Uberlegung hat dann fir 
die erste Randwertaufgabe nur zur Folge, dab 4, >A, ist. In der Be- 
handlung der vierten Randwertaufgabe dient aber diese Entwicklung als 
Existenzbeweis, denn es kann in jenem Falle ganz gut vorkommen, daf 
zwei linear unabhingige ausgezeichnete Lésungen fiir denselben Parameter- 
wert existieren. 

Es ist also 4, >4,. Genau wie friiher folgt nun, das 4, ein aus- 
gezeichneter Parameterwert ist; denn bei dem Beweise, daB die Annahme 
des Gegenteils zu einem Widerspruch fiihrt, ist nur zu beachten, daB die 


3o* 
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Funktionen », die neue Bedingung K’(y,, 7,) = 0 befriedigen, und, da 
A, > 49, K' (yo, y,) =0 ist, folgt diese Gleichung nach einer einfachen 
Rechnung. 

Das Verfahren li8t sich unbegrenzt fortsetzen, und folglich gilt das 
Theorem: 

Es existiert eine unendliche Reihe stets wachsender ausgezeichneter 
Parameterwerte 2, und zugehiriger ausgezeichneter Lisungen y, der Differen- 
tialgleichung <3 +4A(x)y=0 unter der Randbedingung y(a)=0, y(b) = 0: 
Die Funktion y; ist die Lisung des Variationsproblems J(y) = Minimum 
unter den Bedingungen y(a) = 0, y(b)=0, K(y) = 1, K’(y;, y)=90 
(j = 0,1, 2,---, i— 1), und erteilt dem Integrale J den Wert A,. 

Durch geringe Anderungen beweist man in derselben Weise die 
Existenz je einer unendlichen Reihe stets wachsender ausgezeichneter 
Parameterwerte fiir die Fille Il und III, d. h. die Existenz einer unend- 
lichen Reihe ausgezeichneter Liésungen der Differentialgleichung L(y) =0 
unter der Randbedingung II bezw. III des § 1, wobei c, = 0, c, =O ist. 
Im Falle II ist die ¢** ausgezeichnete Liésung, die wir der Randbedingung II 
entsprechend mit y,; bezeichnen, die Liésung des Variationsproblems 
J(y) = Minimum unter den Bedingungen K(y) = 1, K’(y, ;, y) = 9 (j = 9, 
1,---, ¢— 1) unter gar keinen Randbedingungen. Im Falle III ist die i* 
ausgezeichnete Lisung y, ; die Lésung des Variationsproblems 

6 
J (5%) dx — + [y(a)P + =F [y(b)]? = Minimum 

unter den Bedingungen K(y)=1, K’(ys ;,y) = 90 (j =0,1,---, ¢—1). 

Ist die Funktion A(x) periodisch mit der Periode b — a, so handelt 
es sich bei der Randbedingung 


Iv? y(a) = y(0), [z]_.- fal... 


um die Existenz periodischer Lésungen der Differentialgleichung L(y) = 0. 
Wie oben bemerkt unterscheidet sich diese Randbedingung von den iibrigen 
dadurch, daB zwei ausgezeichnete Parameterwerte zusammenfallen kénnen. 
In diesem Falle gewinnt man den Satz: 

Es existiert eine unendliche Reihe ausgezeichneter Parameterwerte 
4=4,, und sugehdriger periodischer Lisungen y=y,; der Gleichung 
L(y) = 0, wo die positive Funktion A(x) periodisch ist, und auch bei zu- 
sammenfallenden Parameterwerten sind die zugehirigen periodischen Lisungen 
linear unabhiingig: Die Funktion y, , ist die Lisung des Variationsproblems 
J(y) = Minimum unter den Bedingungen y(a)=y(b), K(y)=1, K'(y,,y) =0 
(j = 0, 1, 2,---, ¢— 1). 
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g 3. 


Ausdehnung auf Systeme von Differentialgleichungen. 


Als ein Beispiel fiir die Ausdehnung der obigen Methode auf Systeme 
von Differentialgleichungen, werden wir die Behandlung der Frage nach 
der Existenz von Lésungen des Systems 


d*4 
LY, 2) = rea + 4 (Ay @)y + Ay @)2) = f,@) 

(1) . 
L,(y, 2) = am + A (Ag, (@)y + Age (2)2) = fy (2) 


unter den Randbedingungen 
I y(a)=4, y(b)=e, 2(a)=—d, 2(b) =a, 
kurz andeuten. 

Allgemeine Existenzsiitze zu gewinnen, folgen wir den Entwicklungen 
des ersten Paragraphen. Mit Hilfe der dort angegebenen Greenschen 
Funktion erster Art wird diese Randwertaufgabe auf die Auflésung eines 
Systems von Integralgleichungen zuriickgefiihrt. Dieses System ist aber 
sofort ohne Elimination auf eine Integralgleichung der Form: 

2b-a 


(2) u(t) =F) +4 AC, du(a)de 


zu reduzieren.*) Hierbei sieht man leicht, daB F(€) nur dann identisch 
verschwindet, wenn gleichzeitig c, = ¢, = d, = d, = 0, f, = 9, fp = 0 ist. 
Tritt dieser Fall ein, so nennen wir die vorgelegte Randwertaufgabe ,,voll- 
stindig homogen“. 

Die der Integralgleichung (2) zugehdrige Fredholmsche ,,Determinante“ 
D mége die Nullstellen 4, besitzen, welche wir als ausgezeichnete Para- 
meterwerte bezeichnen. Aus den Fredholmschen Siitzen gewinnen wir 
dann sofort folgende Existenzsiitze: 

Ist die vorgelegte Randwertaufgabe nicht volistiindig homogen, dann 
existiert fiir jeden Wert des Parameters 4, ausgenommen die ausgezeichneten 
Werte 4,, stets ein und nur ein Lésungspaar y, 2 des Systems (1) unter den 
Randbedingungen I. Fiir 24 = 4, existiert im allgemeinen keine solche 
Lésung. 

Ist die vorgelegte Randwertaufgabe vollstindig homogen, so existiert ein 
von Null verschiedenes Lisungspaar dann und nur dann, wenn A einen aus- 
gezeichneten Wert i, besitet. Solche Lisungen nennen wir ausgezeichnete 
Lésungen. 


*) Fredholm, loc. cit. 
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Genau die obigen Existenzsiitze gelten fiir den Fall, daB andere, den 
Gleichungen II, III, IV § 1 entsprechenden Randbedingungen in Betracht 


gezogen werden. 

Die Existenz der ausgezeichneten Lisungen zu beweisen, kniipfen wir 
wieder an ein Variationsproblem an. Wir setzen voraus, daB die Koeffi- 
zienten A;, den Bedingungen 

Ayy = Ay, Ay >9, Ay Ay > Ai, 
fiir alle x im Intervalle (a,b) geniigen. 
Betrachten wir dann folgendes Variationsproblem: Das Integral 


Ty, 2) =f {(42)'+ (@2))} ae 


soll zu einem Minimum gemavht werden, unter den Bedingungen, daB y, z 
stetige zweimal stetig differentiierbare Funktionen sind, welche fiir x = a 
und fiir = 6 verschwinden und die Gleichung 


b 
Ky, 2) =f {Any + 2Ayye + Agee} dx = 1 
befriedigen. : 


Die untere Grenze der Werte von J unter diesen Bedingungen nennen 
wir 4). Wir behaupten: 4, ist der kleinste ausgezeichnete Parameterwert 
fiir unsere Randwertaufgabe. 


Nach der Definition von 2, kénnen wir eine unendliche Reihe Funk- 


tionenpaare y,, 2, auswihlen von der Art, daB jedes Paar den Bedingungen 
des Variationsproblems geniigt, und daB 


jim T(Yns %) = 
ist. Definieren wir nun die Funktionen f,, g, durch die Gleichungen: 


Ly (Yu, 2) = hy Ly (Yp; 2) = Ir: 
Aus diesen Identitiiten folgt durch Addition und teilweise Integration: 


: 
(4) iim J {Yala + %,9,} de = 0. 


Es seien nun zwei unendliche Reihen zweimal stetig differentiierbarer 
fir «=a und x=b verschwindender Funktionen wu,, v, betrachtet. 
Schreiben wir 


Ly (Uy, %) = Pr L(y, U,) = Vp: 
Durch eine direkte Ausdehnung der Methoden des § 2 folgt nun mit Hilfe 
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der Gleichung (4), daB die Gleichung 


b 
(5) iim S (am + ¥,4,}da=0 


gelten muB, falls die Funktionen w,, v, der Bedingung 


1) 
(6) S (eum + ¥,4,)daei<B (h = 1,2,--:) 


geniigt, wo B eine angebbare feste Zahl ist, wie in § 2. Nehmen wir 
nun an, 4, wire kein ausgezeichneter Parameterwert fiir diese Randwert- 
aufgabe. Nach den allgemeinen Siitzen existiere dann fiir jedes h ein fiir 
x =a und «=b verschwindendes Lésungspaar u,, v, der Gleichungen: 


Dy (Uy, 0) = Ay yy + Aye ey; DL, (Uy, %) = Agr Y, + Ags %, 


und zwar wiirden diese Funktionen u,, v, die Bedingung (6) erfiillen, wie 
man in derselben Weise wie in § 2 zeigen kann. 
Folglich miiBte nach (5) die Gleichung 


b 
jim St Ay yj + 2Aysn2, + Age ey} da = lim K(Yp, 2) = 9 


Geltung haben; aber fiir alle h ist K(y,, z,) = 1. 

Folglich ist in der Tat 4, ein ausgezeichneter Parameterwert fiir die 
Randwertaufgabe, und es existiert also fiir 4=A, ein ausgezeichnetes 
Lésungspaar y,, 2 unserer vollstindig homogenen Randwertaufgabe. Ist 
der willkiirlich konstante Faktor von y, und 4 so bestimmt, daf 
K (Yo, 2) = 1 ist, so bildet y), 2) die Lésung des aufgestellten Variations- 
problems, wie man aus den Differentialgleichungen leicht zeigt. Ferner 
ist 4, der kleinste ausgezeichnete Wert, den es fiir diese Randbedingung 
geben kann. 

Die Existenz unbegrenzt vieler weiterer ausgezeichneter Lésungen 
beweist man wie friiher durch Zugrundelegen geiinderter Variations- 
probleme; zuniichst fiigt man dem obigen Problem die Bedingung hinzu: 


b 
K' (Yo, 205 Y 2) =f {Ay %oY + Aye? + AarzZoy + Age%o#} da = 0 


usw. Man gewinnt dann das Theorem: 

Es existiert eine unendliche Reihe ausgezeichneter Parameterwerte i, 
und zugehdriger Lisungspaare y;, 2, des Systems L,(y, 2) = 0, L,(y, 2) = 0 
unter der Randbedingung y(a) = 2(a) = y(b) =2(b) =0, und auch bei 
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zusammenfallenden Parameterwerten sind die zugehdrigen Lisungspaare linear 
unabhdngig. 

Die Funktionen y;, 2, bilden die Lisung des Variationsproblems 
J(y, 2) = Minimum unter den Bedingungen y(a) = z(a) = y(b) = 2(b) =0, 
Ky, z)=1, K’(y,,2;,y,2) =0 (fj =0,1,---, i—1), und erteilen dem 
Integrale J den Wert A,. 

Abnliche Existenzsiitze fiir andere homogene Randbedingungen, ins- 
besondere die Existenz von periodischen Lésungen falls die Funktionen 
A,, periodisch sind, beweist man durch geringe Anderungen dieser Methode. 


Boston, 1903. 
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Uber arithmetische Eigenschaften analytischer Funktionen. 


Von 


Greora Faser in Traunstein. 


Der vorliegende Aufsatz kniipft an zwei den gleichen Titel fiihrende 
Arbeiten des Herrn Stiickel im 46. Bde. der Math. Ann. und im 25. Bde. 
der acta mathematica an; es sollen niimlich im folgenden zuniichst (s. § 1) 
die von Herrn Stiickel in seiner ersten Arbeit gefundenen Resultate auf 
ganz anderem Wege neu abgeleitet und zugleich zu viel allgemeineren 
Aussagen erweitert werden. Dabei wird auch die von Herrn Stickel am 
Ende seiner zweiten Arbeit aufgeworfene aber unerledigt gelassene Frage, 
ob es transzendente Funktionen gibt, die an allen algebraischen Stellen samt 
ihren siimtlichen Ableitungen algebraische Werte annehmen, in bejahendem 
Sinne beantwortet. Nach einigen Bemerkungen allgemeiner Art werden 
dann im zweiten Paragraphen Typen transzendenter Funktionen angegeben, 
die genau wie ¢ an allen algebraischen Stellen samt siimtlichen Ableitungen 
transzendente Werte annehmen. 


§ 1. 


Theorem: Wenn die analytische Funktion F(x) in dem beliebigen 
Gebiete S reguliiren Verhaltens ist, so lassen sich auf unendlich viele 
Weisen analytische Funktionen (7) von folgenden Eigenschaften kon- 
struieren: 

(x) verhilt sich regulir in S und es ist daselbst die Differenz 
(1) | F(x) — (2) |<e, 
wo « eine beliebig gegebene Zahl bedeutet; nur wenn sédmtliche Punkte 
der Ebene innere oder Begrenzungspunkte von S sind, kann diese Un- 
gleichung fiir die Umgebung eines solchen Punktes nicht gelten. Ferner 
nimmt (7) samt simtlichen Ableitungen in allen algebraischen Punkten 
von S rationale Werte an. 

Vermége (1) kann die gegebene Funktion F(x) durch solche Funk- 
tionen (a) mit beliebiger Genauigkeit approximiert werden. 
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Beim Beweise wird nur der Umstand benutzt, daB die algebraischen 
Punkte abzdhlbar, die rationalen iiberall dicht sind; in der Aussage des 
obigen Theorems lassen sich also die des kiirzeren und bestimmteren Aus- 
drucks halber gewihlten Begriffe ,algebraisch“ und ,rational“ durch die 
angegebenen allgemeineren ersetzen. Es darf sogar fiir jeden der Funk- 
tionswerte ®’(a,) — wobei y=0,1,2---, und x=1,2--- — jedesmal 
eine andere dichte Zahlenmenge, der dieser Funktionswert angehéren soll, 
vorgeschrieben werden. 

Den Beweis fiihre ich nur aus unter der Annahme, da das erwihnte 
Gebiet S die ganze Ebene mit AusschluB des Punktes oo ist; in diesem 
Fall nimmt das obige Theorem die folgende Fassung an: Es gibt ganze 
transzendente Funktionen G(x), die samt sémtlichen Ableitungen in allen 
algebraischen Punkten x rationale Werie annehmen und die in einem um 
den Nullpunkt beschriebenen Kreise mit dem beliebig groBen Radius R der 
Bedingung 
(2) |F(@) — G(a)|<s 


geniigen, wo « eine gegebene Zahl und F(a) eine beliebig vorgelegte ganze 
Funktion z. B. e ist. 

Der Gedanke des Beweises ist der, da8 zunichst der Bedingung (2) 
dadurch geniigt wird, daB die Koeffizienten b, der als Potenzreihe auf- 
zustellenden Funktion 


(3) G(a) = >) ,(@— a) 
den gleich hohen Koeffizienten «, der gegebenen Potenzreihe 
(4) F(a) = > a,(@@—«y 


geniigend naae gebracht werden durch die Bedingungen: 


(5) |b, —a,|<|«,|, =O 1,2--) 
wo die ¢, so gewihlt sind, daB 

a) |e, |>0 
(6) b) meviai~® 


ec) le |(R+ lal) <e. 
0 

Fiir die auBerdem von G(x) zu erfiillenden abzihlbar unendlich vielen 
Bedingungen hat man eine abzihlbare Menge von Koeffizienten b, zur Ver- 
fiigung, die in den durch (5) vorgeschriebenen Intervallen zu wiihlen sind. 

Es wird angenommen, daf der Punkt « um den die Entwicklungen 
(3) und (4) gelten, kein algebraischer ist. 

Sind die algebraischen Punkte in irgend einer Reihenfolge: a,c, ---, 





(1 
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so sind die G(x) aufzuerlegenden Bedingungen die, da8 die Funktionswerte 
(7) G (a), G(ay); G(es), Gay), G (ay), G(e%g); GCap), G’ (as), @” (as), 
GP" (ae), Gig), GP” (eg); Gi (erg), G’ (eg) +> 

rational werden. Die Reihe (7) ist nichts anderes als eine Anordnung 
der zweifach unendlichen Folge G(a,) — v=0,1,2---;w=1,2--- 
— zu einer einfach unendlichen; ich schreibe dafiir im folgenden kiirzer 
(8) G,, G;, Gs oF 

Die analoge Reihe der Funktionswerte von F(”) und seinen Ableitungen: 
F(«,), F’(a,) usw. nenne ich 

(9) Ff, F,, Fy+** 

Je nachdem nun F, = Sa,(a, — a)” rational ist oder nicht, setze ich 
by = a oder b, =a, +0, wo dy im iibrigen beliebig aber so zu wihlen ist, 
daB der Bedingung (5) geniigt und die Reihe b, + Sa,(a,—«)"=0,+ F, 
eine rationale Zahl darstellt. , 

Fiir die Koeffizienten b, und ), werden nun folgende Gleichungen 
aufgestellt (I. System): 

(10) by (@, —«)+ b,(a,—a@)?=a,(@,—a)+ a, («, — ax)? 
b, + 2b,(a,—a) =a, + 2a, (a,—«)+0;. 
Auf der rechten Seite der zweiten dieser Gleichungen ist 6, so zu wihlen, 


daB erstens der Wert der Reihe >a, (a, —a)’-1+ 6, rational wird, und 


1 
daB zweitens die sich durch Auflésung von (10) ergebenden Werte von 
b, und b, der Ungleichung (5) geniigen. Die letztere Bedingung wird 


erfiillt, wenn | 6, | hinreichend klein ist; denn fiir 6, = 0, was einem rationalen 
Wert der Reihe > va, (ey, —«)’~1 entspriiche, ergibt sich b, = a,, b, =a; 
1 


also wird da die Lésungen linearer Gleichungen stetige Funktionen der 
Koeffizienten sind, mit 0, auch |b,—a,| und |b, —a,| beliebig klein. 

Darauf werden die drei Koeffizienten b,, b,, 6; unter Hinzuziehung 
der Bedingung, daB G, (= G(a,)) rational werden soll, durch folgende 
lineare Gleichungen bestimmt (II. System): 


Si 97 — aq — ay 


5 5 
(11) >?0b, (q— a) >'va,(a,— a)? 
3 3 


Si —«)’ = Se (a —«)” + d, 
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6, ist hinreichend klein (ef. (5)) und so zu wahlen, daf der Wert der Reihe 
,@— 0 + S1a,(q— a) + 4, rational wird. Durch die so erfolgte 
0 8 


Bestimmung von )b,, b,---6; ist erreicht, daB die Reihengrenzwerte G,, 
G,, G, rational werden, wenn in der Potenzreihe (3) bezw. deren Ab- 
leitung die noch unbestimmten Koeffizienten b,, b, --- durch die a,, a,--- 
ersetzt werden; die weitere Bestimmung der },, b,--- hat dann in der 
Weise zu geschehen, daB die Substitution der d; fiir die a; (i > 6) auf den 
Wert von G;, G., G, ohne EinfluB bleibt. 

Um nun das allgemeine Verfahren der Koeffizientenbestimmung an- 
zageben, nehme ich an, daB }, b,---b,, (m= se+s _ 1) in den vor- 
geschriebenen Intervallen (5) schon so gefunden seien, da die Reihen fiir 
G,---G,, wenn in denselben die noch unbestimmten Koeffizienten b,, ,,, 
b,,,9°** durch die entsprechenden a, ersetzt werden, rationale Werte an- 
nehmen (fiir » = 3, m=5 trifft dies nach dem obigen bereits zu); die 
(n +1) Koeffizienten },,.5, Onyo-** Onyng1 Werden dann durch (n+ 1) 
lineare Gleichungen (n‘** System) so bestimmt, dab G,, G,---G,,, rational 
werden, wenn die b,,.442) Omsng3°°* Gurch die @,4449) Gnings *** CF 
setzt werden. Die ersten der genannten (n+ 1) linearen Gleichungen 
bezwecken, daB die Anderung der Koeffizienten a@,,,; °° + @y4n41 im 
Bist ** Onsng1 auf die Werte G,---G, keinen Einflu8 iibt; auf ihren 
linken Seiten stehen daher diejenigen Glieder der Reihen fiir G; (= 1---n), 
welche 6,,,,---5,,,,4, enthalten, auf ihren rechten Seiten die gleich 
hohen Glieder von F;; bedeutet also z. B. G, (1<) soviel wie G"(«,), so 
lautet die 7 lineare Gleichung: 


m+n+1 


SY oe- 1)---(v—w+1) b, (a, —a)-" 
(12) =gire—D)-- P40) a, (a, —a)”~* 


(m+ 1— 2229, wong 1a OtOt9_ 3). 


In der (n+ 1) Gleichung steht auf der rechten Seite noch ein additives 
Zusatzglied 6,, das so zu wihlen ist, daB d+ F, rational wird, wenn 
in der Reihe fiir F’, die ersten m Koeffizienten a, durch die schon be- 
stimmten 5, ersetzt werden; ist dieser Wert von selber rational, so ist 
6,=0 und b, =a, (m<v<m+n-+1); andernfalls kann 6, immer so 
klein gewihlt werden, daB die Ungleichung (5) fiir alle v, die der Bedingung 
m<v<om+n-+1 geniigen, befriedigt wird. 

Die Determinanten der auftretenden Gleichungssysteme kénnen nicht 








vel 


mi 
sal 


gle 


au 


( 


(1 








Uber arithmetische Eigenschaften analytischer Funktionen. 549 


verschwinden; es kommt nimlich jedesmal darauf an die Koeffizienten 
n+1 


eines Polynoms >; bay »2"t” so zu bestimmen, daB fiir gewisse Werte 


x=a,—a das Polynom und einige seiner Ableitungen vorgeschriebene 
Werte annehmen; die Determinante dieses Problems setzt sich aber aus 
Faktoren (a, — o) und («,— @,) zusammen, von denen keiner verschwindet, 
da die «, als unter einander und von @ verschieden vorausgesetzt wurden. 

Es ist nun leicht zu zeigen, daB die ganze Funktion G(x) = Sb,(x—a)’ 
mit den auf die angegebene Weise bestimmten Koeffizienten wirklich samt 
simtlichen Ableitungen in irgend einem algebraischen Punkte einen ratio- 
nalen Wert annimmt. Um den Nachweis fiir G“(«,) zu erbringen, wo wu 
und 4 irgend welche Indizes sind, beachte man, daB sich G“(«,) in der 
Reihe (8) etwa als G, wiederfindet; dann sind durch die ersten (m — 1) 
Systeme linearer Gleichungen bg, 0, - - - b,, (m = aerh _ ) so bestimmt 
worden, daB 


mint), 
2 
Dee) ++ H+ 1)8,(@—0)-* 
(13) 7 
+ Pov 1) ++ (ew 1a, (qa) 
n(n +1) 


2 


gleich einer rationalen Zahl r wird; fiir (13) liBt sich, da jede aus einer 
konvergenten Folge herausgegriffene Teilfolge den gleichen Grenzwert hat, 
auch schreiben: 


n(m+1)_ 
> rv 1) eee (v—u+ 1) b, (a, —a)"-" 
Me 
(14) NW+1) 
2 
li v ion NS nat 1 ~—@)'~"* an ¥, 
7m Srv ) (v—w+1)a,(a, —«) r 


ae n(u +1) 
~~ 4 


~ 


Nun aber bestehen die Gleichungen (cf. (12)): 


t(t +1) - 


2 


1 


>i o(v—1) ++ (v— wt 1)8,(@,— 0)" 
s+) 
~ 2 
5) ean, 
2 


= > v(v—1) ++ (vt 1) a,(@,— a)"; (n<s<t) 
s(¢+1) 
3 
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also ergibt sich aus (14) und (15): 


N+) _ 
2 
16 li ¥ pa ee _— 1)b a 
(16) tim 231 )- ++ (ve + 1)b,(@,—@) r 


oder auch wegen der Konvergenz*) der (aus (3) durch Ableitung sich er- 
gebenden) Reihe fiir G*(«,): 


N 
(17) lim SY o(v—1) --- (v— w+ 1)b, (a, — «= G"(@,) =. 
N=0 7 


Durch den hiermit gefiihrten Beweis erledigt sich auch derjenige des 
allgemeinen Satzes zu Anfang des § 1: unter Benutzung der dortigen Be- 
zeichnungen setze man 


(18) (x) = F@) + @(=+,), 


wo « ein Punkt auBerhalb oder auf der Begrenzung von S und G eine 
ganze Funktion ist, deren Koeffizienten nach der im Vorhergehenden aus- 
einandergesetzten Methode sich so bestimmen lassen, da8 (x) samt saimt- 
lichen Ableitungen fiir alle algebraischen Punkte von S rational ausfillt; 
gleichzeitig kénnen diese Koeffizienten so klein gewahlt werden, daf 
| F(a) — (x)| unter einer gegebenen Zahl bleibt fiir alle 2 auBerhalb 
einer vorgezeichneten Umgebung des Punktes «, mithin fiir alle 2 von S, 
falls « auBerhalb S liegt. 

Die Erweiterung des Theorems auf Funktionen beliebig vieler Ver- 
ainderlicher ist eine unmittelbare. 

Das wesentliche der vorausgehenden Beweismethode lag darin, dab 
einer abzdhlbaren Menge von Bedingungen durch eine abzihlbare Menge 
zur Verfiigung stehender Koeffizienten geniigt werden konnte. Ganz anders 
wird das Problem, wenn man eine nicht abzdhlbare Menge von Bedingungen 
der zu bildenden Funktion auferlegt, z. B.: F(x) soll fiir eine nicht ab- 
ziihlbare Menge von Punkten von der Form az sein, wo a eine eventuell 
mit x variierende rationale Zahl ist. Es versagt dann nicht nur die obige 
Methode, sondern es sind dann entweder den aufgestellten Bedingungen 
geniigende Funktionen iiberhaupt nicht méglich oder es werden dadurch 
gewisse Klassen von Funktionen (z. B. die ganzen rationalen n‘” Grades 
mit ganzzahligen Koeffizienten) charakterisiert, was nach dem Vorher- 
gehenden durch eine abzihlbare Menge derartiger arithmetischer Beding- 
ungen nicht zu erreichen ist. 


*) Esstellt niimlich die Reihe (3) wegen b, = a, + ¢, und lim j//@ |= limy/e,|—0 
(ef. 6b) eine ganze transzendente Funktion dar. 





es 
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rational fiir unendlich 


In dem angefiihrten einfachen Beispiel Fe 


viele nicht abzihlbare x) mu —_ gleich einer rationalen Konstanten sein. 
Beweis: Wenn jedes rationale a durch die Beziehung a =a nur 


einer abziihlbaren Menge von Stellen x zugeordnet wiire, so kime gegen 
die Voraussetzung iiberhaupt nur eine abzihlbare Menge von 2 in Be- 
tracht; es mu daher mindestens eine rationale Zahl a existieren von der 


F(2) 


Art, daB an einer nicht abzihlbaren Menge von Stellen —“* — a = 0 ist; 


daraus folgt aber —_ —az=O0, da eine analytische Funktion, die nicht 


identisch Null ist, nur eine abzihlbare Menge von Nullstellen haben kann. 

Ganz allgemein gilt: Bilden ,(”), g.(x)--- irgend eine abzéhlbare 
Menge analytischer Funktionen und gelten fiir eine nicht abzihlbare Menge 
von Stellen 2 die Beziehungen F(x) = g,(x), wo der Index i noch von 
x abhiingen kann, so ist F(x) mit einer der Funktionen o,(x) identisch. 
Es mu nimlich mindestens einen Index n geben, sodaB F(x) — y,(x) =0 
ist fiir eine nicht abzihlbare Menge von Punkten x, woraus wie oben 
folgt F(x) — »,(x) =9. 

Unter der Menge der g;(x) kann man sich z. B. — iiberall ganz- 
zahlige Koeffizienten vorausgesetzt*) — die ganzen rationalen Funktionen 
n®" Grades, die rationalen Funktionen, deren Ziahler bis zum n* und 
deren Nenner bis zum m‘” Grad ansteigt, siimtliche rationale Funktionen 
usw. vorstellen und erhilt so fiir all diese Funktionsgattungen charak- 
teristische Merkmale. 


§ 2. 


Da eine Funktion véllig bestimmt ist durch die Koeffizienten a), 
a,-++ ihrer Taylorschen Entwicklung an irgend einer Stelle, so miissen 
sich aus diesen Zahlen alle Eigenschaften der Funktion, insbesondere ihre 
Singularitdten und ihr mit den letzteren eng verkniipftes arithmetisches 
Verhalten ableiten lassen; die Bestimmung der Singularitiiten aus dem 
infinitéren Verhalten jener Koeffizienten hat in den letzten Jahren als ein 
Hauptproblem der modernen Funktionstheorie wesentliche Fortschritte ge- 
macht. (Vgl. die Schrift des Hern Hadamard: La série de Taylor, 
Paris 1900.) Dagegen sind allgemeine Resultate, welche auf der arith- 
metischen Natur der Koeffizienten beruhen und das arithmetische Ver- 
halten der Funktion betreffen, noch sehr spirlich und ohne rechte Ver- 





*) Allgemeiner kann man Koeffizienten, die irgend einer abzihlbaren Menge 
angehéren, voraussetzen, 
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kniipfung untereinander. Dem Theorem des § 1 laBt sich in diesem Zu- 
sammenhang nur das negative Resultat entnehmen, dab aus der Voraus- 
setzung, jene Koeffizienten seien rational, iiber die Natur der betreffenden 
Funktion gar keine Schliisse gezogen werden kinnen. Eine Funktion kann 
z. B. noch eine ganz beliebige natiirliche Grenze besitzen, selbst wenn an 
irgend welchen abzihlbar unendlich vielen Stellen*) ihre Taylorsche 
Entwicklung lediglich rationale Koeffizienten aufweist. Man wird daher 
die als rational vorausgesetzten Koeffizienten einer Taylorschen Reihe 
noch weiteren Beschrinkungen unterwerfen miissen, um zu bestimmten 
Aussagen iiber die Singularitiiten und das arithmetische Verhalten der 
durch jene Reihe dargestellten Funktion zu gelangen. Uber die bisher 
in dieser Richtung gefundenen Resultate s. Hadamard, a.a.Q. p. 96. 
Auch die bekannten Lindemannschen Sitze iiber die Funktion e* lassen 
sich unter diesem Gesichtspunkt betrachten; allerdings kniipfen die ur- 
spriinglichen Hermite-Lindemannschen Beweismethoden nur in sehr 


entfernter Beziehung an die Reihe P 4 4 


>) an, wihrend die spiiteren ver- 
einfachten Beweise immer mehr von dem Bildungsgesetz der Koeffizienten 
dieser Reihe als Beweismittel Gebrauch machen; trotzdem scheinen alle 
diese Beweismethoden zu sehr auf charakteristischen Higenschaften der 
Funktion e* zu beruhen, als daf sie sich zur Beantwortung analoger Fragen 
fiir andere transzendente Funktionen z. B. der Besselschen eignen wiirden. 

Dagegen laBt sich, wie im folgenden gezeigt werden soll, mit ganz 
elementaren Mitteln der Nachweis fiihren, da® gewisse andere allgemeine 
Typen bestiindig konvergenter Potenzreihen, deren Koeffizienten sehr ein- 
fache arithmetische Gesetze befolgen, genau wie e” an allen algebraischen 
Punkten auBer x = 0 transzendente Werte annehmen: 

Ist 


(1) F(x) = Sar 


eine bestindig konvergente Potenzreihe mit rationalen (nicht notwendig 
reellen) Koeffizienten, und bezeichnet man mit g, den absoluten Wert des 
kleinsten gemeinsamen Nenners der Briiche «, ¢c,---c,, mit R,(x) die 


n? 


*) Eine Funktion, deren Taylorsche Entwicklung an einer nicht abziihlbaren 
Menge von Stellen jedesmal auch nur einen rationalen Koeffizienten aufweist, reduziert 
sich, wie sich auf Grund der am Ende des vorigen Paragraphen benutzten Beweis- 
methode ergibt, auf eine ganze rationale Funktion: es mu8 niimlich der Koeffizient 
mindestens einer bestimmten Potenz, etwa der n‘™ an einer nicht abziihlbaren Menge 
von Stellen rational sein, woraus sich ergibt: F(x) gleich einer rationalen Kon- 
stanten, mithin Ft D(a) = F"*? (a) =... =0, 
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Reihe yo; so nimmt J’(#) an allen algebraischen Punkten aufer 
n+1 

x =O transzendente Werte an, falls fiir jedes gegebene algebraische x 

unendlich viele Zahlen n = ,, m,--- existieren, von der Art, dab 


(2) 0< R,(a)| < oii mit lim k, = 00. 


n 


Sobald c, + 0; ist offenbar g, > | ~ ‘ 





(3) lim Vg, = 00, 
wenn » auf solche Werte beschriinkt bleibt, fiir welche |c,| > 0 ist. 
Unter die bezeichnete Kategorie — unzihlig viele leicht zu vee 


Reihen, z. B. Zz _ ; Ss, 33 yee? allgemeiner been i “a oars ? 


wo die h,, p,, g, ganze Zahlen sind, von denen die ersten zwischen end- 
lichen Grenzen zu bleiben haben (oder auch in bestimmter niiher angeb- 
barer Weise unendlich werden diirfen), die zweiten >1 sind und die 
dritten mit dem Index ins Unendliche anwachsen; auch simtliche aus 
diesen durch Ableitung oder Auslassung von Gliedern entstehenden unend- 
lichen Reihen geniigen der Ungleichung (2) 

Die durch letztere resultierende iiuBerst rasche Abnahme der Koeffi- 
zienten ist, wie das Theorem des § 1 zeigt, nicht durch die Natur des 
Problems, sondern nur durch die zu benutzende elementare Beweismethode 
bedingt; dieselbe besteht im wesentlichen in der Anwendung einer Ver- 
allgemeinerung des Liouvilleschen Kriteriums fiir transzendente Zahlen;*) 





nach demselben ist eine Zahl « = lim - (wo die p, und qg, ganze Zahlen 


sind) transzendent, falls fiir unendlich viele Werte von » die Ungleichung gilt 


(4) O< («— Ay, ra a mit lim = oo. 


ny 


Es soll also gezeigt werden, daB die Zahl 


(5) &, = F(«,) = lim > C, ot 
r=P 0 


transzendent ist, wenn «, der irreduktibeln Gleichung mit ganzzahligen 
Koeffizienten: 


(6) ax" + av™-?4---+a,=0 


* Sense, re math. 16 (1851) p. 133. 
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geniigt; die andern Wurzeln dieser Gleichung seien «,, a, ---«,,. In (5) 
ist » auf solche nach Voraussetzung in unendlicher Hiufigkeit vorhandene 
Werte n,, m,--- beschrinkt gedacht, fiir die |c,|>0O und 


(7) 0<| R,(a,)\< - (mit lim k, = co) 


ist. Die Gleichung (6) mége durch die Tschirnhausensche Transfor- 
mation 


@) y- Ser 


in die folgende iibergehen: 
(9) bpy® + Uye— i+ +--+ = 0 


mit den Wurzeln 6, Bf) --- 8%, wo die b™ ---b™ ganze Zahlen sind, und 


n 


(10) Be) = > c,0%. 


0 


Fir )™ ergibt sich auf Grund bekannter Siitze aus der Theorie der sym- 
metrischen Funktionen die Ungleichung: 


(11) bf Sonay, 
und falls » geniigend groB ist, vermige (3): 
(12) WD) <a, 


Es ist nun zunichst die Méglichkeit zu beriicksichtigen, daB die Tschirn- 
hausentransformation (8) fiir alle » von einem bestimmten ab ausartet; 
d. h. es kénnte die rechte Seite von (8) falls sie mit Benutzung von (6) 
als Polynom (m— 1)" Grades in x geschrieben wird, sich identisch auf 
eine Konstante r,, reduzieren*); dieser Wert 7, kann nicht bei allen (nicht 
einmal bei unendlich vielen) fiir die Ungleichung (7) in Betracht kommen- 
den Werten n = »,, ”,--~- gleich Null sein; denn sonst wire fiir alle diese 
Werte von n: &, = R,(a,) und diese Zahl miiBte nach (7) von Null ver- 
schieden sein und doch unter jede Grenze herabsinken, was unméglich ist. 

Ist aber vr, von Null verschieden, so ist es eine rationale Zahl, 
deren Nenner kleiner als g,-az-™+* ist, wie sich ergibt, wenn man auf 
der rechten Seite von (8) die Ersetzung der héheren Potenzen von x 
durch die (m— 1)* und die niedrigeren wirklich ausfiihrt; vermége (3) 
ist dieser Nenner von r,, schlieBlich auch kleiner als g?; weil aber andrer- 





*) Diese Méglichkeit kann bei gewissen Voraussetzungen iiber F(x) und «, wirk- 


oad a2v a 
lich eintreten. Beispiel: F(a) = ——-; a, = V2. 
(v ” 
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seits &, = limyr, und nach (7): 0<|&, —r,\< =; so ergibt sich die 
Transzendenz von § aus dem Liouvilleschen Kriterium (4). Dieses ist 
auch ausreichend, um die Transzendenz von &, festzustellen, falls a, eine 
rationale Zahl ist (m= 1); doch hindert nichts, bei der folgenden Beweis- 
fiihrung auch m = 1 zuzulassen.) 

Der exzeptionelle Fall, daB die Tschirnhausentransformationen (8) 
simtlich ausarten, ist erledigt; im allgemeinen Fall ist Gleichung (9) 
irreducibel, weil aus einer irreducibelen Gleichung (6) durch eine nicht 
ausartende Tschirnhausentransformation (8) mit rationalen Koeffizienten 
wieder eine irreducible hervorgeht.*) 

Es werde nun angenommen, die durch (5) definierte Zahl &, sei al- 
gebraisch und geniige der irreduciblen Gleichung mit ganzzahligen Koeffi- 
zienten: 


(13) eot’ + e,a'-1+---+e,=0. 


Hatten die irreduciblen Gleichungen (9) und (13) eine Wurzel ge- 
mein, so miiBten sie identisch sein; dies kann von einem bestimmten 
m=n, ab nicht mehr der Fall sein; denn sonst miiBten unendlich viele 
verschiedenen Werten von ” entsprechende Gleichungen (9) mit (13), mit- 
hin auch untereinander identisch sein: es miiBten also die m Werte: 
(14) p= Dt eas (i= 1, 2---m) 

0 
mit den m Werten: 


Ny 


(15) Bi) = >? cat (ny > ,) 
v0 


bis auf die Reihenfolge iibereinstimmen. Da es aber nur m! Permuta- 
tionen von m Werten gibt, die Ubereinstimmung von (14) und (15) aber 
fiir unendlich viele Indicespaare »,, m, stattfinden soll, so miiBte es auch 
solehe geben (und zwar unendlich viele), wo unter Beibehaltung der 
Reihenfolge . 
By) = Bi”, d. bh. 
Ne 


(16) ea = 0 wire. 


m+1 


Da aber , noch beliebig groBe Werte annehmen kann, wiirde Gleichung 





*) Ubrigens ist es nicht nétig von diesem Satze Gebrauch zu machen, da es 
nur auf die Ungleichung (12) fiir den Koeffizienten der héchsten Potenz in der ir- 
reduciblen Gleichung die B{” zur Wurzel hat, ankommt; dieser Koeffizient ist aber 
jedenfalls, ob (9) irreducibel ist oder nicht, ein Teiler von bf". 


36* 
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(16) nichts anderes aussagen als 2, (@;) = 0, insbesondere Jt, (a,) = 0 
entgegen der Voraussetzung (7). 

Es darf somit angenommen werden, daB die Gleichungen (9) und (13) 
keine Wurzel gemein haben; also ist ihre Diskriminante D von Null ver- 
schieden, und da D eine ganze Zahl ist 


(17) D> 1. 
Ferner ist 
D 
(18) TE, — pf)? = —__, 
of” en 


wo das Produkt iiber siimtliche Wurzeldifferenzen der Gleichungen (9) 
und (13) zu erstrecken ist; also 


(19) | &, — BY” P— 








D 
[6 Fe [TT | — AP IF 
wo in TT’ die Wurzeldifferenz |, — B® | ausfiillt. 

Irgend eine Wurzeldifferenz | &; — 6! von TT bleibt unter einer end- 
lichen von » unabhiingigen Grenze; denn es ist |&; — Bp”) < | &|+| AM], 
und sowohl die & bleiben ihrem absoluten Betrag nach unter einer end- 
lichen Grenze als Wurzeln der supponierten Gleichung (13), als auch die 
Bw», die ja mit wachsendem mn den Grenzwerten zustreben, welche die 
Reihe (1) an den Nullstellen von (6) annimmt. 

Daraus folgt 
(20) eg TT" |, — BY |? < G, 
wo G eine von » unabhiingige Konstante bedeutet; also mit Benutzung 
von (12), (17), (19), (20): 


! 


1 


21) |&, — BY | > (m+1)1 
In : -G 
Andrerseits folgt aus (5), (7), (10): 
(22) & — BY | = | B,(a) | 
2 a ® 
ge 


Die Ungleichungen (21) und (22) widersprechen einander, wenn » 
und damit g, und k, geniigend groB sind; die Annahme, daB &, eine al- 
gebraische Zahl sei, ist daher zu verwerfen. 

Versteht man unter y, beliebige von Null, unter 0; voneinander ver- 
schiedene algebraische Zahlen, unter F(x) eine ganze Funktion, deren Rest 
fiir irgend ein beliebiges, aber bestimmtes « und fiir alle*) n>’ der 


*) Es ist fiir die Fiihrung des Beweises zweckmiiBig, das Bestehen der Un- 
gleichung (2) in diesem erweiterten Umfange vorauszusetzen, wie es bei den p. 553 
angefiihrten Beispielen ohnehin der Fall ist, 
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Ungleichung (2) geniigt, so lift sich mit denselben Mitteln ohne wesent- 
liche Schwierigkeiten — nur im einzelnen sind die Schliisse etwas ab- 
zuindern — das folgende dem allgemeinsten Lindemannschen Satze iiber 
e* vollig analoge Theorem beweisen: 


> y,F'(6,;) ist keine algebraische Zahl — mit der einen Ausnahme: 


1 
Es darf nicht fiir alle n > n’, fiir welche 2” in F(x) einen von Null 


m 


verschiedenen Koeffizienten hat, >‘ ,d” = 0 sein. Dieser Ausnahmefall 


1 
kann nur bei Reihen mit unendlich vielen verschwindenden Koeffizienten 


eintreten und tritt in sehr einfachen Fiillen wirklich ein. Beispiel: F(x) 
2v+1 


: , . x 
ist eine ungerade Funktion, etwa > m= 2, y, = Ye, 0, = — 05. 


y) 1"! ’ 


Traunstein, November 1903. 
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Uber die Herleitung der Differentialgleichung bei 
Variationsproblemen. 


Von 


E. Zermevo in Gottingen. 





Nach der Methode von Lagrange pflegt man die erste Variation dS 
eines bestimmten Integrales S, dessen Maximum oder Minimum gesucht 
wird, durch partielle Integration so umzuformen, daB unter dem Integral- 
zeichen nur noch die Variation dy der unbekannten Funktion selbst, aber 
keine ihrer Ableitungen iibrig bleibt. Durch Einfiihrung einer speziellen 
Variation schlieBt man dann auf das Verschwinden des mit dy multipli- 
zierten Ausdruckes und damit auf das Bestehen der Lagrangeschen Dif- 
ferentialgleichung als einer notwendigen Bedingung fiir das Eintreten eines 
Maximums oder Minimums. Bei dieser Herleitung wird aber die Existenz 
und die Stetigkeit der ersten 2m Ableitungen der unbekannten Funktion 
vorausgesetzt, wenn der Integrandus von S die Ableitungen bis zur n‘™ 
Ordnung enthilt. Es wire also denkbar, daB bei diesem Verfahren alle 
diejenigen Lésungen des Variationsproblemes verloren gingen, welche 
nicht so oft differentiierbar sind. Dieses Bedenken veranlaBte bereits im 
Jahre 1879 P. du Bois-Reymond (Math. Ann. 15) zu einer von der 
gebrauchlichen abweichenden Umformung der ersten Variation, welche 
nur die Integrierbarkeit des n*” Differentialquotienten der gesuchten Funk- 
tion voraussetzt, an allen Stetigkeitsstellen dieser Ableitung aber gleichfalls 
auf die Notwendigkeit der Lagrangeschen Differentialgleichung fiihrt und 
nun riickwirts auf die unbegrenzte Differentiierbarkeit der gesuchten 
Funktion zu schlieBen gestattet. Indessen ist diese Methode trotz ihrer 
Leistungsfihigkeit und prinzipiellen Bedeutung bisher fast unbeachtet 
geblieben.*) Aus diesem Grunde schien es mir wiinschenswert, der etwas 
komplizierten und nicht ganz elementaren du Bois-Reymondschen Be- 
weisfiihrung eine neue méglichst vereinfachte Gestalt zu geben, welche auch 
in jeder elementaren Darstellung der Variationsrechnung verwendbar sein soll. 





*) Doch vergl. neuerdings H. Hahn, Monatsh. Math. Phys. 14 (1903) p. 325, wo die 
angedeutete SchluBweise auf die Multiplikatorenmethode des ,,allgemeinen* Problemes 
ausgedehnt wird, und fiir den allereinfachsten Fall J. R. Whittemore, Ann. of 
math. (2) 2 (1901) p. 125. 








w@deooUnRt 6A, 
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Es sei 


b 
S=[V(e,¥,¥,-- yada 


das vorgelegte Integral, in welchem die Argumente y, y’,---, y die ge- 
suchte Funktion mit ihren ersten » nach x genommenen Ableitungen 
ausdriicken sollen. Dann muf fiir den Fall eines Extremums die erste 
Variation verschwinden, d. h. es ist: 


b 
(1) 0S =f (Yoy+ ¥,dy'+---+ ¥,dy™)du = 0 


wo Y, Y,,--:, Y, die partiellen nach y,y’,---, y genommenen Ableitungen 
von V bedeuten und dy = x(x) eine beliebige nach » facher Differentiation 
noch integrierbare Funktion von x ist, welche zugleich mit ihren n — 1 
ersten Ableitungen dy’ = 1 (2),-- , dy" ) = 4-(x) an beiden Grenzen 
z=a und <=) verschwindet oa mit diesen Ableitungen im ganzen 
Integrationsintervall ausnahmslos stetig sein soll. 

Durch partielle Integration versucht man nun nach du Bois-Reymond, 
alle Glieder bis auf das hichste, mit dy” multiplizierte aus dem Integran- 
den der ersten Variation zu entfernen, indem man ansetzt: 


Yay + Yidy +--+ Voy = 7, (Moy +Aydy’ +--+ Ady") + Ady 
und erhalt successive durch Koeffizientenvergleichung: 
(2) A= Y, A= Yy—Ay, ++) N= Yui — Maat 
und schlieBlich: 
(3) A=A(a) =Y,—A,= ¥,—| ¥, det fae fY,. gA2— +--+ “(Vax 


Wir haben also mit den so bestimmten Funktionen A, A,,---, A,: 


(4) SS= [Ady +A,dy' +--+ A,dy"-9P +f'nayras =0 


und fiir alle Variationen dy = y(x), die auch den angegebenen Grenz- 
bedingungen geniigen: 


(5) JN) ua) dx = 0 


Aus dieser Beziehung kann nun, was nachher ausgefiihrt soll, ge- 
schlossen werden, daB A ein Polynom » — 1" Grades von x sein muB. 
Dann folgt aus der unbegrenzten Differentiierbarkeit von A auch die von 
y wenigstens an jeder Stetigkeitsstelle von y”). Da namlich 


) A _ Y, (2, Y; y;, rae y”) 
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ebenso wie V als eine analytische Funktion ihrer simtlichen n+ 2 Argu- 
mente vorausgesetzt werden soll, so ist auch y eine analytische Funktion 
von 2, y,y,---,y"-», Y, und als solche regulir an jeder reguliiren Stelle 


aL" +0 ist. Als Funktion von x betrachtet 
ey 

ist daher y” an jeder solchen Stelle =, ebenso oft differentiierbar 
wie Y,, da sich jede weitere Ableitung y"*+”) durch die niederen Ab- 
leitungen von y und durch die nach x genommenen Ableitungen von Y, 
bis zur 7" ausdriicken laBt. Mit y” sind aber auch alle Funktionen 
Y;, Y:,---, Y,-,; und ferner gemii® (2) alle Funktionen A,’, A,’,---, A; 
r mal differentiierbar, und dasselbe gilt, wenn A ein Polynom ist, auch von 
der Funktion Y; = A’+ A,. Y, und mit ihm y™ ist demnach sogar r+1 
mal differentiierbar, also einmal mehr, als vorausgesetzt, d. h. beliebig oft. 

Durch n-malige Differentiation von A erhialt man nun fiir jede Stetig- 
keitsstelle von y”), an welcher V regulir und Y,,, + 0 ist, 

(6) AM = YO —Ye-04...4 Y=0, 
also die bekannte Lagrangesche Differentialgleichung fiir die gesuchte 
Funktion y = f(z). 

Fiir den Satz, daB A(x) unter der Voraussetzung (5) ein Polynom 
n—1" Grades sein muB, gebe ich jetzt zwei verschiedene Beweise, deren 
erster, wie in solchen Fallen iiblich, eine spezielle diskontinuierliche Variation 
zu Grunde legt, wiihrend der zweite, kiirzer und kunstvoller, der _,,isoperi- 
metrischen“ Beweismethode du Bois-Reymonds niaher kommt. 


a 
von Y,, an welcher Y,,, = 


Erster Beweis. 


Ist g(a) = u, + Ue +---+u,2"-! ein beliebiges Polynom nm — 1% 
Grades, so ist gema8 der Lagrangeschen Interpolationsformel fiir beliebige 
n+1 Argumente x, 2,,---,x, und fiir p(x) =(x—2x) (x—2,) +++ (a@—a,): 

9(%) , g(%) 9(%n) 

@) v@)te@)t tga)? 

und umgekehrt, wenn fiir »+ 1 Argumente %, 7,,---, x, diese Bedingung 
erfiillt ist, so werden die entsprechenden Funktionswerte g(2,), 9(#;),--,9(2,) 
durch ein und dasselbe Polynom g(x) dargestellt. Es ist aber auch, wenn 
g(&, x) ein Polynom »— 1%" Grades in & mit dem willkiirlichen Para- 
meter x ist, ic 

GX, x g(@, , £) 9 (@n, L) 

®) ve) toe) tt eG) — 

Es seien nun 4%, %,,-°--, 2, beliebige + 1 Stetigkeitsstellen der 
Funktion A(z) im Intervalle a---b und h eine beliebige positive Griébe, 
welche kleiner ist als die kleinste Differenz dieser Gréfen x, Dann betrachten 
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wir die folgende im ganzen Intervalle (a ---b) mit ihren ersten » — 1 Ab- 
leitungen stetige Funktion 7 = (x), deren mn Ableitung in allen Teil- 
intervallen zwischen x,—h und x,+h konstant, im ganzen Reste des 
Integrationsgebietes aber = 0 ist. Es sei nimlich fiir 


a <2r7<ay—h 7=0 4 =0 

rad on (e@—a, +h)” n ae. A 
ty—h<ucayth 1 = Nio(*) = re) ? hi @ (x) 

a +h)" —(e—2, —h)" " 
Uth<r<a—h y= (x)= ss a = 7” =0 
(2— &, Th)" * ml 

@—hZe<ath y=%, (x)= (x) + p (a) mf 1 Fa 
a, th<a<ay—h y= (2)=%(2)+°— a i) =0 
usw. Dann ist im letzten Intervalle: 
Ly, thZecb 1=%,(%) = Nn 1) +o fa = 0, 


denn es ist 
o(é, «) = (w@—E +h)" — (@—B—hy 
ein Polynom »— 1" Grades in &, also nach (8) 
L— 2X, +h)” —(a—ax,—h)" x—ax,+h)” —(a@—ax,—h)" 
ta (x) = $ ot aa o—h) Pinal nt a on 
Unsere Funktion y geniigt also allen Grenz- und Stetigkeitsbedingungen 
der ,,erlaubten* Variation dy, und es ist nach Voraussetzung (5): 


with with 


(9) 8S— [rerae- B frre 3 vey frovnm0 


also, wenn man durch nth dividiert und fiir h=0 zur Grenze iibergeht: 


A(2, A(x A(a 
(10) 7a) ty e) Nie: ve) AY 
die Funktion A(z) wird also gemiB der zu (7) gemachten Bemerkung an 
einer variabelen Stetigkeitsstelle z. B. x) durch dasselbe Polynom 

A(z) =u, + ue +---+u,a"-} 
dargestellt, dessen Koeffizienten schon durch die Funktionswerte an den 
n festen Stellen 2,,---, x, bestimmt sind. 














Zweiter Beweis. 
Fiir jedes Polynom g(x) = 4, +a,” +---+u,2"-' und fiir die n” 
Ableitung 7 einer Funktion (x), deren »— 1 Ableitung zwischen a 
und b stetig ist, ergibt sich durch partielle Integration: 
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(11) fo(@)u™(a) da =[gy*-9—g' 40-9 +.--.9- Mnf F[Gnde, 


wo wegen g(x) = 0 das letzte Glied verschwindet, und der ganze Aus- 
druck ist =0, wenn die Funktion 4 = (x) allen Bedingungen der 
yerlaubten Variation“ geniigt, also mit ihren ersten »—1 Ableitungen an 
beiden Grenzen verschwindet. 

Ist umgekehrt z eine integrierbare Funktion von 2, welche fiir ein 
beliebiges Polynom g(x) vom »— 1" Grade der Gleichung geniigt 


(12) fate) zdx =0, 


so ist z immer die nv“ Ableitung einer erlaubten Variation 7. Denn man 
kann durch n-malige Integration von z zwischen den Grenzen a und x 
eine Funktion 7 bestimmen, die mit ihren ersten » —1 Ableitungen im 
Intervalle stetig ist und den wnteren Grenzbedingungen geniigt: 

n(a) = 0, -- -, 4*-%(a) = 0. 
Ks ist daher wegen (11) und (12): 


fede =fgn da —g(b) 1"-(b) — 9 0) o°-9(b) +--+ gO) 00) = 0 


fiir ein beliebiges Polynom g, d. h. fiir willkiirliche Werte 
9(b), 9'(b),---,9*- 0). 
Daraus folgt aber, daB auch 
n(b) = 0, 1 (b) =0,---, n”— (6) = @ 
sein muB, d. h. (x) ist eine erlaubte Variation. 
Ist nun A = A(x) eine im Intervall (a@---b) integrierbare Funktion, 
und wieder g(x) =u, + u,7+---+u,2"-1, so ist das Integral 


(13) U = f(A—g)' da = Ut, tty, +, ,) > 0 


eine wesentlich positive ganze Funktion zweiten Grades der samtlichen 
GréBen u,, u,,---,%, und besitzt daher ein Minimum U fiir irgend ein im 
Endlichen liegendes Wertesystem u, = %,, u, = %,---,U, =U,, oder fiir 
das Polynom: 
9=G9(@) =%,+%e2+---+%,2"-'. 
Es ist daher auch, wenn g wieder ein beliebiges Polynom »— 1'* 
Grades und ¢ einen von x unabhingigen Parameter bezeichnet, 


U(t) = f(A—g—tg)*dx > 0 = (0), 
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d. h. die quadratische Funktion U(¢) hat ein Minimum an der Stelle 
¢=0, und es muf dort ihre Ableitung verschwinden: 


(14) ~17@- fr-aaaz =0 


fiir willkiirliche Koeffizienten des Polynoms g(z). 
Also ist nach dem oben Bewiesenen 


A(x) = A(x) — (a) = o™(a) 
die n‘* Ableitung einer erlaubten Variation, und aus der allgemeinen 
Voraussetzung (5) unseres Satzes: 


SP nyae =0 


folgt fiir diese spezielle Variation: 


[N(a)A@) da = [J +)adx =0, 


oder, da man in (14) fiir g auch g einsetzen kann: 
6 


figde =0 


a 


weiter: 
b b 
(15) fa dx =f (A@) — §(x)dx=0, 
und hieraus in bekannter Weise jedenfalls fiir alle Teilintervalle, in denen 
y™ und damit auch A stetig ist: 
| (2) = Aa) — g(e) = 0 

oder, wie behauptet: 

A(a) = %, + ta +---+%,a"-1. 

Da das Polynom g(a), das den Ausdruck (13) zu einem Minimum 
macht, nichts anderes ist als die beim mn‘ Gliede abgebrochene Ent- 
wicklung der Funktion A(z) nach den Kugelfunktionen des Intervalles, so 
kann man dem zweiten Beweise auch die folgende Form geben, die ich 


der freundlichen Mitteilung des Herrn Erhard Schmidt verdanke. 
Fiir ein Polynom » — 1° Grades kann man immer ansetzen: 


9 (2) = % + & (w—a) (b—2) + & A, (w—a)* (b—a)? +++ 
+O, 4 ae (a—a)"-1(b—a)"-? 


= Cy + ¢ Py(x) + Ps (a) + +++ + G1 P,_1@) 
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und die Koeffizienten ¢, ¢,,---,¢,_, so bestimmen, daB die Funktion 
A — g(a) die n* Ableitung einer erlaubten Variation dy = 4(x) darstellt. 
Hierzu ist naimlich nur erforderlich, da das einfache, zweifache bis r-fache 
zwischen den Grenzen a und }) genommene Integral der Funktion ver- 


schwindet. Man erhalt also durch r + 1-malige Integration: 
b 8 , 

fade { (N-—e,P,—--—¢,_1P,_,)da* — ¢, f (a—ay (b—ay de = 0, 
wo alle Glieder mit ¢,,,, ¢,,9,°°+, ¢, fortfallen, weil die r+ 1fachen 
Integrale iiber die Funktionen P,,,, P,...,--:,P,_, auf Ableitungen von 
(a—a)’**(b—a)’** fiihren und daher zwischen den Grenzen a und b siimt- 
lich verschwinden. Unsere Gleichung dient also, wenn die vorhergehenden 
Koeffizienten ¢), ¢,,---, ¢,_, bekannt sind, zur Bestimmung des Koef- 
fizienten ¢,, der hier mit einem von 0 verschiedenen Integral multipliziert 
erscheint. Somit lassen sich durch successive Berechnung der Koeffizienten 
alle » Integralgleichungen erfiillen, und aus der Annahme 


b 
[Ande =0 fir i =A—J(2) 


folgt genau wie oben 
b 
J (A—g)dx = 0 
und schlieBlich: ; 
N=G = + GP, (%) +--- +61 P,_1(@), 


dieser Beweis fiihrt also zu einer direkten Darstellung der Funktion A(z) 
als Polynom » — 1” Grades. 


Géttingen, den 1. Dezember 1903. 
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Untersuchungen tiber die natiirlichen Gleichungen krummer 
Flachen. 


Von 


Srecrriep HELLER in Kiel. 


§ 1. 

Wiihrend die natiirlichen Gleichungen riiumlicher Kurven von ver- 
schiedenen Autoren*) behandelt worden sind, haben die natiirlichen Glei- 
chungen krummer Fliichen nur bei Bianchi**) und bei G. Scheffers***) 
Erwihnung gefunden.+) Die nachfolgenden Untersuchungen, die auf An- 
regung von Herrn Professor P. Stiickel in Kiel entstanden sind, gehen 
von Scheffers’ Definition der natiirlichen Gleichungen krummer Fiiichen aus. 

Liegt eine Fliche vor: 

= (u,v), y=z(u,v), 2=—H(u,»), 
so bemerkt Scheffers zuniichst, daB die Hauptkriimmungsradien R, und R, 
im Fliichenpunkte (u,v), sowie die beiden von diesem Punkte ausgehenden 
Hauptkriimmungsrichtungen von der zufiilligen Lage der Flache und ihrer 
zufilligen analytischen Darstellung véllig unabhiingig sind. Bezeichnet 
man demnach mit ¢@,s und @s die zwei von (wu, v) ausgehenden, in die 


zugehérigen Hauptkriimmungsrichtungen fallenden Linienelemente, so bleiben 
die GréBen 


0,8? 08’ 08 0,8 
bis auf das Vorzeichen ungeiindert, wenn man die Fliche allen Bewegungen 
des Raumes unterwirft, oder wenn man neve Parameter auf ihr einfiihrt. 


R,, BR, OR, OR, OR, d oR, 
» 4g) 


*) Vergl. G. Scheffers, ,,Einfiihrung in die Theorie der Curven‘', Leipzig 1901. 
Hier findet man auch die einschligige Literatur zusammengestellt. 
**) Bianchi, ,,Vorlesungen tiber Differential-Geometrie“, deutsch von Lukat, 
Leipzig 1899, p. 92. 
***) G. Scheffers, ,,Einftihrung in die Theorie der Flichen“, Leipzig 1902, p. 353. 
+) AuBerdem erschien in jiingster Zeit, als vorliegende Untersuchungen bereits 
abgeschlossen waren, eine Arbeit von E. Cesadro, ,,Sulla rappresentazione intrinseca 
delle superficie, Memorie dell’ Accademia di Napoli 1903, 
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Ist die Funktionaldeterminante von R, und R, nach uw und v von 
Null verschieden, so kann man wv und v als Funktionen von FR, und R, 


@R, @R, aR, R 
2 


auffassen, wodurch sich 9,8? 0,8’ 08 und als Funktionen von R, 


und R, ergeben: 
aR aR, 
Se = ,(R,, R), a3 ¥,(R,, R), 


$2-%(R,R), S8=¥,(R,, R). 


Diese Gleichungen nennt Scheffers ,die natiirlichen Gleichungen der be- 
trachteten Fiche, da sie dieselbe ohne Riicksicht auf ihre zufiillige Lage 
und ohne Riicksicht auf ihre zufiillige Parameterdarstellung vollkommen 
charakterisieren.“ 

Eine Ausnahme bilden diejenigen Flaichen, bei denen die beiden 
Hauptkriimmungsradien R, und R, durch eine Relation verkniipft sind. 
Da jedoch diese Flichen, die sog. Weingartenschen oder W-Fliichen, hin- 
sichtlich ihrer natiirlichen Bestimmungsstiicke von Scheffers behandelt 
worden sind*), konnte sich die vorliegende Arbeit auf die natiirlichen 
Gleichungen solcher reeller Flachen beschrinken, die keine W-Flaichen 
sind. Aus dieser Beschrinkung erwichst der Vorteil, daB man die Haupt- 
kriimmungsradien R, und FR, an Stelle der Parameter uw und v in die 
Gleichungen der Flache einfiihren kann. Ihre Einfiihrung, die ich einer 
Mitteilung von Herrn Professor P. Stickel verdanke, erméglicht es nicht 
nur, wie im I. Abschnitt dieser Abhandlung gezeigt wird, ganz allgemein 
die Beziehungen der natiirlichen Gleichungen krummer Fliachen zu den 
Fundamentalgleichungen der Flichentheorie zu ermitteln, sondern auch 
fiir eine spezielle, besonders einfache Annahme iiber die Funktionen 
,, ¥,, ,, ¥, die kartesischen Koordinaten xz, y, z der zugehdérigen 
Flichen zu berechnen. 


I. 


Allgemeine Untersuchungen iiber die natiirlichen Gleichungen 
krummer Flichen. 


§ 2. 
Durch Einfiihrung der Parameter Rj =u, R, =v auf der Fliche 
gehen die natiirlichen Gleichungen iiber in: 





1 
(1) 91(4, °) — SFE TGR?’ . 
(2) ¥,(u, °) = 


VE+ 2Fk, + Gk,*’ 





*) A. a. O., p. 354 u, ff 





| a i, oe, A A a | 
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k, 
(4) ¥,(u, 0) = ms 








VE-+ 2Fk, + Gk,*’ 


wo mit k, und k, das Verhiltnis dv: du lings der beiden Hauptkriim- 
mungsrichtungen im Punkte (uw, v) bezeichnet ist. Hieraus erhilt man 
fiir die Hauptkriimmungsrichtungen die Gleichungen: 


o, 
(5) 1 =o? =e 
Weil diese beiden Richtungen einen rechten Winkel einschlieBen, besteht 
die Gleichung: 

(6) E,¥, + F(,¥,+ 9 ¥,) + GO,¥, = 0. 

Aus den Gileichungen (1), (2) und (6) findet man nun leicht fir die 
FundamentalgréBen 1. Ordnung: 





(7) E= eve 
: ra- ttt. 
®) G- OH 
Ferner ergibt sich fiir D = + VEC G — F?; 

i D= = We," 


Weil die Hauptkriimmungsrichtungen konjugiert sind, so bieten sich 
zur Bestimmung der FundamentalgréBen 2. Ordnung sofort folgende Glei- 
chungen dar: 











"1 1 L+2Mk,+ Nk, 
(11) uw ~ E+3Fk, +Gk?? 
1 L+2Mk,+Nk,? 
(12) > ~ E42FE +GE,”? 
(13) L+ Mk, +k;) + Nky ks = 0, 
woraus unter Beriicksichtigung von (5) folgt: 
uo,? + v¥,? 
(14) L= wo, ¥, ~ ¥,0,)3 ? 
ub, + 0, ¥ 
(15) ee uv, ¥, —¥, 0, 
(16) N= u,*+ v,? 





uv(o,¥, —¥,%,)? 
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Hierbei ist der Ausdruck ®,¥, — ¥,, sicher von Null verschieden, da 
sonst eine W-Fliiche vorlige. Wegen (10) ist auch immer: 


1 
0,4, —¥,0, + 


weil sonst D identisch verschwinde; das kann aber bei reellen Flichen mit 
reeller Parameterdarstellung, auf die wir uns im. folgenden beschrinken, 
nur in einzelnen Punkten eintreten. 


§ 3. 
Damit die so gewonnenen Funktionen FE, F, G, L, M, N wirklich 
die FundamentalgréBen einer Fliche sind, ist erforderlich, daB sie die 
drei Fundamentalgleichungen der Flachentheorie erfiillen*): 


1 y r 
(A) L, — UM, = 5pslE,G — G,F\L 


‘ _—_ [E.G — G,E+2(E,—F,)F|M 


ei spl- EF — E,E + 2F E\N. 
P LN— M? : 
(B) ws D* <a ap(2F.. —E,, ~@..) 

tam (G+k G,—2G,F,) 
= mn (E3+E, G ~~ 2E,f,) 
+ p(B, G, —E, G, 8s, G,, wan 2F me pt 4F_F,). 

al 1 - 
(C) N, — M, = sp: (G4. E—E,F\N 


agi E,G+2(G,—F)F|M 


- — [—G,F—G,G+2F,G|L.**) 

Dann und nur dann, wenn diese drei Gleichungen identisch befriedigt 
sind, gibt es Flichen und zwar unendlich viele, welche die Funktionen 
E, F, G, L, M, N m= FundamentalgréBen haben. Alle diese Fliichen sind 


» G. Scheffers, Flaichen, Tfl: XVII. 
*) Hier und im folgenden bezeichnen die beigesetzten Indices wu und v, dab 
nach wv bezw. v partiell differentiiert ist. 
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mit einander kongruent; aus einer von ihnen erhilt man alle tbrigen, 
wenn man sie allen Bewegungen des Raumes unterwirft.*) 

Werden demnach in den drei Fundamentalgleichungen EF, F, G, L, M, N 
und ihre Ableitungen durch ®,, ¥,, ©, ¥,, deren Ableitungen nach u 
und v, sowie durch uw und v selbst ausgedriickt, so erhilt man drei Be- 
dingungsgleichungen fiir %,, ¥,, ®,, Y,, ihren ersten und zweiten Ab- 
leitungen nach u und v, sowie u und v selbst. Bei der Aufstellung dieser 
drei Bedingungsgleichungen wird zweckmaBig zur Abkiirzung 


o,¥,—¥,9,=A 
gesetzt. Auch erweist es sich als vorteilhaft, folgendes Symbol einzufihren: 


i 
() ie ¥,®, — o,¥,, 
wodurch sich beispielsweise die abkiirzende Schreibart ergibt: 


¥, 9, — OY = (i) , 


¥291,— 4%, = ht 
¥1%3, — O¥o, = (ou)> 
¥2%, — O%o, = C3, 


a. (4) ~ Cy) a 


Aus der ersten und dritten Bedingungsgleichung lassen sich durch lineare 
Kombination zwei einfachere Gleichungen ableiten, sodaB man schlieBlich 
sagen kann: 

Wahlt man unter der Voraussetzung, dab u = R,, v = R, ist, vier 
Funktionen ®, (u, v), ¥,(u, v), O,(u, v) und ¥, (u,v), fiir die O,¥, —O,¥, +0, 
co ist, so existieren dann und nur dann Flachen mit den natiirlichen 
Gleichungen: 

ou 
0,8 
i = 0,(u, »), G =, (u, 2), 


é 
—_ 0, (u, v), iG = ¥i(u, v), 


wenn die Funktionen %,, ¥,, ©, ¥, die drei Bedingungsgleichungen 
erfiillen: 


*) O. Bonnet, ,,.Mémoire sur la théorie des surfaces applicables sur une surface 
donnée.‘ Journ. de I’Ecole polyt., cah. 42 (1867). Vgl. auch: G. Scheffers, Flichen, 
pag. 338. 

Mathematische Annalen. LVIII. 37 








a7) wo(u—0) ((7,) + (19) = Mas +O) 

8) fem ar [4 { (ove) + Gove) (Gu) (64) 2 (ra) (Go) 
+ (su) (re) Gu) (to) +2-(re) (be) = Ge) Ge) 
~2-() (ce) 

+ S18 (= Cun) + (ue) — Gne) + Good} +3 (ia) (ou) 
~ (iw) (on) +4 (1) Ge) — Gu) (20) ~ Ga) (oe) 
+2-(24) (16) ~ (ee) (ee) +3 (oe) Ge) 

+ [4 [(oua) + Cue) +2 Gu) Gu) ~ Gu) Cin 
~2-(24) (au) ~2- (ou) (ae) — (20) (20) + Gu) (te) 

~ (ee) (20) 


(19) uv(u—v) (3) + (.)| = , (u?¥, + v®¥,). 


§ 4. 

Was die analytische Natur der Funktionen %,, ¥,, ©, Y,, die ihrer 
geometrischen Bedeutung wegen im folgenden kurz als Invarianten be- 
zeichnet werden sollen, betrifft, so ist klar, daB keine identisch gleich 
unendlich sein darf, weil sonst eine W-Fliiche vorliige. Es sollen jetzt 
einige Annahmen iiber die analytische Beschaffenheit der $,, ¥,, 0, VY, 
erdrtert werden, und zwar, daB einige der vier Invarianten 

a) identisch gleich Null sind, 

b) sich auf Konstante reduzieren, 

c) daB die %,, ¥,, ®,, YW, gewisse einfache analytische EHigen- 
schaften aufweisen. 

a) Wegen ©, ¥, —¥,, +0 kénnen héchstens zwei der vier Invarianten 
identisch verschwinden, und zwar sind zwei Fille méglich: 


o,=0, ¥,=0 oder %,=0, ¥,=0. 
Im ersten Falle ergibt sich mit Hilfe der ersten und dritten Funda- 


mentalgleichung, daB eine Relation zwischen u und v bestehen miiBte; 
dieser Fall wiirde also zu W-Flichen fiihren. 
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Im andern Falle, wo 
o,=0, ¥,=—0 
ist, ergibt sich aus der ersten und dritten Fundamentalgleichung: 
1 1 1 1 1 1 
L, = = (L+vlL,) +-) und N,=>(N+uN,) (+>) 


woraus durch Integration folgt: 


v 1 u 
ONC aa ONCE 
deshalb ist auch: 
1 v? 1 u* 
B= Tw wo Ff 1H) wor 
U(u) und V(v) miissen noch so bestimmt werden, daB die Fundamental- 
gleichung (B) erfiillt ist. Man findet dafiir: 
2(U0+ V+1) = (u—v)(U’—V", 
woraus durch Integration folgt: 
U+V+1=(u—v)- F(u+»), 
wo F eine Funktion von u-+ v bedeutet. Hieraus ergeben sich leicht 
fiir U und V die Ausdriicke: 
{U= ku?+ 2lu+m, 
| V=—kv® — 2lv —m—1, 
wo k,l und m beliebige Konstante sind; und fiir ¥, und , folgt dann: 





qo 
0 


Y, = ——" View? + 2lu + m, 





@, = “—" Y— ko? — 210 — m — 1. 


Es wird im II. Abschnitt gezeigt werden, daB bei dieser Annahme, die 
mit den drei Fundamentalgleichungen in Einklang steht, wirklich reelle 
Flichen existieren. 

b) Von den Fiillen, daB einige der Invarianten %,, ¥,, ®,, Y, auf 
Konstante reduziert sind, fiihrt derjenige, wo alle vier GréBen %,, ¥,, 0,, V, 
Konstante sind, sofort zu einer abwickelbaren Fliche. Sind aber drei der 
Invarianten konstante GréBen, und nur eine eine Funktion von uw und », 
so léBt sich aus den drei Fundamentalgleichungen heraus nachweisen, daB 
es hierfiir, bei Ausschlu8 der W-Flichen, keine reelle Flache gibt. 

c) %,, ¥;, O,, Y, modgen jetzt gewisse, einfache analytische Eigen- 
schaften besitzen. 

Die Annahme, da alle vier Invarianten Funktionen von u, bezw. 
von v allein seien, fiihrt zu Widerspriichen mit den Voraussetzungen; 
desgleichen die Festsetzung, daB die %,, Y,, %,, ¥, ganze, in w und 

37* 
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homogene Funktionen von der Dimension p, bezw. q, 7, s sind, wo p, q, 1, $ 
ganze Zahlen bezeichnen. Der Beweis fiir diese Behauptung ergibt sich 
aus der Fundamentalgleichung (B), wenn man die Dimensionen der rechts 
und links auftretenden Ausdriicke bestimmt. 

Es werde ferner den Invarianten die Form gegeben: 

0, =au+bve+a, 
usw. auch fiir Y,, %,, Y,, und hierfiir die Bedingungsgleichungen (17) 
und (19) gebildet. Damit diese Gleichungen fiir beliebige Wertepaare 
(u, v) erfiillt sind, miissen die Koeffizienten gleichstimmiger Potenzen von 
u und v einzeln verschwinden; so ergeben sich insgesamt 21 Bedingungs- 
gleichungen fiir die zwélf Konstanten a,, b,,---,¢,. Die Untersuchung 
dieser Gleichungen fiihrt zum Schlusse, daB bei dieser Annahme eine 
Flache mit den geforderten Eigenschaften nicht méglich ist. 
SchlieBlich werde angenommen: 

O, = au? + 2buv + ¢,0° + 2du+ 2ev+f, 
usw. auch fiir ¥,, ®,, ¥,. Gerade so wie oben folgen fiir die 24 Kon- 
stanten a,,6,,---,f, im ganzen 47 Gleichungen, deren umfangreiche 
Diskussion ebenfalls ergibt, daB eine Flaiche der verlangten Art auch jetzt 
nicht existieren kann. 

Es darf hiernach als wahrscheinlich bezeichnet werden, daB nicht alle 
vier Invarianten 9,, ¥,, ®,, ‘¥, Funktionen sein diirfen, die nach positiven, 
ganzen Potenzen von wu = R,, und v = R, entwickelbar sind, zumal auch 
schon beim einfachsten Falle: ®, = 0, ¥, = 0, mit Hilfe der drei Funda- 
mentalgleichungen, unter Ausschlu8 imaginarer und W-Flichen, die beiden 
andern Invarianten, ¥, und ®,, sich als algebraische Funktionen von R, 
und R, herausgestellt haben, die keine Reihenentwicklung nach ganzen, 
positiven Potenzen von R, und R, zulassen. 


IL. 


Untersuchung des speziellen Falles, das zwei der Invarianten 
©,, ¥,, ®,, ¥, identisch verschwinden. 


§ 5. 
In diesem Abschnitte soll der Fall behandelt werden, daB die In- 
varianten einer Fliche gegeben sind durch: 


, = 0, ¥, = “—* Vku? + 2lu +m, 


o, =~" Y—ke?—2lu—m—1, ¥,=0. 
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Dafiir finden sich die FundamentalgréBen: 


E 2 F=0, G # 

=“—gu 7% o-——prt 
v Uu 

L=(—»0" M=0, N= (u—v)*V? 


wenn 
ku? + 2lu +m =U, 
—kv? — 2lu—m—-1=V 
gesetzt wird. 

Aus der Art, wie man zu diesen Invarianten kam, folgt, daB die 
FundamentalgréBen den drei Fundamentalgleichungen geniigen. Damit 
jedoch die resultierenden Flichen reell sind, muB F und G reell und 
gréBer als Null sein. Diese Forderung ist mit der Bedingung verkniipft, 
daB sowohl U>O als auch V>O ist. Da man w und v vertauschen 
darf, so ist unbeschadet der Allgemeinheit erlaubt, anzunehmen, daB 
entweder k>0O oder i =0 ist. Der Vereinfachung halber wird die folgende 
Rechnung fiir 

k>0O 
durchgefiihrt; man iiberzeugt sich aber leicht, daB das Endresultat auch 
fiir k = 0 richtig ist. 

Damit fiir > 0O der quadratische Ausdruck U gréBer als Null ist, 
muB uw zwischen den Grenzen liegen: 


—1— yl —km 


ete : SE cme 
Damit aber gleichzeitig V gréBer als Null wird, ist erforderlich: 
—— ue iD 


Hieraus ersieht man, daB 


?—km—k>0O 


sein muB, damit die Grenzen fiir v reell sind und die Flache selbst keine 
W-Fliche wird. Wegen k> 0 ist umsomehr auch 


?—km>0O. 


§ 6. 
Um jetzt aus den bekannten Funktionen EF, F, G, L, M, N von u 
und v die rechtwinkligen Koordinaten der Flache in der Form zu finden: 


r= (u,v), y=z(u,v), 2=V(u,o), 
wird die Methode von O. Bonnet angewendet in der Darstellung, die 
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ihr G. Scheffers gegeben hat*). Unter Beriicksichtigung von F= M—0 
erkennt man, da8 die Lésung des Problems wesentlich darauf beruht, die 
totale Riccatische Differentialgleichung zu — 


~ a j Pe ——. a. ee _¢2 

de | sat iabe sye* et | va ios 6+. var | 
wodurch 6 als Funktion von uw und v bestimmt werden soll. Setzt man 
fir E, G, L, N, E, und G, ihre Werte, so kommt: 


1+0%— 2oVkv?+2lv+m+i 1—o*—26 Vku?+2lutm 
2(u—v) Vku?+2lu+ m 2(u—v) Vkv?+2lvo+m+1 
Diese Differentialgleichung kann nach der Methode von Lagrange in 
der Weise gelést werden, daB man zuerst ein Integral 4 der gleich Null 
gesetzten Gleichung bestimmt, indem dabei 6 als eine Konstante auf- 
gefaBt wird. Wenn man substituirt: 




















— hut! 3 _ ke+! 
VE + Vku? + 2lu+m, q VE +2lvu+m+1, 
und zur Abkiirzung setzt: 
— -km a?, —e=* =) S=—_ Vie+a? +6) a+ Bb)? — —4atd?, 
so erhalt man: 
2op—1 + o* — 2oqg—1—o?—S 
tn™ = -i+6+5 ~ee saa) 


und die Integration der vorgelegten partiellen Differentialgleichung 1aBt 
sich auf die Lésung der gewdhnlichen Differentialgleichung zuriickfiihren: 


di (¢@— 
at =) (8-1) + + a+0) (24D). 





Eine bekannte Methode**) liefert als deren allgemeines Integral: 
et ___2(2a*b*e — [o*+ a*+ b?+ S}) 
~ (at + b+ 8) C[o*+ at DF4+8]—2)’ 
wo c eine Konstante ist. 


Hieraus ergibt sich als allgemeinste Lésung der urspriinglichen 
Riccatischen Differentialgleichung: 


_ c(a’q—b*p) +p —9_ 
Se epq—1 


*) G. Scheffers, Flaichen, p. 310—337. 


**) Vergl. Darboux, ,,Lecons sur la théorie générale des surfaces", t. I, Paris 
1887, p. 24. 
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8 7. 
Um nunmehr die kartesischen Koordinaten 2, y, 2 der gesuchten Fliche 
zu ermitteln, erteile man der Konstanten ¢ nacheinander die Werte: 
a,=0,b,=00; a=—1,)=+1; a,=+i, b, =—i. 
Dann sind nach der angegebenen Methode z, y, z bestimmt durch die 
Gleichungen: 
dx — *r* a*q*—2a*pq): { (q?+ b*) Vk— 219} 
a= Rapa) —p@ Foy? oP 
4 [b*p*+a*g?—2b%pq] -{ (p*+0)Vk— 21p} da: 





k{ q(p?+a*) — p(q?+ 6%) }? 


dy — (Petit ({(b—1)p*+ 2(1— a") pat (at —A)g"} JG +O)VE—21q) 
sine 2k{q(p +a") — pia'-+ 6%) }* - 


4 Eeptatai+ (O*—1) p+ 20a") pa-+ (a= 1)9" 1): {(p*+aVE—2P) gg, 

















2k { q(p*-++a*) — p(q?-+b?)|* j 
dg am Lt e'et1— 1O41)p*— 201-4 pet (+1) 9): 1+) VE—8ie) 9 


2k (q(p?+-a*) — p(q?+6*)}* 
43 . [— p?g?—1— { (b*4-1) p*— 2(1+4+ a*b*) pq (a'+1)q*) J { (p*+-a2) Vk— = 21D) ag. 


2k {q(p*+a*) — p(q?+b*)} * 





Setzt man: 
VE(Up*+ 2Bpq+ Cq*) + 21Dp+ Eq) 

k{ q(p?+-a*) — p(q?-+b?)} 
und bildet 2 und 27 so lassen sich die Koeffizienten A, B,C, D, € 

Op oq ? ? ? 
leicht bestimmen. Bei der Berechnung von y setzt man: 
_ Vie Up*g?+ Bp? + Cq?+D) + 2UEpg+ Seg? +Gp+H9) | 
2k { q(p*+a*) — p(q?-++b*) } 

Fiir z wird ein gleich gebauter Ausdruck substituiert, und im iibrigen wie 
bei der Berechnung von x verfahren. Man erhiilt so eine imaginiire Fliche, 


deren Koordinaten x, y, z umstiindliche Funktionen in p und q sind. Nach 
Ausfiihrung der imaginiéren Koordinatentransformation: 


rt=- 





= 1+ a*b? 1 — a*b? al 

f#— 0-04 ~G 94a Po 

= 1— a*b? 1 + a*b* al 

y——ant SES yp i te 4, 
1+ a*b? 





b? . bl 
Z= ib-x+i a e+ “a Ft te 


ergeben sich jedoch einfachere Ausdriicke fiir die kartesischen Koordinaten 
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der Flache, die schlieBlich, nachdem fiir p, g, a und b die Werte ein- 
gesetzt sind, in der Form erscheinen: 





kuv+lv 
~~ YR —km Vit —km a (u— v)’ 
_ Vk + 21 u? + 2lu +m 


Vi —km (u— v)’ 
_ ¥V— ko® — 2lv — m—1 
Vi —km — k(u— v) 


Ein spezieller Fall dieser Fliche, der hieraus durch: 








’ —1 0 b? 
k= 3) l= ’ a= ap) u=Rk,, v=— R, 
hervorgeht; nimlich: 
c?—b* RR, 
t= - . a 55 
be R,+ R,’ 
_ Ve —v* R, Ve? — RB,’ 
b oe ? 
_ Ve — R, VR,? — ¢? 
ec  R+R ’ 


findet sich schon in einer Abhandlung von Strebor (W. Roberts) in den 
Nouvelles Annales de Mathématiques, Série II, 1, 1862, p. 170, und 


Série II, 4, 1865, p. 169. Diesen Literaturnachweis verdanke ich Herrn 
Professor P. Stickel. 


§ 8. 


Die gefundene Flaiche hat, wie man sofort verifiziert, in der Tat die 
vorgegebenen natiirlichen Gleichungen, und die Parameter u und v sind 
mit den Hauptkriimmungsradien R, und R, identisch. 

Stellt man noch die Gleichungen der Zentraflichen auf, so erkennt 
man, daB die beiden Mintel in Kurven, C, und C,, ausarten, und zwar 
speziell in Kegelschnitte, die derartig zueinander liegen, daB sie alle Eigen- 
schaften von Fokalkegelschnitten erfiillen. Im besondern ist: 





; k>O | k=0 | k<0 











4 Hyperbel | Parabel Ellipse 














Ellipse Parabel | Hyperbel 











Die betrachtete Flache, die in doppelter Weise als Kanalfliche aufgefaBt 
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werden kann, ist somit eine allgemeine Dupinsche Cyklide, indessen mit 
AusschluB des Torus. 

Diese im ,,einfachsten“ Falle: ©, = 0, ¥, = 0 erhaltene Fliche bildet 
ein bemerkenswertes Gegenstiick zum Kreise, welchen man bei der ,,ein- 
fachsten“ Annahme iiber die natiirlichen Gleichungen riumlicher Kurven, 
naimlich aus r = konst., @ = co, erhialt. Hier wie dort erleidet das durch 
die Gesamtheit der Kriimmungsmittelpunkte vorgestellte Raumgebilde eine 
EinbuBe in seinen Dimensionen: Beim Kreise schrumpft die Kriimmungs- 
mittelpunktskurve in einen Punkt zusammen; bei der allgemeinen Dupin- 
schen Cyklide sind beide Mintel der Kriimmungsmittelpunktsfliche auf 
Kurven reduziert. 

Fiir die Dupinschen Cykliden, auf welche diese Untersuchung fiihrt, 
laBt sich noch eine neue, charakteristische Eigenschaft angeben. Fragt 
man namlich nach den natiirlichen Gleichungen derjenigen Flichen, fiir 
die bei der Annahme, daf u = R, = konst. und v = R, = konst.die Parameter- 
kurven vorstellen, /=0 und M =O ist und fiir die daher diese Parameter- 
kurven Kriimmungslinien sind, so erkennt man aus den Gleichungen (8) 
und (15) fiir F und M, daB zwei der Invarianten ,, ¥,, %,, ¥, identisch 
verschwinden miissen. Da aber nur die Kombination: ®,=—0 und ¥,=0 
eine mit den getroffenen Voraussetzungen nicht im Widerspruch stehende 
Fliche liefert, nimlich die hier gefundene allgemeine Dupinsche Cyklide, 
so ergibt sich der Satz: 

Man erhiilt alle reellen Flichen, bei welchen die Parameterlinien 
R, = konst. und R, = konst. mit den Kriimmungskurven zusammenfallen, 
wenn man die allgemeine Dupinsche Cyklide: 

a kuv +lv 

V2 —km VE — km —k(u—v)’ 
y — 2VEWE Btu + m 

VE —km(u—v)’ 

— uY— kv? —2 li v— m—1 
Vii — km — k(u — v) 
allen Bewegungen des Raumes unterwirft. 

Hinsichtlich der genaueren Durchfiihrung der bei diesen Betrachtungen 

anstehenden Rechnungen sei auf meine Inaugural-Dissertation ,,Unter- 


suchungen iiber die natiirlichen Gleichungen krummer Flichen“, Kiel 1903, 
verwiesen. 








Kiel, im Dezember 1903. 
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Die Konstruktion des geradlinigen Dreiecks der nichteuklidischen 
Geometrie aus den drei Winkeln. 


Von 


Marcer Grossmann in Frauenfeld (Schweiz). 


Das Problem, ein Dreieck der nichteuklidischen Geometrie aus den 
drei gegebenen Winkeln zu konstruieren, ist bisher, wie es scheint, erst 
zweimal behandelt worden. Herr M. Simon hat*) eine Konstruktion des 
rechtwinkligen Dreiecks aus den zwei spitzen Winkeln gegeben, und ein- 
gehender wurde das Problem erértert von Herrn H. Liebmann*™), unter 
Beriicksichtigung aller méglichen Fille. (Reelle Winkel, Uberwinkel, 
Nullwinkel.) 

Die Konstruktionen der nichteuklidischen Geometrie, welche bis jetzt 
verdffentlicht wurden, griinden sich entweder auf elementar-geometrische 
Betrachtungen oder sind der Ausdruck trigonometrischer Formeln der 
nichteuklidischen Geometrie. Viel leichter durchfiihrbar und viel anschau- 
licher werden die simtlichen fundamentalen Konstruktionen der nicht- 
euklidischen Geometrie, wenn man sich auf den Standpunkt der Cayley- 
schen Mafgeometrie stellt. Durch Angabe des absoluten Kegelschnittes 
der Ebene sind die MaBverhiltnisse fiir alle Konstruktionsaufgaben ge- 
niigend bestimmt, und es gelingt, alle fundamentalen Aufgaben (der hyper- 
bolischen und der elliptischen Geometrie) sehr einfach zu lésen.***) 

Die Konstruktion des Dreiecks aus den drei Winkeln ist bei ge- 
gebenem absoluten Kegelschnitt ein einfaches, quadratisches Problem der 
projektiven Geometrie. Eine Methode erledigt hier alle Fille, gleichgiiltig 
ob unter den gegebenen Winkeln Null- und Uberwinkel vorkommen oder nicht. 


*) M. Simon, Zwei Sitze zur nichteuklidischen Geometrie, Math. Ann. 48 (1897). 
™) H. Liebmann, Die Konstruktion des geradlinigen Dreiecks der nicht- 
euklidischen Geometrie aus den drei Winkeln, Sichs. Berichte, Bd. 53, Heft VII. 
***) Vel. Marcel GroBmann, Die fundamentalen Konstruktionen der nicht- 
euklidischen Geometrie, Beilage zum Programm der thurgauischen Kantonsschule auf 
das Jahr 1903/04, Frauenfeld, Huber u. Co. 
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I. Konstruktion des rechtwinkligen Dreiecks. 


Es sei, in Fig. 1, Q der absolute Kegelschnitt, dh. die unendlich 
ferne Kurve der hyperbolischen Ebene. C sei die gegebene Ecke des 
rechten Winkels, s, und s, seien dessen Schenkel. Es muf also s, durch 
den absoluten Pol S, von s, gehen. Die Gerade a bilde mit s, den Winkel 
«, wihrend 6 mit s, den Winkel 6 bilde. 

Unsere Aufgabe ist gelést, wenn es gelingt eine Gerade anzugeben, 
welche mit s, den Winkel « und zugleich mit s, den Winkel £ bildet. 


Ss, Ki] Y Q 


a; 














Denkt man sich die hyperbolische Ebene lings der Geraden s, ver- 
schoben, (oder um S, gedreht), so umhiillt die mitgenommene Gerade a 
einen Kegelschnitt K(«), einen sog. Uberkreis, der den absoluten Kegel- 
schnitt Q in den unendlich fernen Punkten U, und U, der Geraden s, 
beriihrt. Den nimlichen Kegelschnitt beschreibt auch der FuBpunkt A(«) 
des Lotes von S, auf a. (Dieses Lot ist die Verbindungslinie von S, mit 
dem absoluten Pol von a.) Jede Tangente dieses Kegelschnittes ist gegen 
s, unter dem Winkel « geneigt. 

Ebenso umhiillen alle Geraden, die s, unter dem Winkel 6 treffen, 
einen Kegelschnitt K(6), der Q in V, und V, beriihrt. 
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Die beiden Kegelschnitte K(«) und K(f) sind durch je drei Tan- 
genten samt Beriihrungspunkten bestimmt. Denn a beriihrt K(a) in A(a) 
und 6 beriihrt K(f) in B(6). 

Die gemeinsamen Tangenten der beiden Kegelschnitte K(«) und K(f) 
treffen s, und s, in den Ecken der rechtwinkligen Dreiecke, deren spitze 
Winkel « und B sind. 

Man erhalt durch die Konstruktion der genannten 4 Tangenten also 
sofort alle 4 rechtwinkligen Dreiecke der gesuchten Art, die sich um C 
gruppieren. 

Die Bestimmung dieser 4 Tangenten ist aber im vorliegenden Falle 
keine Aufgabe vierten, sondern nur zweiten Grades. Denn man kennt das 
gemeinsame Polardreieck der beiden Kegelschnitte K(«) und K(B). Denn 
K(«) und K(f) beriihren Q doppelt, also gehen durch den Schnittpunkt 
C der beiden Beriihrungssehnen s, und s, auch noch zwei gemeinsame 
Sehnen der beiden Kegelschnitte.*) Somit ist C eine Ecke des gemein- 
samen Tripels, und also S,S, eine Seite dieses Tripels. Weil aber s, durch 
S, geht, so muB CS, d.i. s, die Polare von S, in Bezug auf K(a) und 
K(B) sein. Das Dreieck CS,S, ist also das gemeinsame Polardreieck von 
K(«) und K(f). 

Um also die gemeinsamen Tangenten der beiden Kegelschnitte zu 
finden, hat man, (wie die Theorie inzidenter Polarsysteme zeigt), auf den 
Seiten s, und s, die Doppelpunkte AA* bezw. BB* der Involutionen 
doppel-konjugierter Elemente zu suchen; diese Punkte haben gleiche Polar- 
involutionen fiir beide Kegelschnitte und von ihnen aus gehen je zwei der 
gesuchten Tangenten. 

Die Konstruktion der doppelt-konjugierten Geraden zu a (d. h. der 
Verbindungslinie der Pole A, und A, von a beziiglich K(a) bezw. K() 
ist aber hier sehr bequem durchfiihrbar, weil beide Kegelschnitte durch 
je drei Tangenten mit den zugehérigen Beriihrungspunkten gegeben sind. 
Man findet so den Pol A, von a beziiglich K(8) und damit die doppelt- 
konjugierte Gerade a, = A,A, zu a. Damit ist die Involution J, der 
doppelt-konjugierten Elemente auf s, bestimmt durch die Pare CS, und 
W W, und daher auch ihre Doppelpunkte A und A*. Ebenso ist die 
entsprechende Involution J, auf s, bestimmt durch die Paare CS, und 
X X,, ihre Doppelpunkte sind B und B*. 

Die Geraden AB, A B*, A*B und A* B* sind gemeinsame Tangenten 
beider Kegelschnitte, also gegen s, und s, unter den Winkeln « bezw. 6 
geneigt. ABC, AB*C, A* BC und A*B*C sind somit die gesuchten 
rechtwinkligen Dreiecke. 


*) Vgl. Steiner, Allg. Betrachtungen tiber einander doppelt-beriihrende Kegel- 
schnitte, Werke, Bd. II, p. 469. 











- 


— OD mee eT Te 


— 











Dreieckskonstruktionen in der nichteuklidischen Geometrie. 581 


Die fertige Figur mu8 zahlreichen Genauigskeitsproben geniigen: die 
Strecken AB, A*B, AB* und A*B* miissen hyperbolisch gleich sein, 
C muB der Mittelpunkt von AA* und von BB* sein usw. Diese Proben 
griinden sich natiirlich auf die entsprechenden fundamentalen Konstruk- 
tionen der hyperbolischen Geometrie, es sei daher auf die zitierte Pro- 
grammarbeit hingewiesen. Die meisten dieser Proben erfordern wenige 
Linien. 


II. Konstruktion des beliebigen Dreiecks. 


Es sei, in Fig. 2, wieder Q der absolute Kegelschnitt, bei C sei der 
Winkel y durch die beiden Schenkel s, und s, festgelegt. Der Winkel « 











Fig. 2. 


sei gegeben als Neigungswinkel der Geraden a gegen s,, ebenso definiere 
b den Winkel 6. Damit sind wieder die beiden Kegelschnitte K(w) und 
K(6) bestimmt. 

Die gemeinsamen Tangenten dieser Kegelschnitte (es sind die Geraden 
¢ und ¢* der Figur) enthalten die dritten Seiten der gesuchten Dreiecke. 

Das biquadratische Problem der Bestimmung der vier gemeinsamen 
Tangenten von A(«) und K(f) ist aber auch hier reduziert auf ein 
quadratisches, da man eine Ecke und die Gegenseite des gemeinsamen 
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Polardreiecks von K(a) und K(f) kennt. Nach dem schon zitierten 
Steinerschen Satze gehen durch C ja auch zwei gemeinsame Sehnen von 
K(a) und K(f), also ist C eine Ecke des genannten Polardreiecks und es 
entspricht ihr in beiden Polarsystemen S,S,=c als Polare. Man hat 
daher auf c diejenigen Punkte D, D* zu bestimmen, welche gleiche Polar- 
involutionen in Bezug auf K(a@) und K(f) haben. Es sind wieder die 
Doppelpunkte der Involution doppelt-konjugierter Elemente auf c. Es ist 
also in erster Linie diese Involution zu bestimmen, indem man zu a und 
b die Pole A,, B, bezw. A,, B,; in Bezug auf K, bezw. K, bestimmt. 
A, und B, cind sofort als Saiweneie von @ und b mit K(«) 
bezw. Kis), oder als FuBpunkte der Lote von S, bezw. S, auf jene Ge- 
raden bestimmt. A, und B, bestimmt man am besten (durch Konstruk- 
tion harmonischer Gruppen) durch die Schnittpunkte mit den Dreiecks- 
seiten U,U,A, bezw. V,V,B,. A,A, ist a,, B,B, ist b, und aa, bezw. 
bb, bestimmen die Paare TT, und RR, der luvcialive wal ce. D und D* 
don die Doppelpunkte dieser Involution. Die Polarinvolution um D ist 
in Fig. 2 hyperbolisch und liefert als ihre Doppelstrahlen die Geraden ¢ 
und ¢*, welche K(a) und K() beriihren, also gegen s, unter dem Winkel 
« und gegen s, unter dem Winkel f geneigt sind. Die Involution bei 
D* ist elliptisch. 

ABC und A*B*C sind zwei Dreiecke mit den vorgeschriebenen 
Winkeln a, 6 und >. 

Die Anwendung dieser Methode auf die Konstruktion des Dreiecks 
der elliptischen Ebene bietet keinerlei Schwierigkeit und ist in der ge- 
nannten Programmarbeit durchgefiihrt. 


Frauenfeld, 3. Dezember 1903. 
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Zur Proportionslehre. 
Von 


Apvotr Kneser in Berlin. 


Einige Bemerkungen von Schur*) iiber einen von mir in der Berliner 
Mathematischen Gesellschaft gehaltenen Vortrag**) veranlassen mich zu 
folgender Erwiderung. 

Schur spricht von ,,dem Kneserschen Berichte, der sich teils an Kupffer, 
teils an Hilbert anlehnt“. Dazu bemerke ich, daB meine Arbeit iiberhaupt 
kein Bericht ist; die Grundidee, einen neuen von Stetigkeitsbetrachtungen 
freien Aufbau der Proportionslehre in der Ebene, nehme ich als mein 
Kigentum in Anspruch. Das Besondere meiner Darstellung liegt haupt- 
sichlich darin, daB in ihr jener Schnittpunktssatz, den Hilbert als den 
Pascalschen bezeichnet, durchaus keine beherrschende Stellung einnimmt, 
sondern ebenso wie viele verwandte Sitze durch einfache Streckenrech- 
nungen bewiesen werden kann, die seit Carnots Géométrie de position 
allgemein bekannt sind. 

Ich widerspreche ferner der Behauptung***), daB ich mich im zweiten 
Teile meiner Arbeit ,,Hilbert vollkommen anschlieBe“. Gerade hier erkennt 
man leicht eine prinzipielle Abweichung, indem ich die Assoziativitit der 
Multiplikation von Strecken algebraisch beweise, wodurch diese Eigen- 
schaft als Folge der Kommutativitét erscheint, wihrend Hilbert+) die 
Assoziativitiit aus geometrischer Quelle ableitet. DaB in meinem zweiten 
Abschnitt die Multiplikation der Strecken im Zusammenhang mit den 
Proportionen erklirt wird, habe ich allerdings mit Hilbert gemein, aber 
auch mit Descartes}*+). 


*) Zur Proportionslehre, Math. Ann. 57 S. 205 ff. 

**) Sitzungsber. d. Berl. Math. Ges. 1 8.4. Archiv d. Math. Phys. (3) 2. 
***) S_ 207, 

+) Grundlagen der Geometrie (1899) S. 34. 
+t) Stolz und Gmeiner, Theoretische Arithmetik S. 130. 
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Die Bemerkung Schurs, aus meinem ,,Bericht“ gehe das Verdienst 
Kupffers nicht deutlich hervor, kann ich auf sich beruhen lassen, indem 
ich darauf hinweise, daB ich es gewesen bin, der Kupffers Arbeit zuerst, 
und zwar an verschiedenen Orten erwihnt hat*). 

Was endlich meinen Hinweis auf Grassmann betrifft, den Schur polemisch 
erdrtert, so benutze ich gern die Gelegenheit zu erkliiren, weshalb es mir 
wichtig scheint, die iibrigens schon von Stolz**) zitierte Stelle der linealen 
Ausdehnungslehre nicht in Vergessenheit geraten zu lassen. Nachdem Hilbert 
als erster eine vollstindige von Stetigkeitsbetrachtungen unabhingige Pro- 
portionslehre entwickelt hatte, behauptete Schur***), er habe zu einer 
solchen Proportionslehre ,,alle Elemente gegeben“. Demgegeniiber halte ich 
es fiir angebracht, Grassmann und den ebenfalls von mir zitierten Hoppe 
als Bahnbrecher fiir die von Hilbert realisierte Idee einer Proportionslehre 
der bezeichneten Art an erster Stelle zu nennen.}) 


Berlin, Januar 1904. 
*) AuBer meinem Vortrag Bibliotheca math. (3) 2 S. 453. Jahresberichte der 
Deutschen Mathematikervereinigung 11, S. 71. 

*) Vorlesungen iiber Arithmetik (1. Aufl.) Bd. I, S. 335. 

**) Math. Ann. 55, S. 265. 

+) Wir schlieBen hiermit die Erérterungen iiber die im Text behandelten 
Prioritiitefragen, ohne selbst zu denselben Stellung zu nehmen. 

D. Red. 





Bemerkung zum Aufsatz von E. J. Wilezynski. 
(Seite 256.) 

The theorem on page 256 is liable to misinterpretation, as Mr. Corrado Segre 
has kindly pointed out to me. The self-dual surfaces mentioned in the theorem are 
such, that a dualistic transformation exists which transforms every one of the 
generators of such a surface into itself. There exist ruled surfaces, not belonging 
to a linear complex, invariant under a dualistic transformation, which does not 
however have the individual generators unchanged. 








